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1. Introduccién.

El estudio de la diferenciabilidad de las aplicaciones entre espa-
cios abstractos fue iniciado hace 50 afios por Fréchet y continuado,
para casos particulares, por Gateaux y otros mateméticos.

El primer estudio sistem4tico fue hecho por Fréchet [2] (**)
en 1925 para las aplicaciones generales entre dos espacios norma-
dos. Este estudio fue proseguido por otros muchos matemdaticos
y creemos puede afirmarse que la teorfa de la diferencial para apli-
caciones entre espacios normados ha adquirido, actualmente, su
forma definitiva. Michal en su libro [1] ha dado una exposicién
clara y accesible de esta teorfa que también ests expuesta en
libros recientes como el de Mme. Lelong [1] y el de Dieudonné [1]
destinados a la ensefianza universitaria de nivel relativamente
elemental. :

Para el caso general de espacios vectoriales topoldgicos, 1a teoria
est4d mucho menos desarrollada. Se han hecho generalizaciones
por Michal [2]~ y [3] y por Fréchet [4] para grupos topolégicos
abelianos, por Hyers [1] para espacios vectoriales topolégicos, y
més recientemente Sebastifio e Silva [1] y [2] ha desarrollado la
teorfa para espacios vectoriales localmente convexos.

En todas esas generalizaciones se parte de la llamada definicién
de Stolz-Fréchet, que es muy adecuada para el caso de los espacios
normados, pero que si se aplica fuera de este dominio complica

(*) En una nota de los “Comptes Rendues”’ (Balanzat [2]) hemos publicado
resimen de los resultados de este trabajo.

(**) Los néimeros entre corchetes se refieren a la bibliografia indicada al final
de la memoria.
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bastante la teoria, necesita la introduccién de conceptos delicados
e impone restricciones a los espacios que se consideran.

En este trabajo nosotros hemos partido de otra definicién, la
denominada de Hadamard-Fréchet; esta definicién fue introdu-
cida por Hadamard [1]. en el anilisis clésico con finalidad exclusi-
vamente pedagégica. En una memoria del afio 1937, Fréchet [3]
probé que esta definicién se podia extender a las aplicaciones entre
espacios normados y obtuvo el 1nteresante resultado de que una
aplicacién diferenciable en el sentido de Hadamard-Fréchet podia
no serlo en el Stolz-Fréchet, siendo en cambio vélida la reciproca.

En la mencionada memoria Fréchet plante6 como problema la
extensién para esta definicién de las propiedades cldsicas de la
diferencial. Ello fue hecho por Ky Fan [1], en su tesis de la Uni-
versidad de Paris para los espacios normados, por Balanzat [1]
para los vectoriales topoléglcos metrizables y por 8. F. L. de
Foglio [1] para los espacios L* vectoriales en su tesis de la Uni-
versidad de Buenos Aires.

Nosotros hacemos ahora la extensién de esta teoria al caso gene-
ral de los espacios vectoriales topologmos En esta memoria nos
limitamos a dar los resultados de tipo local, es decir referentes a la
dlferenma,blhdad en un punto, que pensamos haber obtenido en
forma bastante sunple y completa y sin necesidad de imponer
a los espacios ninguna ‘restricei6n; en partlcular no usamos la hipé-
tesis de que sean localmente convexos, bésica en la extenqmn de
Sebastifio e Silva y también en la de Hyers. *

De interés particular son las relaclones entre la diferenciabilidad
y la continuidad. En general, para espacios no normados, ‘la pri-
mera no implica la segunda. Sebastifo e Silva y S. F. L. de Fogho
probaron, en las teorfas por ellog desarrolladas, que las diferencia-
bilidad implicaba la continuidad si el espacio de la ‘variable inde-
pendiente era metrizable. Nosotros daremos en esta memoria una
condicién necesaria y suficiente que debe cumplir el espacio de la
variable 1ndependlente para que la continuidad en un punto sea
consecuencia de la dlferenmabllldad y hemos probado que la cum-
plen los espaclos metuza,bles y algunos més que no lo son.

Salvo mencién en cor,ltra, usaremos siempre la nomenclatura
y notacién de Bourbakl [1] ¥ cuando hablemos de un espacio,

(*) En particular creemos que los teoremas de la dlferencxa,l del - producto y del
méximo y minimo no han sido demostrados anteriormente, para- espacios no nor-
mados en ninguna otra teoria.
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sin ningin afiadido, se sobreentenders que se trata de un- espacio
vectorial ‘topolégico (en el sentido de Bourbakl) sobre - el cuerpo
de los nitimeros reales y separado.

2. Definicién de la diferencial.

Para definir la diferencial partiremos de la definicién conocida
de la derivada de una aplicacién =z = g(1) de un intervalo abierto
de la recta en un espacio X. La derivada de g en A es el punto
9’(N\) definido como:

: : A AN) — g\
» ) = tim 00 A =400
Ar>0 AN

Es sabido que la existencia de derivada en 2 implica la con-
tinuidad de g()\) en A,

La diferencial de-g en % es la arlicacién lineal v continua de
R en X,

(2) - DN = Ax . g'(N)

No debe perderse de vista la diferencia de naturalem entre la
derivada y la diferencial. La primera es un punto del espacio X
y la segunda es un punto del espacio L (R, X) de las aplicacio-
nes lineales y continuas de R en X. De (1) se deduce:

3) 90k + A) — (k) = D(AN) + ul, AD)
cumpliéndose la condicién:

. U*()\O; A)‘)
3 , . lim ——— =90
(39 Axlino A ’

Es tamblen sabido que si existe una aplicacién lineal 'y conti-
nua D(A)) de R en X que satisfaga a la relacién (3) con la con-
dicién (3'), entonces g(r)-es derivable en X, y-se-cumple (2).

La definicién de la diferencial por las condiciones 3) y (3",
se generaliza para definir en la forma conocida, la diferencial en
el sentido de Stolz-Fréchet en el punto z, de una aplicacién y = o(x)
entre dos espacios normados X e Y. La diferencial es una apli-
cacién lineal y continua D(Az) de X en ¥V qusz cumple las con-
diciones:

(4)  o(@o + Az) — glz0) = D(Az) + w(Xo, Az)

20, Az) , |
(4) lim P& AD

Az0 |lAz]]
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Como dijimos en la introducecién, nosotros vamos a adoptar
otra definicién, que es la generalizacién a espacios vectoriales
topolégicos de la dada en Fréchet [3] para las aplicaciones entre
espacios normados.

DEFINICION 1. Sean X e Y dos espacios; sea y = f(x) una apli-
cacién de un entorno del punto x, de X en Y. Se dice que f(x) es
diferenciable, en el sentido de Hadamard-Fréchet en o, st existe
una aplicacion lineal y continua D(Az) de X en Y que cumple la
stguiente condicion:

Cualquiera que sea la aplicacion x = g(\) de un intervalo abzerto
de la recta en X, derivable en ho y con g (ko) = %o, la aplicacion

= G(\) = f[g(\)] es derivable en N y se tiene:

(5) G'(h) = D[g’'(M)]-

D(Ax) es la diferencial; en el sentido de Hadamard-Fréchet, de
f(z) en el punto x,. Salvo mencién en contra, cada vez que diga-
mos que una aplicacién es diferenciable, lo serd en el sentido que
acabamos de definir.

Vamos a ver ahora que si X es el cuerpo de los reales, la dife-
renciabilidad en z, y la derivabilidad en z, son conceptos equi-
valentes, es decir:

TrorEMA 1. S¢ X es el cuerpo de los reales, la diferenciabilidad
en X0 y la derivabilidad en Xo son conceptos equivalentes, y se tiene:

D(Az) = Ax . f'(x0).

Supongamos f(x) derivable en z,; tomemos una aplicacién
z = g(\) de R en X que cumple las condiciones de la definicién
y consideremos la aplicacién y = G(A) = f[g(X)]. Se tiene:

Gl + AN = G(a) _ flglo + AN) —F g(ho)
A A '

Por la derivahilidad de f se tiene:
flgtho + AN] —flg(o)] = [9(0 + AX) —g(ho) - f'(20) +
+ wlzo, g + AX) — g(M)].
G(ho + AX) — G(ho) _ g 4+ AN) — g(ho)
AX A\
+ g0 + AX) — g(ho) . wlzo, g(ho + AN) — g(M)]
A g(ho + AX) — g(ho)

f (o) +
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Cuando AA— 0, por la derivabilidad de g el primer sumando
tiende a7¢'(ho) . f'(w0); g(ho + AX) — g(ho) tiende a cero por la
continuidad de g, y por la propiedad de , €l factor vectorial del
segundo sumando tiende a cero y el escalar tiende a g’ (ho), luego
G()\) es derivable en X y se tiene:

G (M) = g'(h) . f' ().

La reciproca se prueba aplicando la definicién a la trasformacién
idéntica g(z) = z. :

La diferenciabilidad en z, depende solamente de los valores
de f(x) en un entorno arbitrario del punto %o, luego se puede siem-
pre considerar que f est4 definida en todo punto de X , partiendo
de los valores dados en un entorno V de y asignado valores
arbitrarios en el complementario de V.

La definicién tiene que cumplir el requisito de la diferenciabili-
dad de las aplicaciones lineales v en efecto se tiene el siguiente
teorema:

TeOREMA 2. Sea f(x) =1(x) + a, siendo 1(x) lineal y continua
y a constante. Entonces {(x) es diferenciable en cualquier punto y su
diferencial coincide con 1(x).

En particular si £(x) es constante su diferencial es nula y la dife-
rencial de la aplicacidn idéntica es la misma aplicacién. _

Sea x un punto cualquiera, g(A) una aplicacién que cumpla
las condiciones de la definicién y G(A) = flg(\)]. Se tiene:

G 4 AXN) — G(h) _ g + AN)] —1[g(M)]

AL AL
_ 900+ &%) — (00 |
A |

Si tomamos limites para AX — 0, y tenemos en cuenta la deri-
vabilidad de g y la continuidad de f, vemos que G(A) es derivable
en Xo y que se tiene: G'(0) = I [¢’(ho)], lo que prueba el teorema.

3. Propiedades de wnicidad y linealidad.

TroREMA 3. La diferencial es dnica, es decir si f(x) tiene una
diferencial D en x, cualquiera otra aplicacién lineal y continua F
que cumpla las condiciones de la definicién 1 coincide con D.
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Sea z un punto arbitrario de X; consideraremos. la aplicacién
de R en X: g(A) = %o + A . x; se ve inmediatamente que g(0) = zq,
g (0) =z, y entonces para G’(')\) ‘f[g()\-)] se, tiene: -

B(z) = Elg'(0)] = 6'(0) = Dlg'(®)] = D() -

y como z es un punto cualquiera de z se ve que E y D son idén-
ticas.

TroreEMA 4. Sean f; y fu diferenciables en %o y sean Di y D: sus
diferenciales respectivas.. Entonces la combinacion linealf = a; . f1 +
+ a, . fz es: diferenciable en Xo Y Su- d1ferencmt es D=a.Di+
+ a2 . A '

En efecto: sea ¢ = g(\) 'una aplicacién que cumpla las condi-
ciones de la definicién y sea -G(X) = flg(A)]. Mediante célculos
simples se ve que: G es: derivable en A, y que G'(xo) - D[g’(\)],
lo que prueba el teorema.

TrorEMA 5. Sean X, Y, Z tres espacios; £(x, y) una aplicacion
de X XY en Z con las siguientes propiedades: a) Para todo x
fijo, f es lineal en Y. b) Para todo y- fijo, f es diferenciable en x,.
Entonces la diferencial D(AX, y) es lineal en Y.

En efecto sea m y n constantes reales, 41 e y. elementos de Y
e yo=m .Y+ n .y Sea a un punto cualquiera de z y con-
sideremos la aplicacién z = g(A) = o + Aa; se tiene ¢g(0) = 2 ¥y
i(0) = a. Consideremos las aplicaciones G(A) = flg(A), yol; G:(A) =
= flg(0), yl; G=(2) = flg(A), a]. Por 1i linealidad de f, por el
teorema anterior y por la diferenciabilidad de f se tiene:

GO =m . GO +n. GO
@0) =m.G'(0) +n.G'(0)
D(a, yo) = m . D(a, y1) + n . D(a, 4)

lo que prueba el teorema.

4. Diferencial de la aplicacién compuesta.

TrorEMA 6. Sean X, Y, Z tres espacios; y = £(x) una aplicacién
de X en Y diferenciable en %o; z = g(y) una aplicacién de Y en Z
diferenciable en yo = f(%0), y sean Dy y D las diferenciales res-
pectivas. '
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Entonces la aplicacién compuesta z = h(x) = g[f(x)] ‘es diferen-
ciable en X, y su diferencial D es la aplicacién compuesta de D,
Yy Dz.

En efecto sea ¢(X) una aplicacién de los reales en X diferenciable
en Ao y con ¢(ho) = zo. Sea ®(X) = flg(N)], se tlene, por ser f dife-
renciable:

P’(\) = Dif¢’ ()]

©()) es derivable en A, y se tiene ® (%) = yo. Poniendo ¢(A) =
= g[®(\)] y teniendo en cuenta la diferenciabilidad de ¢ obte-

nemos:
$'(ho) = De[®'(M)] = D:[Di[6’(Mo)]]

y como h[e(M)] = g[fle(M)]] = ¥(A) se ve que h[p(})] es deriva-
ble en X y que su derivada es Dy[Di[¢'(M)1], 1o que prueba el
teorema. ‘ A

Tomemos ahora f(z) diferenciable en z; y consideremos la apli-
cacién f(z + o). Por los teoremas 6 y 2 esta aplicacién es dife-
renciable en z = 0 y su diferencial en ese punto es la de f en .
Si ademés reemplazamos f(z) por f(x) — f(z,), tampoco se altera
la diferencial. Esta observacién nos permitird en muchos casos
poder suponer, sin pérdida de la generalidad, que el punto de
diferenciabilidad es el origen y que en él es f(0) = 0.

También nos va a permitir el teorema 6 generalizar la cldsica
propiedad de las diferenciales de ser invariantes en los cambios de
varzable.

Para ello es conveniente fijar un poco mejor la notacién de la
diferencial. La que hemos usado D(Az) es adecuada si la funcién f
y el punto z est4in permanentemente fijos. Una notacién més
completa serfa ¥, ,(Az) y por analogia con el anilisis cldsico
podemos usar también la notacién dy. Tenemos asi la triple no-
tacidn,

(6) dy = D(Az) = 3;, , (Ax).

Consideremos la aplicacién idéntica f(x) = 2 que coincide con
su diferencial; entonces para esa aplicacién se tiene dx = Azx;
(6) toma la forma:

) dy = D(dz) = ¥,(dx)

Si suponemos ahora que z viene definido por intermedio de una
aplicacién z = g(¢) “diferenciable en t'y con g(f)) = z, se tiene



dx = 3, ,(At) y entonces para -y = h(t) = [g(t)] obtenemos por
el teorema 6: :

(8) . dy = 8h t,(At) 5f,at:o[ag,to(At)] = Bl.xn(dx)

Luego la férmula (7) es vélida cuando z-es una variable inde-
pendiente y también cuando depende de otra variable, como
queriamos probar. .

Observemos que la deflmclon 1 es un caso particular del teo-
rema 6. Por lo tanto si se considera una teoria de la diferencial
en la que se cumplan los teoremas 1 y 6 y en la que la dlferenmal
sea una aplicacién lineal y continua:entre los dos espacios “de las
variables, cualquier aplicacién dzferencwble en esta teoria lo serd
también en la definicion 1.

Esta posible mayor generahdad de la d1ferenclab1hdad en el
sentido de Hadamard-Fréchet es efectiva ya que, como indicamos
en la introduccién, en Fréchet [3] hay el e]emplo de una aplica-
¢ién entre espacios normados diferenciable en el sentido de Hada-
mard-Fréchet y no diferenciable en el de Stolz-Fréchet.

5. Cambios .de topologia..

TrorEMA 7. Sea.y = {(x) una aplicacién de X en Y diferencia-
ble en xo. La propiedad de ser diferenciable y la diferencial subsis-
ten si se reemplaza la topologta de X por una mds fina o la de Y
por una menos fina. o '

En efecto: sea 7. una topologia  més fina que la topologia T
‘de X. Tomemos una aplicacién z = g(\) con 2o = g(A) y derivable
en Ao con la topologia 1. Como todo entorno en t lo es en 1, g(A)
es derivable en X, con la topologla T. Luego Q) = flgV)] es
derivable en A y G'(h) = D[g’(Mo)], lo. que prueba la primera
parte del teorema. ' ' _

Supongamos ahora que introducimos en Y una topologia menos
fina. La derivabilidad de G(X) en X con la topologia de ¥ iinplica
la derivabilidad con una menos fina y. esto demuestra la segunda
parte del teorema. ‘

Podemos también considerar la diferenciabilidad respecto a un

subespacio X, de X. Es de demostraclon casi inmediata el si-
guiente teorema: )

TrorEMA 8. Sea f(x) diferenciable en x = 0 y sea Xo un subespa-
.cio de X. Entonces la restriccién de-fa X, es diferenciable en x = 0
su diferencial es la restriccién a X, de la diferencial de f.
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6. Diferencial de un producto.

Con. una definicién adecuada del producto como una aplica-
cién bilineal y continua se puede generalizar el resultado cldsico
de la derivada del producto.

TroreMA 9. Sean X, Yi, Y., Z cuatro. espacios. Supondremos
definida una aplicacion producto (es decir bilineal y continua)
z=y1.ysde Y1 X Ysen Z. Sean y1 = f1(x), y» = f2(x) dos apli-
caciones de X en Yi e Y, respectivamente, diferenciables en Xo;
sean Dy y D, las diferenciales respectivas. : .

Entonces la aplicacién z = h(x) = fi(x) . fo(x) es- diferenciable
en Xo Yy su diferencial D satisface a la relacién: '

En efecto: por la binscalidad y continuidad del producto se ve
que la aplicacién D(Az) definida por la relamon (9) es lineal y
continua.

Tomemos ahora una aphcamon x = g(\) que cumpla las ‘condi-
ciones de la definicién y consuieremos las aplicaciones:

1 =G0 = filgW]; v = G (0) = fz[ﬂ()\) z =G0 = h[gM].
Se tiene: » ’ :
G\ = filgW] - felgW)]; G (M) = Difg’ (M)];

G2,()\0) = Dz[g'O\J)], G()\o + A)\) — G()\O)

AN
G + AN) . Ge(ho + AN _ G1(h) . G2(ho)- = Gi(h + A)\) )
AN )
§ ; ‘ '
. . Ga(Mo + AN) — Ga(ho) n Gi(h + AN) — G1 (W) . Gz()\o)-‘
AX . : AN ’

Tomando limites para Ax — 0, teniendo en cuenta la derivabi—‘
lidad y continuidad de G, y G, y la contlnuldad del producto‘
se tiene:

G’O\O) = G1()\o) . Gz'()\o) + G1v’()\0) . Gz()\o).
G'(h) = filxo) . Ds[g’(M)] + Dilg’(Mo)] . fa(me) = D[g'(M)].

lo que prueba el teorema. Se ve de inmediato que el teorema se
extiende al caso de varios factores.



- 7. Condicién de extremo relativo.

La regla cldsica de la anulacién de la diferencial en los puntos
de méximo o minimo se extiende al caso de aplicaciones numé-
ricas definidas en espacios vectoriales.

TrorEMA 10. Sea X = f(x) una aplicacién del espacio X en los
nimeros reales. Si f(x) es diferenciable en un punto y tiene en 6l
un extremo relativo, la diferencial es la aplicacion nula.

Sin pérdida de la generalidad podemos suponer que el punto
es el cero. Existe entonces un entorno V de O en el que se cumple
f(@) >7(0) si es un minimo o f(z) < f(0) si es un maximo. V con-
tiene otro entorno W equilibrado y absorbente. Sea ‘@ un punto
‘cualquiera de W y consideremos la aplicacién z.= g(t) = ¢ . a
de la recta en X. Se tiene g(0) = 0; ¢’(0) = a; para |t | =<1, g(?)
pertenece a W y por lo tanto a V. Luego la aplicacién real de
variable real G(t) = flg(t)] tiene en t = 0 un miximo o un mi-
nimo, es ademés derivable luego su derlvada es cero, y se tiene:
0 = G’(0) = D[g’(0)] = D(a).

Por lo tanto D es nula en W, pero W es absorbente y D es hnoal
luego D es la aplicacién nula, como querfamos demostrar.

8. Diferenciabilidad de las aplicaciones de varias variables.

Para simplificar nos limitaremos al caso de dos variables, pero
los resultados se extienden en forma a,utoma,twa al caso de n va-
riables.

TrorEMA 11. Sean X eY dos espacios; T = X X Y suespacio pro-
ducto. Sea z = f(t) = f(x, y) una aplicacién de T en otro espacio Z
diferenciable en el punto to = (%o, ¥o). Entodces las aplicaciones:

(10) ’ fie) = f(x, 90);  foly) = f(@o, )

de X e Y respectivamente, en Z son diferenciables en Xo y en Yo, Yy St
D(At) = D(Ax, Ay).es.la diferenciable de f, las diferenciales de
f, y f2. que se denominan las diferenciales parciales de f en (%o, Yo)
son respectivamente:

(1) Di(Az) = D(Ax,0);  Du(Ay) = D2(0, Ay).

En efecto: sea x = ¢()\) una aplicacién de los reales en X, deri-
vable en X, con g(ho) = xo. Consideremos la ‘aplicacién h(r) =
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= (g(N\), yo) de los reales en T. Se tiene evidentemente A(h) =
= (Zo, Yo) ¥

WO + AN) —h) _ ( 900 + AN — g(h) 0)
A AX ’

luego A’ (N) = (g'(ho), 0).
Consideremos la aplicacién:

(12) HQ) = fIhN)] = flg0), yo) = filgW)] = F1(0)
Por lg diferenciabilidad de f se tiene:

Fi'(h) = H'(M) = D[I' (M)] = D(g’' (M), 0) = Dilg’(M)].

Queda asi probado el teorema.

Como T puede considerarse como la suma directa topolégica de
X e Y, las relaciones (11) nos dicen que: la diferencial de una
aplicacion de varias variables es la suma de todas sus dvfcrencwles
parciales.

Consideremos ahora tres espacios T, X, Y y sea Z el espacio
producto X X Y; tomemos una aplicacién z = f(t) de T en Z
y sean z = fi(t), y = f2(t) las componentes de f, es decir que

se tiene (1) = (fu(t), fo(0)).

TrEorREMA 12. Para que f sea diferenciable en t, es mecesario y
suficiente que lo sean {1 y f2 y entonces si las diferenciales de f; fi,
f2 son, respectivamente, z = D(At;, x = Di(At), y = Di(At) se
liene:

(13) D(AY) = (D:(AD), Da(A)).

En efecto: sea .t = g(A) una aplicacién que cumpla las condi
ciones de la definicién y consideremos las aplicaciones:

z2=G0) =flgM]; =z =GGH =AlgW]: ¥y = GO = fz[g(l)]

y se tiene: G(A) = (Gi(}),  G=2(N)), luego la derivabilidad de G(A)
implica las de G1(A) v G:(N) -y reciprocamente.

Supongamos f diferenciable en &, y sea D(At) = (D,(At); D2(At))
su diferencial. Se tiene:

(14 G'(h) = (G (M), G O))
(15)  .G'(h) = DIg’(0)] = { Dalg’ ()], Dalg’ (M1 .
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luego: ,
(16)  Gi'(h) = Dilg ) G:/(0) = Dilg' )l

lo que prueba que fl y fy-son-diferenciables-en to i e

Reciprocamente si f; y f son diferenciables en &, y si z = D1(A?)
e y = D,(At) son sus diferenciales, si ponemos D(A?) = [Dy(AY),
D,y(At)], entonces para la anterior aplicacién se cumplen (14) y
(16) y entonces se cumple también (15) lo que prueba el teorema.

De estos resultados y-de lo establecido en el N° 4 se deduce
que la diferencial de una aplicacién de varias variables es la suma -
de todas sus diferenciales parciales tanto cuando son independien-
tes como cuando -dependen de otras variables.

En efecto, sea z = f(z,y) = f(t), diferenciable en & = (2o, %0);
sea dz = D(At) = D(Az,Ay) su diferencial; sean finalmente

D.(Az) = D(Ax, 0) y D,(Ay) = D(0,Ay) las diferenciales par-
ciales.

Si z e y son variables independientes se tiene Az = dx, Ay = dy,
y por lo tanto:

an d = Da(dz) + Dy(dy)

Supongamos que z e y dependen de otras variables. Utilizando
el espacio producto podemos limitarnos a considerar el caso en
que dependen de una sola.

Suponemos entonces x = g1(u), ¥ = g:(u), diferenciables en uo
con 2o = g1(uo) € Yo = go(uy) y sean dz = Ei(Au), dy = Ex(Aw) las
diferenciales. La aplicacién ¢ = g(u) = (g:(u), g2(u)) es, por el
teorema 12, diferenciable y su diferencial es df = E(Aw) = (E,
(Au), E(Au)). Por el teorema 6 se tiene:

dz = D[E(Aw)] = D(E:(Au), Ex(Aw)) = D(E(Au),0) +
+ D(0, Ex(Aw)) = D (E:(Aw)] + Dy[Engu)] = D.(dz) +
+ Dy(dy).
lo que prueba la validez de la férmula (17) también en el caso
" en que ¢ e y dependan de otras variables, como queriamos de-
mostrar. :
9. Espacios sucesionales.

Vamos ahora a ocuparnos del estudio de la continuidad de las
aplicaciones diferenciales. En general la diferenciabilidad en un



— 167

punto no implica la continuidad en dicho punto; desde luego que
todos los teoremas que hemos establecido hasta ahora son vilidos
que la funcién diferenciable sea continua o no y también lo siguen
siendo, como se comprueba facilmente, si a la definicién 1 de apli-
cacién diferenciable se le afade la condicién de ser continua en
todo punto en el que sea diferenciable.

Nuestro problema va a ser ahora el estudio de las condiciones
que deben cumplir los espacios para que toda aplicacién diferen-
ciable en un punto sea continua en dicho punto. Para ello tendre-
mos que hacer unas consideraciones previas.

Sea X un espacio topoldgico; como es sabido, las sucesiones
convergentes se definen en él por la condicién z = lim:. x,, si
cualquier entorno de z contiene todos los términos de la sucesién
a partir de un cierto valor de n.

Podemos entonces considerar en el conjunto X una estructura de
espacio _0* de Fréchet-Kuratowski (ver Kuratowski [1], pdg. 83)
y definir en X la S-adherencia de un conjunto A, que designare-
mos con la notacién Z, por la condicién: z & Z, 81 y sélo si existe
una sucesién z, de elementos de A que converge hacia x. La estruc-
tura asi definida puede no ser una estructura de espacio topo-
l6gico (en el sentido de Bourbaki), para que lo sea ‘es evidente-
mente necesario y suficiente que la S-adherencia asi definida sea
idempotente.

Entre la S-adherencia A y la adherencia A definida por Ia
topologia, se cumple la relacién:

(18) ' AcAd

puesto que si x ¢ A, existe una sucesién de elementos de A cuyo
limite es z, y entonces en todo entorno de z hay puntos de 4,
que son los de la sucesién a partir de un cierto indice.

DEFINICION 2. — Diremos que un espacio topolégico X es suce-
stonal st para cada subconjunto A de X se tiene:

(19) ¢ A=4

Serdn pues espacios topolc’)gicos sucesionales .los espacios _L*
que sean ademés espacios topoldgicos y en particular los espacios
metrizables.
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Un espacio topoldgico en el que la S-adherencia no sea idempo-
tente evidentemente no es sucesional, pero la reciproca es falsa,
puede la S-adherencia ser idempotente y ser distinta de la adhe-
rencia. Para probarlo hasta considerar el espacio K definido peor.
F. Riesz formado por los puntos de la recta y en el que se define
como sistema fundamental de entornos de un punto @, los inter- -
valos abiertos de-centro a, de los que se ha extraido un conjunto
numerable de puntos distintos de a. Las tnicas sucesiones con-
vergentes son las que tienen todos sus términos iguales a partir
de un cierto indice; la topologia definida por la S-adherencia es
la discreta, distinta de la de K, v como para todo A se tiene

A= Z, la S-adherencia es idempotente.

10. Ejemplo de espacio vectorial topoldgico separado -y no sucesional.

Bastard con dar un ejemplo en que la S-adherencia no sea
id2ampotente. Para ello consideremos el éspacio ) de Schwartz
con la topologia definida en la forma indicada en Schwartz [1],
Cap III §§ 1. En este espacio las sucesiones convergentes ¢, hacia
cero estdn caracterizadas por las condiciones: )

a) Los soportes de ¢, estdn todos contenidos en un compacto
fijo. o

b) Cualquiera que sea el entero positivo o nulo p, ¢,@(x) con-
verge uniformemente hacia cero en toda la recta.

Considero ahora las funciones ¢.,.(z) definidas para todos los
valores enteros positivos de m y n por las condiciones:

[ tmyn(x) = 0 para |z | = n; amn (£ 1/2) = 1/m;
Omyn (£ 1/4) = 1/m + 1/n
(20) { 1lineal en los intervalos
| (—n, —1/2), (—1/2, —1/4), (—1/4, 1/4) (1/4, 1/2) y
L (1/2, n).

Estas funciones son continuas; @, » tiene un soporte igual al
intervalo (— n, n); fijado un valor de n, ay,.(z) converge para

m —> », uniformemente en la recta hacia la funcidn «,(x) defini-
da por las condiciones:

! an(x) = 0 para [z | = 1/2; an(£ 1/4) = 1/n

(21) i lineal en los intervalos
L (—1/2,—1/4), (-—1/4,1/4) vy (1/4, 1/2).
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+ Las an(z) son continuas, tienen sus soportes iguales al intervalo
(—1/2, 1/2) y para n — « convergen en la recta uniformemente
hacia cero.

Tomemos ahora la funcién ¢,(z) nula para |z | =1 eigual en
(—1,1) a e@—= y convolucionemos esta funcién con las
®m, n, S€an entonces

om n(2) = @(@) * am, n(2) 5 gu(2) = 90(2) * an(z).

Todas estas funciones son indefinidamente derivables. Las
?m; 2 tienen como soporte el intervalo (—n-—1, n + 1) puesto
que la g0 es mayor que 1 en el intervalo (— 1, 1); el soporte de las
o» es el intervalo (—3/2, 3/2). Recordando la regla de deriva-
cién del producto de convolucién y la posibilidad de pasar al
limite cuando todas las funciones tienen su soporte contenido en
un compacto fijo, se ve facilmente que en el espacio ) la suce-
Si6n ¢, » converge hacia la ¢, y las ¢ convergen hacia cero. Por

lo tanto si llamamos F al conjunto de 1as gm, n se tiene 0 ¢ F y

vamos a demostrar ahora que 0 no pertenece a ﬁ, con lo que que-
dard demostrado que la S-adherencia no es idempotente.

En efecto como el cero no pertenece a F bastars probar que
cualquier sucesién Ai(x) = g, 2 n;(x) de elementos ‘distintos de F
no converge en ¢ hacia cero. Distinguiremos dos casos distin-
tos seglin que haya o no infinitos indices n; distintos.

En el primer caso hay indices tan grandes como se quiera, luego
la sucesién tiene funciones de soporte también tan grande como
se quiera, y por lo tanto no es convergente.

En el segundo caso hay un indice v que se repite indefinida-
mente y la sucesién A; contiene una subsucesién A, de la forma
M(®) = @u,,, (x) en donde v es fijo y los m, son ndmeros natu-
rales crecientes, luego A, converge en @ hacia ¢y # 0 y la suce-
sién A; que la contiene no puede converger hacia cero.

Queda asi establecido que el espaczo 9D de Schwartz no es un
esPacio suceszonal

11. Ejemplo. de espacio vectorial topologzco separado sucesional y no
melrizable.

Sea X el espacio vectorial formado por las funciones reales de
variable real (0 mis generalmente por las funciones reales defini-
das en un conjunto infinito no numerable) que son nulas en el
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complementarlo de un conjunto numerable (que puede ser: vacio
o finito). » R S e o
Deflnlmos en X la, topologia por 1ntermed10 de las sucesiones
convergentes y diremos que f. converge hacid cero si. para todo x
la: sucesién numérica f+(x) converge hacia cgro. :
Para probar que este espacio es un espacio: topol(')glco basta,
probar que la adherencm definida a partir de las sucesiones es
indempotente. Una vez probado esto, es inmediato que es sepa-
rado y sucesional. Lo :
Probaremos la 1dempotencm de la adherenma demostrando que

I ¢ B 1mphca, feE. En efecto si feE’ se tiene f = lim f, en don-
‘de fn € E, y por 1o tanto: f,. = lim f,,,,,. en donde fm,u cE.-

Sean C, C. y C., » los conjuntos de puntos en que respectlva-
mente las funciones f, fo ¥ fa) » son distintas de cero y sea B la
reunién de todos esos conjuntos; B es numerable y sea’ by, bz, ..
b;, ... sus puntos. Si ponemos:

a; (= f(b’b) H Aiyn =‘fn(bi)‘ 3 ai; ;rt.m = fn,m(b'i)

podemos identificar cada funcién con un punto del sspacio K,
de Fréchet (espacio de las sucesiones numéricas con convergencia
puntual), poniendo:

A=(a, ... @ ...); Ay = isny ovr Gign --.);
An,m = (al;n,m; e Qi;n,m; e ) ‘
- Como,
lim i nym = Giin lim ai;n = a;
m - o n -3 o

en el E, se tiene:

im Apwm= A4, ; lim- A, = A.
m > n >
Como E es metrizable (Fréchet [1], p4g. 82), existe una suce-
sién Ay, m; que converge hacia A, luego para cada %:
hm fn;,-, m; (bz) = lim a,,;;nj' mj = a; = f(bl) '
jow joc
Por lo tanto-para z eB, im fu,m () = f(x) y como para
& e CB; fn;,m;(\) =0=f(z), se tiene que en el espacio X, f = lim.
fai,m; ¥ por lo tanto f e E, como queriamos probar.
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Es adem4s casi inmediato que la topologia es compatible con
la- estructura vectorial, luego X es un espacio vectorial topolégico,
separado y sucesional. . .

Vamos a demostrar ahora que X no es metrizable. Para ello
empezaremos por considerar el conjunto E de X formado por las
funciones f,, »(z) definidas para todo a del conjunto de definicién
de las funciones y para todo entero positivo n por la condicién:

(22) fa,n(a) = 1/n; para z #a; fa,a(x) =0

Es claro que E no es numerable y vamos a probar que tiene
la propiedad siguiente: todo entorno de cero contiene el conjunto E
con la posible excepcion de un conjunto finito de puntos. En efecto;

Sea V un entorno de cero y F = E n CV. Para demostrar la
propiedad vamos a probar que el suponer F infinito conduce a
una contradiccién. Si F es infinito es entonces posible extraer
de F una sucesién de elementos f;;, »; distintos entre si. Conside-
remos dos casgos:

Fn el primer caso hay infinitos indices n; distintos; podemos
entonces extraer de la sucesién n; una subsucesién n; estrictamente
creciente y la subsucesion f,,, », cumpliré las condiciones siguientes:

fa,',n,-EE n CV; lim Ng = o (23)
Por lo tanto para todo z se tiene:

| fas,ns(®) | < 1/ —0
i
lo que quiere decir que en el espacio X la sucesién f,,,; tiende
a cero y por consiguiente desde un valor de 7 sus elementos per-
tenecen a V lo que estd en contradiceién con (23).

El segundo caso serd cuando no haya infinitos indices n; dis-
tintos y entonces hay uno de ellos que se repite indefinidamente;
llamemos p al valor de este indice y tenemos que la sucesién f,,, »;
contiene una subsucesién fq,, con las condiciones:

Janoe EOCV; 1 #k=xa # a (24)

Entonces dado un z fijo cualquiera se tiene f,, ,(x) = 0, salvo
eventualmente para un solo indice ¢ en el caso en que @; sea igual
a x; por lo tanto para todo z, f,,, converge hacia cero y basta
repetir el razonamiento anterior.

3
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Nos falta sélo probar que X no es metrizable; si lo fuese exis-
tirfa, un sistema fundamental numerable de entornos V, del ori-
gen; como ademds X es separado se tiene:

0=nV, (25)
1 ) )

Pero acabamos de probar que E N CV, es finito, luego es nume-
rable el conjunto U (EncCV,) =E n'(u CV,) vy lo seguird siendo

si le afiadimos el con]unto (25) que tlene solo un punto luego
tendremos que es numerable:

EN[UCV,]U I[NV =
1 ‘ 1

lo que implica contradiccién; puesto que E no es numerable.

Queda ast probado que X mo es metrizable.

Puede generalizarse este ejemplo si se reemplaza el conjunto
de las funciones reales por el conjunto producto P de una infini-
dad no numerable de espacios vectoriales metrizables y se toma
como espacio X el subconjunto de los puntos de P que tienen
nulas todas sus componentes salvo un conjunto numerable.

La demostracién sigue las mismas lineas que la anterior usando
la propiedad de que el producto de una infinidad numerable de
espacios metrizables es metrizable.

12. Condicién de continuidad de una aplicacién diferenciable.

TrorEMA 13. Sea X un espacio sucesional. Entonces cualquier
aplicacién de X en otro espacio Y diferenciable en un punto es con-
tinua en dicho punto.

Si el espacio no es sucesional, entonces cualquiera que sea el espa-
cio Y, con mds de un punto, existen siempre aplicaciones de X en 'Y
dferenciables en un punto y discontinuas en él.’ '

Para demostrar este teorema tendremos que probar previamente
el siguiente:

TrorEMA 14. Sea X un espacio sucesional y sed X, una sucesion
de puntos de X, distintos de cero, y convergente hacia cero.

Existe entonces una subsucesion Xn, de X, Yy una sucesion Xn de
nimeros reales positivos no nulos con lim A, = =, tal que la su-
Ceston Vm = Am . Xn, COnverge hacia cero.
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En efecto supongamos que existiese una sucesién z, de puntos
de X, distintos de cero y convergente hacia cero y tal que cua-
lesquiera que sean la subsucesién z,, y la sucesién A, de nime-
ros. reales. positivos no nulos, con lim %, = «, la sucesién
Ym = Am . &n, NO converge hacia cero. '

Vamos a ver que esta hipétesis conduce a una contradiccién,
con lo que quedari probado el teorema 14.

De la hipétesis se deduce que ¥y, no converge hacia ningin
punto, pues si A, . Zn, converge hacia z, entonces tomando
Um = A2, lim p,, = » y entonces: ‘

m pm . Znp = im g™ . (A« Zny) = 0.

contra la hipétesis.

Tomemos ahora el conjunto E de puntos de X formado por la
doble sucesién: '

Ynyom = Tn + k (N, M) . Tppm (26)

en donde m y n toman todos los valores 1, 2, ... y k (%, m) esigual
ansixy+n.Tom # 0y an-+ 1en el caso contrario. De esta
forma se obtiene que 0 no pertenezca a E.

Demos a n un valor arbitrario fijo p; como k (p, m) s6lo puede
tomar los valores p y p + 1, se deduce, lamando 2, & Yp, m:

lim 2, = lim y,,m = 2, _ (27)
Luego: ‘
tneE (n=1,2 ... (28)

y como z, converge hacia cero se tiene, siendo el espacio topo-
l6gico:

0¢E = &. ‘ (29)
Consieremos ahora una sucesién cualquiera:
Yi = Tny + k (ni; mz) o Tngrmg . (30)

extraida de la (26) y compuesta de elementos distintos. Si demos-
tramos que cualquier sucesién asi definida no converge hacia
cero, como cero no pertenece a E y como el espacio es sucesional
tendremos que 0 no pertenece a E, en contradiccién con (29).

La demostracién del teorema 14 queda entonces reducida a
probar que la sucesién (30) no converge hacia cero. Siendo y; # y;



— 174 —

no podrin nunca cumplirse simultdneamente las condiciones
n; = nj, m; = m;. Consideremos dos casos.

El primer caso es cuando el conjunto de valores del indice n;
no es acotado; entonces existe una subsucesién z, de y; de la forma:

2 = n, + k (r, M) . Ty, N G 15)

en la que los nimeros naturales n, forman una sucesién creciente

lo que implica lim % (n,, m,) = » y lim z, = 0; por la primera
> @ 7>
condicién el segundo sumando de (31) no tiene limite y como

el primero lo tiene, se deduce que 2, no es convergente y enton-
ces la sucesién y; que la contiene, tampoco lo es.

En el segundo ‘caso el conjunto de valores del indice n; es aco-
tado; entonces hay uno que se repite indefinidamente y (30)
contiene una sucesién de la forma:

2y = Tp + k (py mlc) « Lptmy, (32)

en fonde p es fijo y los m; forman una sucesién creciente.

Como k (p, mz) sélo puede tomar los valores p o p + 1, el se-
gundo sumando de (32) converge hacia cero luego 2z converge
hacia z, que es distinto de cero y entonces la sucesién y;, que
contiene a la z; no puede "converger hacia cero.

Probado asi el teorema 14 pasamos a la demostraciéon del teo-
rema 13.

Demostraremos la primera parte probando que si X es suce-
sional e Y cualquiera, una aplicacién y = f(x) discontinua en z
no puede ser diferenciable en ese punto. Sin pérdida de generali-
dad podemos suponer z, = 0 y f(0) = 0.

Siendo f(x) discontinua en el origen existe un E c X tal que
0¢E y O & f(E); como el espacio es sucesional existe entonces
una sucesién a, de elementos de E que converge hacia cero mien-
tras que ni la sucesién f(a,) ni ninguna de sus sucesiones parcia-
les converge hacia cero en Y. ,

Por el teorema 14 existe una subsucesién a,; y una sucesién
.de nimeros reales \; distintos de cero y positivos, con lim A; = =
tal que la sucesién ¢; = A; . a,, converge hacia cero.

Definimos ahora la siguiente aplicacién de la recta en X:

g(A) = am; para r = 1/k; (33)

g(\) = 0 en los puntos restantes.
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Por lo tanto se tiene g(0) = 0y entonces el cociente g(A) — g(0)/A
es igual en los puntos AN=1/Aa N .Gp =¢ y es cero en los
puntos : restantes, 1uego, eomo hm ¢; = 0 se ve que g(A) es deri-
vable en 0 y que ¢'(0) =-0. ' o )

Si f(x) fuese diferenciable, entonces G(A) = flg())] tendria que
ser derlvable, y se tendria:

& = DIy @ =p@=0. @Y

: Vamos;a}v_er que (34) no se cumple lo que implicard que f(z)
no es diferenciable y quedari entonces probada la primera parte
del teorema. Si se, cumpliese (34), tendriamos, tomando p; = 1/%:
G (w:) — G (0)

s

lim. ps=0 = lim. =0

y por lo tanto, como 1/')\ tlende a cero se tiene:

o ol L G =GO

~ ” = lim. f[g (1/A)] = Tim. f (am))-

lo que eslcontradictorib, puesto que al principio de la demostracién
fue establecido que f(am;) no converge hacia cero.

Probada asi la primera parte del teorema 13 pasemos a probar
la segunda. Como X no es sucesional existe un subconjunto A

de X tal que A=A y de esta relacién y de la (18) se deduce
que existe un punto @ e Z y tal que ninguna sucesién de puntos
de A converge hacia a; en particular a & A. '

Defino ahora la siguiente aplicacién de X en Y:

(0 para x ¢ A

fx) = (35)

9o # 0 para ¢ ¢ A

Se tiene f(a) = 0. En todo entorno E de a en X hay puntos
en los que f (x) = yo # f (a). Como Y es separado, f es discontenua
en a.

Vamos a. probar ahora que f(z) es dzferencwble en a con dife-
rencial nula. Sea z.= g(A) una aplicacién de los reales en X deri-
vable en Ay y- con g(ho) = a. -

Existe siempre un n tal que |X —Xo| =7 implica g(A) ¢ E.
En.efecto: en el caso contrario existiria una sucesién X, convergente
hacia o y tal que g(A,) = x, ¢ A. Por la continuidad de g(1), lim.
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= lim. g(A\s) =¢(h).= a, contra lo establecido de que no existe
ninguna sucesién de puntos de 4. convergente hacia a.

Por lo tanto para |A—X|=n, GQ) = flg(N)] = 0, luego
G'(M) = 0, lo que prueba que f es diferenciable con diferencial
nula y queda asi enteramente probado el teorema 13.

13. Caso de los espacws vectoriales P*,

S. F. L. de Foglio [1] ha estudlado la dlferenmal en el sentldo
de Hadamard-Fréchet para los espacios vectoriales P * es decir
espacios vectoriales con una estructura definida por sucesiones
convergentes (no necesariamente topolégica en el sentido de
Bourbaki) compatible con su  estructura vectorial y probé que
en este caso una aplicacién diferenciable podria ser discontinua.

Apoyéndonos en los resultados anteriores-vamos a dar ahora
una condicién necesaria .y suficiente para. la continuidad de las
aplicaciones diferenciables; dicha condicién ser la propiedad ex-
presada en el teorema 14; precisando, vamos a demostrar el si-
guiente teorema:

TreorEMA 15. Sea X un espacio P * vectorial con la propiedad
siguiente: St X, es una sucesion de puntos de X distintos de cero
Y que converge hacia cero, existe entonces una subsucesion x,, de
Xn Y UNQ sucesion A, de niumeros reales positivos no nulos, con lim.
An = «, tales que la sucesion ym = Ap . T,, comverge hacia cero.

Entonces cualquiera que sea el espacio P * vectorial Y, cual-
quier aplicacidn y = f(x) diferenciable en un punto es continua en
dicho punto. ‘ ,

St el espacio X no tiene la propiedad anterior, entonces cualquiera
que sea el espacio Y con mds de un punto es posible definir aplz—
cactones de X en Y diferenciales.y discontinuas.

La demostracién de-la primera parte del teorema es aniloga
a la de la primera parte del teorema 13; 'si f(z) es discontinua en
el origen existe ‘entonces una sucesién a, de elementos de X con-
vergente hacia cero y tal que ni la sucesién f(a,) ni ninguna de
sus subcesiones: converge hacia f(0). Establecido esto, la demos-
tracién sigue punto por punto la del teorema 13.

Pasemos a la demostracién de la segunda parte. Supongamos
que en X existe una sucesién z, de puntos distintos de cero: con
lim: z, =0 y tal que cualesquiera que sean la subsucesién Ly
de z, y la sucesién 2, de nimeros reales positivos no nulos con
lim. A, = «, la sucesién y, = Ay . Zn,, NO converge hacia cero.
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Entonces la sucesién ¥, no converge hacia ningin punto; la
demostracién es la misma que la hecha al probar el teorema 13.
Definimos ahora la aplicacién y = f(z) de X en Y de la manera
siguiente: v
f(xa) = a # 0;

f(z) = 0 en todos los restantes puntos.

Entonces f(0) = 0, lim. T, = 0, lim. f(z,) = a, luego, f es dis-
continua en el origen.

Vamos a probar que es diferenciable en el origen con diferencial
nula. En efecto: '

Sea £ = ¢g(A\) una aplicacién de los reales en X que cumpla las
condiciones de la definicién 1. Entonces existe un 7 tal que para
|A—2o| =7, g(\) no toma ningtn valor de la sucesién z,. En
efecto: en el caso contrario existiria una sucesién A, —> Ao v tal
que g(An) = z,, y tendriamos: ’

gm) —g(h0) _ 1
A — o Am— o

. xnmv

y como. 1/A, — A tiende & » no existe el limite del primer miem-
bro en contradiccién con la derivabilidad de g.

Por lo tanto, para | A — A| =.m se tiene G(A) = g()\)] = 0,
luego G(A) es derivable en Ay con G’(A) = 0, lo que prueba que
f(x) es diferenciable en 0 con diferencial nula y queda asi entera-
mente probado el teorema 15.

De acuerdo con el teorema 14 todos los espacios _f * vectoria-
les que sean ademds . topolégicos en el sentido de Bourbaki
tienen la propiedad del teorema 15. Si no lo son pueden o no
tenerla como lo probarin los siguientes ejemplos:

No cumple esa propiedad el espacio @ de Fréchet ([1], pig. 162).
Los puntos de ese espacio son las funciones reales de variable
real y las sucesiones convergentes se definen por la convergencm
en cada punto. :

Como el conjunto de las sucesiones de nimeros reales tiene la
potencia del continuo es posible establecer una correspondencia
biunivoca entre los reales y el conjunto de las sucesiones de forma
que a cada z le corresponda una sucesién- S(z) = {w(z),
un(2), ... }.

Definimos ahora la siguiente sucesién de funciones f;(z) elemen-
tos del espacio @ de la forma siguiente: tomo un z cualquiera,
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si la sucesién @orrespondlente no tiene limite infinito hago f; (:1:) =0
para todo ; si tiene limite infinito, desde un 4 es distinta- de cero;
entonces pongo fi(z) = 0 para i< 4, y'para i = 7 pongo fi(x) =

= w(x)~1. Es claro que entonces se tiene, para todox, lim.f,:(x) =0
luego en el espacio @ la sucesién f;.tiende a cero.

Tomo ahora una subsucesién cualquiera f;; de f; y una suces1(5n
cualquiera de nimeros reales’ p0s1t1vos no nulos A; con lim. A
Defino ahora la’ siguiente sucesion up: si n es igual a uno de los
indices. nj PONZO Up; = %; si n no es igual ‘a un ‘indice m; pone-
mos u,'= n. Es claro 'que se tiene lim. u, = «. Sea Zp el punto
correspondiente a la sucesién un, tenemos f;,(xo) = N7, luego N

. fi; (@) = 1, y por lo tanto A j‘1 no converge en el espacio Q
hacia cero, luego @ no tiéne la propiedad del teorema 15,y es
ent0n0es poslble deflmr en Q aphcaclones dlferencmbles y no con-
tinuas. ~

Un ejemplo de espacio vectorial _2 * no topo’légico en el sen-
tido de Bourbaki con la propiedad del teorema 15, es el espacio
P * de Schwartz ‘cuando se define su estructura por las sucesio-
nes convergentes en la forma indicada en Schwartz [2], p4g. 3.
Vimos en el parrafo 10 que esta ‘adherencia definida.por sucesio-
nes no era idempotente luego la estructura no es topoldgica.

Sea ahora ¢, una sucesién convergente hacia cero en el espacio. Por
la convergencia uniforme de ‘¢,®(x) hacia cero se puede facilmente
construir una subsucesién de funciones gn,(z) con ne< M < ... ¥y
tal que para todo z, y para p < 0,1, ... m, | gn,®(x) | < (m + 1)~

Si tomamos ahora A, = m + 1, dado un valor fijo cualquiera
de p, se tiene para m >p, y cualquiera que sea Z; | Am . ¢ra®(2) |
< (m 4 1)1, luego Apm . ona® (z) converge uniformemente hacia
cero. Como la multiplicacién por un escalar deja invariantes los
soportes se deduce que A, . ¢n, converge hacia cero en el espacio,
luego éste tiene la propiedad del teorema 15.

Obtenemos asi el siguiente resultado: si la estructura de 22 se
define por las sucesiones convergentes, toda aplicacién diferen-
ciable definida en ) es continua; en cambio si se define como
en el parrafo 10 con una estructura topolégica se pueden definir
en ¢ aplicaciones diferenciables y no continuas, puesto que. como
‘vimos en dicho pérrafo, el espacio no es entonces sucesional y se
puede aplicar el teorema 13. '
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14. Relaciones de la diferencial de Hadamard-Fréchet con las de
Silva y Hyers.

Como dijimos en la introduccién, la diferencial de Hadamard-
Fréchet tiene un mayor campo de aplicacién que las de Silva y
‘Hyers por no necesitar la hipétesis de que los espacios en que se
aplica son localmente convexos. Vamos a estudiar ahora las rela-
ciones de estas dos definiciones con la de Hadamard-Fréchet
dentro del campo de los espacios localmente convexos.

Silva [1] introduce una gama de definiciones de la diferencial;
para nuestro propédsito sélo nos interesa la forma m4ds fuerte, la
que él denomina diferenciabilidad local por ser la que coincide
con la diferencial de Stolz-Fréchet en el caso de los espacios nor-
mados. Cuando digamos que una aplicacién es diferenciable en
el sentido de Silva supondremos siempre que es totalmente dife-
renciable. »
~ Silva define la diferencial como una aplicacién lineal y aco-
tada, mientras que nosotros la hemos supuesto lineal y continua.
Es sabido que toda aplicacién lineal y continua entre dos espa-
cios localmente convexos es acotada, siendo falsa la reciproca.
Ambos conceptos son idénticos en los espacios denominados bor-
nolégicos por Bourbaki ([1], Cap. III, pig. 13).

Cuando se trate de espacios no bornolégicos una aplicacién
‘diferenciable en el sentido de Silva puede no serlo en el de Hada-
mard-Fréchet. En efecto, basta considerar una aplicacién E(x)
lineal, acotada y no continua. E(x) coincide en todos sus puntos
con su diferencial en el sentido de Silva. Supongamos que fuese
‘diferenciable en el sentido de Hadamard-Fréchet en un punto z;
tomemos g(\) = zo + Aa, siendo a un punto cualquiera de X.
Se tiene, g(0) = zo, ¥y ¢’(0) = a. Sea G(\) = E[g(\)] = E(xo) +
+ X . E(a). Si D es la diferencial de E se deberé tener

D(@) = DIy (O)] = lim. —G(”;—G(‘”

= E(a)

y como @ es un punto cualquiera de X deberin ser idénticas D
y E, lo que es imposible por ser una continua y la otra no.
Cuando se trate de espacios bornolégicos, como la diferencial
de Silva coincide con la derivada cuando la variable independiente
es el cuerpo de los reales y ademés satisface el teorema de las
aplicaciones compuestas, entonces, de acuerdo con lo dicho en el
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parrafo 4, toda aplicacién diferenciable en el sentido de Sllva
lo serd en el sentido de Hadamard-Fréchet.

Haremos observar que si en nuestra definicién de la diferencial
le hubiéramos impuesto a ésta la condicién de ser lineal y aco-
tada en vez deé lineal y continua, las propiedades que hemos de-
mostrado en la diferencial seguirian siendo vélidas y se obtendrla.
entonces que toda aplicacién diferenciable en el sentido de Silva
(entre espacios bornolégicos o no .bornolégicos) lo seria también
en este sentido generalizado de Hadamard-Fréchet. -

Con respecto a la definici(")n.de Hyers, en la que la diferencial
es lineal y contmua, por las mismas razones dadas para la de

- Sllva, se ve que toda aphcaclén d1feren01albe en el sentido de
Hyers lo ser4 en el de Hadamard—Fréchet

Cuando los espacios son normados, las definiciones de Silva y de
Hyers coinciden con la de Stolz-Fréchet y, como ya dijimos,
Fréchet [3] probé que existian aplicaciones diferenciableo en el
sentido de Hadamard- Frechet que no lo eran en el de Stolz-
Fréchet.

Vamos ahora a generahzar este resultado para, obtener fuera
del campo de los espacios metrizables una aplicacién diferenciable
en el sentido de Hadamar-Fréchet y no diferenciable ni con la
definicién de Silva ni con la de Hyers.

Sea D el espacio real unidimensional de Schwarz y. considere-
mos la aplicacién de Q° en R,

M(9) = Max. cp(:v) (36)

que estd bien definida puesto'que ¢ €s continua y de soporte aco-
‘tado.- Vamos a demostrar los siguientes resultados:

a) St go(z) es una funcién que alcanza su mdrimo en un Ssolo
punto x = ¢, M(g) es diferenciable en el sentido de Hadamard-
Fréchet, en el punto ¢o y su diferencial es la delta de Dirac en el
punto c. '

b) Si ¢i(x) alcanza su mdximo en mds de un punto, M no es dife-
renciable, en el sentido de Hadamard-Fréchet en el punto ¢;.

¢) M no es diferenciable en ningtn punto cuando se consideran
la definicion de Silva o la de Hyers.

Vamos a probar a). Tomemos una aplicacién de la recta en
"P° que cumpla las condiciones de la definicién 1. Serd entonces
una funcién real g(A, x) tal que: para A fijo g(}, z) pertenece
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a0 g, x) = go(z) y ademds que exista en P° el limite pa-
ra AN —0, de .
gO‘U + A)\a x) — g()\oy CE)

Ax =
Q (A%, ) - ,

(37)

Es claro que ese limite no puede ser otro que g (ho, ), lo que im-
plica que esa derivada existe y es un punto de £2°; de las pro-
piedades de 2° se deduce que la convergencia de @ (AX, z) hacia
g (Mo, ) es uniforme respecto de z, luego se tiene:

iim Max. l g()‘o =+ A)\y 12) _ (Pﬂ(x) —-A)\g)\l(.)\g, Cl)) I —
Ax —>0 . AN .

0. . (38)

en donde el méximo se toma naturalmente respecto a la varia-
ble z.

Si consideramos ahora la aplicacién real de wvariable real
G(\) = M[g(x, x)], probaremos a), si probamos que G(\) es deri-
vable en A y que G'(N) = g2/ (g, €), puesto que el segundo miem-
bro de esta igualdad es el valor de la delta de Dirac en ¢, apli-
cada a ¢'(h, ). Todo se reduce entonces a probar: '

lim. H(AX) = 0. | | (39)
AN —>0 )

siendo: ‘

H@AY) = Max. [g(ho + AX, z)] — Max. [go(2)] 0/ Our e (40)

AX
Se tiene H(AX) = H.(A)\) + Hs(A)), siendo:
Max. [g(ho + A%, )] — Max. [¢o(x) + Ahgy' (o, 2)]

Hy(AN) = A (41)
Hy(AN) = Max. [¢o(2) + Akgx'(A%;, )] —Max. [go(z)] — g O, ©)
- (42)

y demostraremos (39) demostrando que H; y H, tienen limite
cero. Para H; es casi inmediato si se tiene en cuenta (38) y que:

‘Max. | g(h + AX, ) — go(x) — Argy" (Mo, ) |

IH1(A7\)\ = IA)\l

Se tiene:

Hy (A = M2x- [00@) + Ahgy” (MA 9;) — gole) —Ahga’ (b, 0)]

(43)
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Para 2 = ¢, la funcién a maximar es nula, luego el numerador -
de (43) es mayor o igual que cero obtendremOS'

Too(2) — go(e)

| Hy (A)) | = Max. o

+ 0 (7\0, ) £ 0" (o, c)| (44)

Dado ahora un ¢, existe un intervalo I que contiene a ¢ en su
interior y tal que:

l g’ ()\U} .’E) - g, ()\07 C) | <e (45)

para todo «-de- I

Como g¢(z) sélo alcanza su méximo en ¢, entonces para, x per-
teneciente al complementario de I, se tiene: ¢o(x) — go(c) < m < 0;
por lo tanto, para | A | suficientemente pequefio

9o (2) — No(e)
| Ax|

llega a ser tan grande como se quiera y negativo; ga’ (ho, x —
— g2’ (Ao, ¢) es acotado en la recta y por lo tanto en CI, luego
para | AN | suficientemente pequefio la funcién a maximar de (44)
es negativa y como el méaximo es positivo, lo tiene que alcanzar
en I, luego:

| Hy (A2) | < Max [0@ —2© ,

[f (ko, ®) —gi"(hoy €)1 & (46)
| l A)\l A 0y A 0y
el signo més correspondiendo a A) < 0 y el menos a A\ < 0.
El primer sumando de la funcién a maximar en (46) es nega-
tivo, luego, teniendo-en cuenta (45) obtenemos para | A\ | <7,

| H, (M\) | < Max | Iy (7\0, 90) — g (O, 0) |< e (47)

luegoAhm H; (A7\) = 0, quedando asi probado (39) y por lo tanto
A>0
la propiedad a).

Vamos ahora a probar la propiedad b). Sea ¢:() una funcién
de 2° que alcanza su méximo al menos en dos puntos distintos
¢ y' ¢’; consideremos la aplicaciéon ‘g(A, z) = gi(x) + Ae(x) de B
en Qv°, siendo ¢(z) una funcién fija arbitrario de 2°. Se tiene:

9(0, 2) = g:(x) ; = ¢(@)
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Juego ¢ cumple las condiciones de la deﬁmclén 1,. smndo o(x)
su derivada en A = 0. Se tiene evidentemente:

0= Max [p:(2) + 2o ()] — 1(c) — Ao ()

o lo que es lo mismo: ‘ »
ro(e) < Mg, )] — Mg(0, )]

luego poniendo G(\) = M[g(}, )] se‘tiene;

para, A< 0, olc) < M’

para A< 0, ¢(c) = _G._Q\_))\L(O) .
Si M fuese diferenciable en g1, con diferencial D se tendria por
las desigualdades anteriores: ¢(c) < G'(0); o(c) = G'(0), luego:

D(¢) = D[g'(0)] = G'(0) = ¢(c)

y esto vale para cualquier funcién ¢ de Q°, por lo tanto si existe
la diferencial tendria que ser la delta de Dirac en el punto ¢, pero
este mismo razonamiento nos probarfa que la diferencial deberia
ser la delta en c,.luego, por el teorema 3, la diferencial no existe
como queriamos demostrar '

Pasemos ahora a la demostracién de ¢). Si M fuese diferencia-
ble en el sentido de Silva, como se trata de una aplicacién entre
espacios bornolégicos, tendria que serlo también en el sentido
de Hadamard-Fréchet. '

Por lo tanto si ¢o(z) alcanza su miximo en més de un punto,
M no puede ser diferenciable en el sentido de Silva en’ go. Si ¢o()
alcanza su méximo en un solo punto la diferencial en elsentido
de Silva, si existe, tiene que coincidir con la de Hadamard-Fréchet,
es decir tendrd que ser la delta de Dirac en el punto ¢ en el cual
alcanza ¢, su méximo. Entonces segin la definicién de Silva [1],

I(h) = M (g0 + h) — M(g0) — h(c)

tendrd que ser un infinitésimo de orden superior a uno, lo que
quiere decir que I(t. h)/t converge uniformemente sobre todo
conjunto acotado, cuando el niimero real ¢ tiende a cero.
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Vamos a probar que I(k) no es infinitésimo de orden superior
a uno, y con ello probaremos que M. no. es diferenciable en..el
.sentido de Silva en go.

Tomemos un conjunto acotado B de @° definido por las con-
diciones siguientes: los soportes de las funciones h de B estén
contenidos en el soporte de ¢, y ademés:

heB implica | h(z) | < 1 para todo z. (48)

Tenemos: I'(h) = Méx. [go(z) + h(z)] — go(c) — h(c), lo que es
lo mismo: ‘
hz) —h(e) () — go(x)
Max. | h(z) | Max. | h(z) |

I(h) = Max | h(z) | . Max[

} (49)

Sea ahora 4 un valor real cualquiera mayor que cero; existe
siempre un A tal que:

Max + go(c) — q:‘o(x)» < ‘f) . | , (50)
lz—c] <A

Siempre podemos eneontrar una funcién h,(z) de B que cum-
pla las condiciones siguientes:

hy () = 0; ' » ' (51)

hy(c) = 0 (52)

Max h,(z) = Malx v e0(e) — 9o(@) < 7 (53)
lz—c| <A : : .

ho(z) = 0 para |x‘—c|2‘7\ : (54)

Es claro que h,(z) alcance su ma’,xim\o en |z —c| < \; sea ¢
un punto en que dicho méximo sea alcanzado. De (49) y (51),
deducimos: :

(1) s Max | hy(c') — En’(c) _ 90(e) — o)
I(hy) = Max [hy(2x)] X TMax [ (@)] Max [hy (2)] (55)

De ('5‘2) deducimos: ‘ _ »
Jale) —hale) (56)
Max [hy(z)]

y ademés teniendo en cuenta (53) y (50), obtenemos:

#0(©) —on(e) _ _a(e) — gn(c’) — _
S T~ Vel —ale’) <m - (57)
Max [hy(2)] v 90(c) — ou(c’) v eolc oo(c 1
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De (565), 56) vy (57) deducimos:
I(hy) = (1 —m) . Max [hy(x)] (58)

Vamos a ver que de estas férmulas se deduce que I(k) no es
un. infinitésimo de orden superior a uno. Si lo fuese I (th)/t debe-
ria converger uniformemente hacia cero en B, es decir que dado
un - ¢, deberia existir un 3 tal que: -

I(th)
t

| t| < 3 implica

‘ <, (59)

Tomemos un valor cualquiera de 3 y sea' y un real positivo
menor que 3/2 y que 1/2. Consideremos para ese valor de 4 la
funcién k, (z) definida anteriormente y tomemos un valor real ¢
que cumpla las conriciones:

0 < Max [hy(2)] <t <2 . Max [hy(x)] <27 <1.  (60)

y definimos la funcién:

ho(z) =61 . hy(x) (61)
De (58) y (61) se deduce: | ,
1/2 < Max [ho(z)] < 1 ‘ ‘ (62)

lo que implica que hy pertenece a B. Se tiene:

I(to . ho) _  I[hy(x)]  Max [hy(2)] _
to Max [hy ()] by
I[h,(2)]

= m . Max [ho(x)]

y teniendo en cuenta (58) y (60) se deduce:

Th) | (11
T_(l 71)2 >4 (63)

Es decir cualquiera que sea 3 existen un &, < 3 y un ho de B
que cumplen (63) lo que contradice (59) y queda asi probado
que M no es diferenciable en el sentido de Silva en ningdn punto.

Con respecto a la diferenciabilidad de M en el sentido de Hyers,
como en el caso anterior se ve que no existe la diferencial en ¢, si
¢o(x) alcanza su méximo en més de un punto y también que si go(z)
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alcanza su méximo en un solo punto ¢, la diferencial, si existe,
tiene que ser la delta de Dirac en el punto c. Para que exista la,
diferencial tiene que haber una seminorma de un sistema funda-
mental cualquiera de seminormas de £9° tal que:

I(h)/N(h) —0 cuando N(h)—0" (64)

Tomemos como sistema fundamental de seminormas en °
el H {e,} en donde {e;} es una sucesién arbitraria decreciente

de ndmeros reales mayores que cero 'y convergente hacia cero,
siendo:

N{eat(e) = Sup. [}\fgﬁ[w(w)l/en]] - (65)

. Fijemos una cualquiera de estas seminormas N y consideremos
la familia h.(z) de funciones estudiadas anteriormente. Como
todas ellas estan contenldas en un compacto fijo, hay una cons-
tante & tal que:

N(h,) = k . Max [h(x)] < k. 7 (66)

luego N(h,,) —> 0, cuando n —>0. Pero de (58) se deduce que pa-
ra 1< 1/2,

I(hy)/N(hyg) = I(hy)/k . Max hy(x) = 1/2 k (67)

lo que est4 en contradiccién con (64) y prueba que M no es dife-
renciable en el sentido de Hyers en ningin punto, quedando asi
demostrado ¢): - S - -
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