CATEGORIE DES FONCTEURS TYPES

par CHARLES EHRESMANN
(Université de Paris)

Le but de cet article est de donner la construction explicite d’une catégorie de
foncteurs servant & définir les espéces de structures mathématiques du genre
usuel. Cette construction a été esquissée déja partiellement dans [1], p. 57. Elle
précise la construction de 1’échelle des ensembles [3].

Cet article reproduit des conférences faites & Buenos Aires: S@o Paulo et Cara-
cas en Septembre, Octobre et Novembre 1960.

I. Foncteurs naturalisés.

Etant données deux catégories @ et (@', soient ® et &’ deux
foncteurs covariants de (® vers (®’ (nous dirons simplement fonec-
teur pour foncteur covariant). Pour tout élément (ou morphis-
me) f d’une catégorie, 'unité 3 droite sera désignée par «(f),
I’unité & gauche par B(f); «(f) et B (f) (ou les objets correspon-
dants) sont appelés aussi source et but de f. Rappelons qu’une
transformation naturelle de ® vers ®' est un triplet (d’, <, P),
ol t est une fonction associant & toute unité e de (® un morphisme
t(e) e @' de source @ (e) et de but ®’(e) tel que, pour tout f & 4,
on ait

t(e) () = 2 (f) (o), ove=a(f), ¢ =60

Soit F (C’, @) la classe des foncteurs de @ vers @’ et soit
O7 (@', @) la classe des transformations naturelles (®’, =, ®),
ou @’ et ® sont des foncteurs quelconques de @ vers ©'.

Proposition: OF (&', ) est une catégorie pour la multiplication
suwanie (appelée longitudinale):

(@, <, &) (¥, ¢, ®) = (", 7' ., )

st est seulement st ®; = &', la fonction <’ . v étant définie par:
(=" . %) (e) = 7'(e) t(e).

Une unité de 97 (@', @) est un triplet (P, &, P), ou b,
est la restriction de @ 3 la classe des unités de (2; les foncteurs ®
correspondent ainsi d’une maniére biunivoque aux unités et
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peuvent étre considérés comme étant les objets de la catégorie
O7 (@', @). Une transformation naturelle inversible (&', ¢, ®)
est appelée une équivalence naturelle de ® vers ®’. Pour toute unité
e de (@, t(e) est alors un élément inversible de (®’; 1’élément in-
verse de (97, ¢, ®) est (P, v, ®'), ot t2(e) = z(e)~.

En particulier soit & (@) la classe des foncteurs de @ vers .
Cette classe est une catégorie pour la multiplication définie par
(®'®) (f) = " (P(f)), pour tout f ¢ (°; elle admet une seule unité,
le foncteur Id tel que Id(f) = f. Désignons par 97 () la caté-
gorie des transformations naturelles 07 (@, ).

Proposition: La catégorie F () opére & droite et & gauche sur
la catégorie O7 ((P) de la maniére suivante:

(@', 7, @) O, = (@' Py, = By, & D)),
D/ (@, 7, ®) = (B D', B/, B/ D).
(Dans la premiére formule nous écrivons t®; & la place de t ®y,
cette convention n’entrainant pas de confusion dans ce cas).
Remarquons que la multiplication par ®; ou par ®,’ est com-

patible avec la loi de composition de la catégorie O7 (@). En
effet,

[(®7, </, @) (', 7, )] &1 = [(”, 7, @) &1] (P, 7, ®) B1] =
= (" &y, (" .7) &), & D))
d’aprés la relation (/. 1) ®; =<' ®; . 7d;. Il en est de méme

pour la multiplication par ®," d’aprés la relation &, (' . 1) =
= (I)ll T, . (131, T.

Proposition: OF (O) est aussi unme catégorie, qui sera appelée
catégorie latérale des transformations naturelles, pour la loi de com-
position sutvante, appelée multiplication latérale:

(@, 7, ®) X (¥, 7, &) = (¥, 7, B) &'] [D (¥, 7, B)] =
= (3 9,79 . B, & D).
Ce produit latéral est aussi défini par:
[ (@, <, ®)] [(®, 7, D) ®] = (B @, B'< . =d, B ),
en vertu de 1'égalité t®’ . Bt = &’'c . Td, qui résulte de V’iden- -

tité = (8(f)) D) = @' (f) = (a(f)) caractérisant la transformation
naturelle (®’, 7, ®) lorsqu’on Papplique & f = <(e).
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Pour la multiplication latérale il n’y a qu’une seule unité
(Id, Idy, Id). L’associativité de la multiplication latérale résulte
de la formule:

T3P DD . D) = (2@ . Br) . D P

Proposition: Les deuxr multiplications définies sur O7 () véri-
fient Uidentité de permutabilité:

(Y"XY) X'XX)y=YX XYX,
o X, X', Y, Y <97 (P) tels que Y'X’ et YX soint définis.
Définition: Une transformation naturelle (®, ¢, Id) ¢ 97 (), que

nous représenterons simplement par (P, ¢), sera appelée foncteur
naturalisé.

Proposition: La classe S, () des foncteurs naturalisés est une
sous-catégorie de la catégorie latérale 97 ().
La multiplication des foncteurs naturalisés s’écrit simplement:

(@, ¢") X (P, ¢) = (PP, ¢’ P.. 9) = (2P, " 9. ¢)

Proposition: La catégorie longitudinale OF ((°) opére sur S, ()
de la maniére suivante:

((I),: T q)l) ((I)y ‘P) = ((I)', T . ?)
st et seulement sz &, = P.

Définition: Un couple composable [(D’, <, @), (P, ¢)] sera repré-
senté par le triplet [(®', v . 9), v, (P, 9)] et s’ appellera transformation
naturelle du foncteur naturalisé (®, ¢) vers (', v . 9). Sott 97, ()
la catégorie formée par ces couples composables.

La loi de composition dans OF, (®) s’écrit:

(@7 o), </, (®1, )] [(D, ¢'), =, (P, 9)] =
= [((I)Hy ‘P”): <. Ty ((I)y ‘P)]
ol ¢ =7t.9, ¢ =1 . g, sl et seulement si (P, ¢1) = (P, ¢').
La classe &, () X &K, () des couples de foncteurs naturali-

sés [(D', ¢'), (P, ¢)] forme une catégone pour la loi de composi-
sition suivante:

[(CI)”, ‘P”)y ((I)l) Ql)] [(d)" <P’); ((I)’ (P)]= )
= [(@", ¢""y X (', ¢), (P, ¢)]
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si et seulement si (@1, ¢1) = (P/, ¢') X (P, 9). (Remarquons que
pour toute catégorie T la classe I' X I' devient une catégorie
en considérant T' comme une catégorie d’opérateurs [1] & gauche
ou & droite sur T).

Proposition: Soit © la fonction qui associe au couple [(P', ¢),
(@, 9)] la transformation naturelle [(D', ¢') X (D, 9), ¢'®, (P, ¢)].
Alors © est un foncteur biunivoque de K, () X F, () sur une
sous-catégorie de O7, (). A toute sous-catégorie S, de F, ()
correspond par © une sous-catégorie de OF,(C) admettant F,’
comme classe d’objets.

L’identité de permutabilité entraine:

Proposition: 9F ,(() est une catégorie pour la loi de composi-
tion suiante, appelée multiplication latérale: ‘

[(5,) E,); ;: (67 E’)] X [((I)’7 ‘Pl)) Ty (q)i (P)] =
= [(®', ) X (¥, ¢), 7@ . B, (D, 9) X (B, 0)]
correspondant a la multiplication latérale des transformations natu-

relles.
Dans la suite nous considérons le cas ou la catégorie @ est

la catégorie & des applications d’un ensemble quelconque dans

un ensemble quelconque. A un élément f de & est associé un
ensemble E = a(f) et un ensemble E' = B(f); f(z) est défini pour

tout z ¢ E et on a f(x) ¢ E’. Un couple (g, f) d’éléments de é’"
est composable si et seulement si a(g) = B(f), le composé gf étant
défini par (gf) () = g(f(x)) pour = ¢ «(f). Les ensembles forment

la classe des objets de 5’, chaque ensemble correspondant & une
unité 7(E), application identique de E. Les catégories &K (%),
Fi(8), 9 (&), 97, (&) seront désignées par F, F, O, I,

respectivement.

Une transformation naturelle (®/, <, ®) ¢ 97 sera appelée
injection naturelle de ® dans @’ lorsque, pour tout ensemble E,
Papplication t(E) est une injection de ®(E) dans ®'(E) (c’est-a-
dire t(E) (y) = <(E) (y') entraine y = y’).

On désigne ici © (4(E)) par <(E) et ® (:(E)) par ®(E).
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I1. Construction de foncteurs maturalisés.
1. Foncteur SP:

Soit f ¢ é’ a(f) = E, 8(f) = E'. Désignons par P(E) 'ensem-
ble des parties de E. Pour tout U ¢ (P(E), désignons par f(U)
I’ensemble des éléments f(x) pour z ¢ U. Soit 2 (f) I'application
U —f(U); de P (E) dans 2 (E’). L’application R: f—> P (f)

est un foncteur de (;" dans («‘;" ,

En posant R°=1Id et Pr= P! P, on définit par récurren-
ce le foncteur P pour tout entier naturel.

Le foncteur (2 est naturalisé par la fonction y telle que v (E)
soit I’application z — {z} de E dans 2 (E), ol {z} est la partie
de E dont z est le seul elément. Le foncteur naturalisé (22, v)
admet les puissances (2,7)"= (P"1a), 00 12(E) =1u1 (P (E))r (E),
(P, 1) = (Id, Id).

2. Produit paralléle d'une famille de foncteurs naturalisés:

Définition: Soit (9;);.r une famille de foncteurs de g dans g,
ot I est un ensemble d’indices. On appellera produit paralléle

T19: de ceite famille le foncteur associant & f e (6’~ Papplication
tel

|<I’,(f) (@dser —> (Di(f) (0))ier de | ] E; dans [] E{, ou E; =

tel

= &,;(E), B/ = ©;(E"), E = a(f), E" g (.

En particulier, soit T ! le foncteur j | ®,, ot ®;, = Id quel que
soit 7 e I. [ ¥ (f) est application: (x,),g_r—> (f (#:))ier de ET dans
E'T. Ce foncteur est naturalisé par la fonction 37 telle que 3I(E)
soit I'application diagonale z —>(z;)i.7, ol = ¢ K et z; = x pour
tout ¢ ¢ I.

Soit (®;, ¢:)i.; une famille de foncteurs naturalisés. On a la
transformation naturelle (7] ®;, T1 |cp,, 5, ou TTei associe & E

sel tel te

I’application [ ]¢: (E).
sel

Définition: On appellera produit paralléle ﬂ(@;, ¢;) de la fa-

mille (D, 93)i.1 le foncteur naturalisé:

(Dq)i: D‘Pb I-_II) (I—II} 8I) = (Dq)'h I-—II(PzBI)

e



— 199 —

Si I ne contient qu'un seul élément i, le produit paralléle de la
famille sera par définition le foncteur (®;, ¢;) lui-méme.

TToi. 3% associe & E Vapplication z — (¢;(2))icr, 0U z ¢ E.
sel

Si Yon pose [[(Ps ¢:) = (@, ¢)T lorsque (P;, ¢:) = (P, ¢)
el
pour tout ¢ ¢, on a (T, 3%) = (Id, Ido)T.

3. Foncteurs limites:

Pour tout ensemble I, ’ensemble I X I est muni d’une struc-
ture de groupoide par la loi de composition (5, ¢') (j, 7) = (', %)
si et seulement si ¢/ = j. Les unités sont les éléments (7, 7) de
la diagonale de I X I. Une structure de préordre sur I est définie
par la relation (j, 7) ¢ Q, notée aussi j< ¢, ol Q est une sous-
catégorie de I X I contenant la diagonale. Une structure d’ordre
sur I correspond au cas oit Q n’admet pas d’autres éléments inver-
sibles que les unités.

Définition: Une famille préordonnée (resp. ordonnée) d’éléments
d’une catégorie @ est un foncteur covariant de Q dans @, od Q
est une sous-catégorie de I X I définissant un préordre (resp. un
ordre) sur I.

En particulier, soit 6 un foncteur de Q dans g’, Papplication
correspondant 3 (j, ) ¢ Q étant désignée par 6;;. Supposons
que le préordre sur I soit filtrant & gauche, c’est-a-dire pour
(j, %) eI X I'ilexiste k I tel que k <%,k <j. Soit E; ’ensem-
ble correspondant par 6 & (7, 7). L’ensemble somme ‘21 E; est 'en-
semble des couples (¢, x), otz eI, z ¢ E;. Soit pla re;fation d’équi-
valence définie dans 2 E; par: (z z) ~ (j, z") (mod ¢) lorsqu’il

existe k ¢ I tel que Ic < i, k <j et 0y (x) = 8 (¢'). La classe
d’équivalence de (7, z) sera notée (7, x).

Définition: On appelle limite inductive de la famille préordonnée 6
Pensemble lim 6 = (2 E) o
el
Proposition: Sotent 6 et 8 deux foncteurs de Q dans 3 A toute
transformation naturelle (0', =, 0) correspond une application
Y (0, <, 0) de lim 0 dans lim 0" définie par (¢, ) —> (3, ©(2) (%)),

ot z ¢ E;. La fonction ¥ est un foncteur de OF (g’, Q) vers é
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Considérons une famille préordonnée de transformations natu-
relles définie par un foncteur ® de Q dans 97 et soit ©j; =
(®;, ©i, ®i). Pour tout ensemble E les applications ;; (E) forment

une famille préordonnée = (E). A tout f ¢ (35 correspond la trans-
formation naturelle (<(E'), ®(f), «(E)), ou E = a(f), E' = B(f),
®(f) est la fonction 1 — ®;(f). Le fonction f — (t(E"), ®(f), <(E))
est un foncteur ®. La foncteur ¥ de la proposition précédente
associe & (¢(E"), ®(f), ©(E)) lapplication (lim ©)(f) de lim (&)

dans lim ©(E’), ol lim © est le foncteur composé ¥ ®.

Définition: Le foncteur lim © est appelé limite de la famille de
foncteurs (9;);.1r par rapport ¢ O.

Supposons que © soit un foncteur de Q dans 97, définissant
une famille préordonnée de transformations naturelles de foncteurs
naturalisés. Posons Oy = ((®;, 97, tis, (Psy ) oW 95 = i - 94
et @ = (®;, tji, ;). Pour tout z ¢ E, les éléments (7, ¢:(E) (v))
appartiennent & une classe d’équivalence dans 2 ®;(E) définissant

un élément de lim <(E) que nous désignons pﬁi‘ ¢ (E) (z). Nous
définissons ainsi une application ¢(E) de E dans lim <(E). L'appli-
cation lim @(f) applique ¢(E) (x) sur ¢(E') (f(2)), car (i, ¢:(E)(2))
est appliqué sur (i, ®;(f) ¢: (E) (x)); or @;(f) ¢i(E) = i (E') J,
relation qui exprime que (®;, ¢;) est un foncteur naturalisé. Par
suite (lim O, ¢) est un foncteur naturalisé, ol ¢ associe & E I'appli-
cation ¢(E).

Définition: Le foncteur naturalisé (lim ©, ¢) est désigné par
lim © et s'appellera limite de la famille de foncteurs naturalisés
(®s, 9)icx par rapport & ©. Si I ne contient qu'un seul élément 7, le
foncteur limite de la famille sera par définition le foncteur (®s, ).

Pour tout ¢ ¢ I, on a la transformation naturelle canonique de
(®;, ¢ vers (lim O, ¢) définie par la fonction t; qui associe 2
’ensemble E l'application ti(E): y.—>(, y), ol y e ®y(E). On
vérifie, en effet, les relations:

i (B') ®;(f) = lim O (f) 7 (E) et

¢ ="Ti.¢i S1J <4t On a g; = ¢j . Tji

4. Limite d’une suite finie ou transfinie de foncteurs naturalisés:

Soit (®;, ¢;)icr une suite (finie on transfinie) de foncteurs na-
turalisés, c’est-a-dire une famille ol I est une section de la classe
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des ordinaux formée par ’ensemble des nombres ordinaux 7 tels
que 7 <y, ¢ ¥ p. Nous allons y associer une suite de foncteurs
naturalisés (¥';, ,)i.r et pour chaque couple (3, j), ol ¢ < J, une
transformation naturelle ©; = [(¥, ¢,), s (¥ 9] vérifiant
les conditions suivantes:

1. La fonction ®7: (4, j) —> ©Z; est un foncteur contravariant
de Q dans 97,, ol Q est la catégorie des couples (7, j) ol 7 < j.

2. (Do, 90) = (P, o).

3. (Wisr dia) = (Payy,y 9i1) X (Fiy03) = (Bipr Wy giny W ba),
Tisli = Qi Vi

4. Si A < p et sikn’admet pas de précédent, soit J Iensemble
desj tels quej < %, j = A. Soit @ la restriction de @7 aux couples
(4, 3"), ot j eJ, j/ e J. Enfin soit (lim 07, ¢7) le foncteur natu-
ralisé limite de la famille (¥, ¢;);.s relativement & 7 et soit
[(lim @7, ¢7), ;, (¥;, ¢,)] la transformation naturelle canonique
de (¥, 4;) vers (lim @7, ¢7).A lors (¥, 45) = (Py, ¢2) X (lim @7, )
et ;= g lim ©7. ¢;; ¢’est-a-dire —®_§,- est le produit longitudinal
de la transformation canonique de (¥j, ¥, vers (lim @7, v/) par
la transformation naturelle canonique (voir § 1) de (lim @7, )
vers ($,, ¢1) X (lim @7, ¢7).

Proposition: Par induction transfinie, ces conditions définissent
d’une fagon unique ©OF.

Définition: On appellera limite de la suite de Sfoncteurs naturalisés
(Ps, 9)ier le foncteur limite de la famille (¥, U,)icr relativement
a ®L. Nous le noterons lim (®;, 0i)ier.

On définit d’une fagon analogue la limite de la famille (Ds, @i)ier

lorsque I est un ensemble bien ordonné quelconque.

Ezemple: Par induction transfinie, on associe & tout ordinal p
le foncteur naturalisé (&%, v,) de telle fagon que les conditions
suivantes soient réalisées:

1) (2% vo) = (Id, Idp).

2) (P11 0) = (P 1) X (2, 7).

3) Si p n’a pas d’ordinal précédent, considérons la famille
(i, 9i)ier, oU I est ensemble des ordinaux ¢ tels que z <y, 7 #
et ol (P 9) = (P, v) pour tout 7¢I. Alors (P, Y. est la limite
de la famille (®;,¢:);,7. En particulier, on a ainsi le foncteur
(LP°, 1s), w étant le premier nombre ordinal transfini.
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II1. Catégorie des foncteurs types.

Définition: Appelons catégorie des foncteurs types la plus petite
sous-catégorie F . de F , vérifiant les conditions suivantes:

1) S . contient (P, 1)- .
2) F . contient le produt paralléle d'une famille quelconque de

foncteurs naturalisés appartenant & F ..

3) Etant donnée une suile (finie ou transfinie) (s, 0i)ie1, OU
(®;, 9) ¢ F . quel que soit v el, alors F . contient aussi la
limite de cette suite.

Pour tout ordinal p. on définit par induction transfinie une sous-
catégorie T de' F . de telle fagon que les conditions suivantes
soient vérifiées: '

1) F . est la sous-catégorie de F . engendrée par (P, 1) et
(T 3D, ou I est un ensemble quelconque. ‘

2) F ¥ pourn # 1, est la sous-catégorie de F . engendrée par
la réunion des F L, ot A <, A # p, et des éléments suivants:

a) Le produit paralléle d’une famille quelconque (®i, 9:)icr, OU
(®;, ¢;) eU G pour tout 7el, I étant un ensemble quel-
conque. 234

b) La limite d’une suite (®i, 9)ic1; ot (®; ¢;) ¢U Fr pour

tout ¢ e 1. rie

Si on suppose de plus dans a) et b) qu’il n’existe aucun A <y,
A % u tel que (P;, ¢2) € FN N 41 <, pour tout ¢ eI, le pro-
duit paralléle de la famillle ou la limite de la suite (®;, @:)icr s€ra
appelé générateur canonique de type . Les foncteurs (7 v) et
(1%, 31) seront appelés générateurs canoniques de type 1.

Proposition: K . est la réunion des F .

En effet, & . contient & ; pour tout y, car F . contient F .!;
d’autre part, si &K . contient F » pour tout X < g, A # u, alors
F . contient F +. Inversement, soit une famille (®; @:)q.r telle
que (®i, 95) ¢ K X pour tout ¢el. Alors I’ensemble des nombres
transfinis A; admet un majorant p. Done (®;, 9:) ¢ F+ pour
tout i ¢ I et le produit paralléle ou la limite de (®s, 9i)ic1 appar-
tient & F

A
On définit une catégorie restreinte & . de foncteurs types en
ajoutant dans la définition de . les conditions suivantes: I'en-
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semble I de la condition 2) est dénombrable; de plus la section I
de la condition 3) est la section des nombres finis n < w. On peut

A
définir alors les sous-catégories F 2, ol A est un ordinal quel-
conque de la deuxieéme classe (correspondant au cardinal N,).

A A
F . sera la réunion des & » parce que tout ensemble dénombrable
d’ordinaux de la deuxidéme classe est majoré par un ordinal de
la deuxiéme classe. Las générateurs canoniques tels que I vérifie

A
la condition restrictive sont les générateurs canoniques de A ..

Proposition: Pour tout foncteur type (@, ¢) ¢ K., on a les pro-
priétés. susvantes: a) L’application o(E) est une injection de E
dans ®(E), pour tout ensemble E; b) ® est un foncteur biunivoque
de E sur une sous-catégorie de E; c) (P, ¢, Id) est la seule injection
naturelle de Id vers ®. ]

Si (®;, ¢:)i.r est une famille de foncteurs naturalisés tels que
9:(E) soit une injection pour tout E, alors le produit paralléle
(r? d;, I_I] o; . dT) posséde encore la méme propriété.

Si de plus on a une famille preordonnée de transformations natu-
relles @;; = [(®}, 9;), Tji, (P;, 94)], alors la limite de (P;, ¢s);.r rela-
tivement & @ est un foncteur naturalisé (lim @, ¢) tel que ¢(E) soit
une injection pour tout E. De plus si t;(E) est une injection quels
" que soient 7, j, E, alors dans la transformation naturelle cano-
nique [(lim O, ¢), 7;, (s, ¢;)] application v (£) est une injection
naturelle.

Soit (®s, ¢i);.r une suite de foncteurs naturalisés et supposons
que ¢;(E) soit une injection pour tout E et pour tout ¢ ¢ I. Par
induction transfinie, on démontre que pour la suite associée
(¥, 0;);er définie plus haut ¥; (E) -est encore une injection. On
considére alors la famille ordonnée de transformations natu-
relles@;-ri = [(¥}, ), i, (¥, 45). Le foncteur lim (P;, ¢:)ier, qui
est la limite de (¥';, ¢:);.r relativement 3 @7, est un foncteur (®, )
tel que ¢ (E) soit une injection. Remarquons de plus que tj; (E)
est une injection naturelle.

Par induction transfinie, on démontre que (®, ¢) ¢ F » posséde
la propriété a) quel que soit ordinal A. Il en résulte que tout
foncteur type posséde la propriété a).

D’une maniére analogué, on démontre la propriété b).

Pour démontrer la propriété ¢), on vérifie d’abord cette propriété
pour les foncteurs (Id, Idy) et (P, 1). La méme suite de raison-
nements par induction transfinie démontre alors la propriété pour
un fonecteur type quelconque.
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Proposition: La catégorie SF . est une catégorie libre ayant pour
systéme ‘libre de générateurs la classe des générateurs canoniques
définis ci-dessus. .

La notion de catégorie libre est définie de la maniére suivante:

Définition: Soit @ une catégorie, (O la classe de ses unités, 9B
un systéme de générateurs ne contenant aucune unité non 1solée
(¢est-a-dire la plus petite sous-catégorie contenant C8 est 1denti-
que & @).‘Alors C est une catégorie libre par rapport & B lorsqu’
aucune unité de @ n'est le composé de deux éléments distincts de
C et que tout élément f de © qui n’est pas une unité se décompose
d’une maniére unique sous la forme f = fufni...f1 00 fie ZB.
Dans ce cas (B est appelé systeme libre de générateurs de . B est
la classe des éléments “premiers”’ de @

Remarque: e peut étre considérée comme un graphe orienté, un élément f e e
étant appelé fleche (ou aréte orientée) si f n'est pas une unité et sommet si f est
une unité. B détermine alors un sous-graphe orienté. Une suite finie de fléches
(fa» Froty - -, J1) telle que a(fpy1) = B(fp), pour p < n, sera appelée un chemin
sur le sous-graphe orienté B. La classe des sommets de B et des chemins orientés
de B définit une catégorie LB ) pour la multiplication:

(gzn vy g2 gl) (fﬂlr LR f2: fl) = (gp’ "“: g1, fm ey fl)

si et seulement si g1f. est defini.

(fn; ey f2: fl)e= (fn! RS fl))
e (fu oot f) = oo f1),

si et seulement si e = a(fi), € = 3(fn)-

Si (@ est libre par rapport 3 B, C est isomorphe & la catégorie LB.

On voit aisément qu’il existe des catégories non libres; en particulier une sous-
catégorie d’une catégorie libre n’est pas nécessairement libre.

Si (@ est une catégorie engendrée par une partie B de © ne contenant aucune
unité, alors (@ est une catégorie quotient de la catégorie L (8) des chemins
sur le graphe B.

Etant donné un graphe non orienté N4 , on en déduit un graphe orienté B en
faisant correspondre & chaque aréte de K deux arétes orientées, c'est-d-dire deux
fléches désignées par f et f~1. On définit le groupoide libre f () sur K en
considérant la catégorie libre (@ = £2(B). Soit ¢ la plus petite relation d’équi-
valence sur (°1 compatible avec la loi de composition et telle que f7 f ~ a(f),
fft ~ B(f), «(f) et B(f) désignant V'origine et I'extremité de la fleche f, considérée
comme chemin élémentaire. Par passage au quotient, on définit sur G /e une
multiplication pour laquelle e /o est un groupoide, appelé groupoiﬂe libre sur

K. On démontre que tout sous-groupoide d’un groupoide libre est un groupoide
libre. '



— 205 —

Pour démontrer que la catégorie & . est libre, on montre d’abord
par induction transfinie que tout foncteur type est le produit
d’un nombre fini de générateurs canoniqués. Supposons démontrée
la propriété suivante, pour deux générateurs canoniques distincts,
(P, @) et (P, ¢') detype Aet N telsque A + 1 < p, N +1 < u:
" Les ensembles ®(E) et ®’(E’), correspondants 4 deux ensembles
quelconques E et E’, sont distincts. Alors on voit que cette pro-
priété est encore vérifiée pour deux générateurs canoniques dis-
tincts de types w ou < p. Donc par induction transfinie la pro-
priété est vérifie pour deux générateurs canoniques distincts
quelconques. Il en résulte facilement que deux produits dis-
tinets finis de générateurs canoniques sont distincts.

On démontre de méme que la catégorie restreinte de foncteurs

A
types A . est une catégorie libre par rapport & la sous-classe des

générateurs canoniques de j\' -

D’aprés la derniére proposition du §1, & la catégorie F . est
associée une sous-catégorie 97, de 97 ,, formée d’injections natu-
relles d’un foncteur type vers un foncteur type. Nous les appellerons
injections naturelles types. Si[(®’, ¢'), 7, (P, ¢)] est une injection
naturelle type, nous écrivons (®, ¢) < (@', ¢’). On définit ainsi
une relation d’ordre dans F .. Celle-ci peut aussi &tre définie de
la maniére suivante: (®’, ¢’) = (¥, ¢) X (P, ¢), ou (¥, ¢) est
un foncteur type. La fonction ¢ est déterminée par la donnée de
(®, ¢) et (P, ¢).

IV. Catégorie des transformations rnaturelles canoniques.

Nous allons définir un groupoide d’équivalences naturelles d’un

foncteur type versun foncteur type. Les générateurs de ce groupoide
sont les suivants:

1) Soit(®;, ¢:)icr une famille de foncteurs types. Soit (I;);.s
une famille de parties de I qui forment une partition de I. Soit

T7(®; ¢0) = (¥, ¢;). Considérons l'équivalence naturelle de
vel;

T1(®s ¢,) vers T‘] (¥, ¢;) définie de la maniére suivante: A l'en-
1el jed .
semble E sera associée 'application biunvoque <(E) de 7| ®:(E)
tel
sur T|%; (E) qui applique (2:)se1, 00 i e By sur (y)jer, ol y; =
jed

= (&)ier;; On vérifie que [[](¥; ¢), = T‘;(Q),—, ¢;)] est bien
jed Te



— 206 —

-une équivalence naturelle. En particulier, soient (®;, ¢;)ir et
(®,, 9j)jes deux familles de foncteurs types. A toute application
biunivoque de J sur I correspond ainsi une équivalence naturelle
de TT(Ps, ¢a) vers T](Dj, ¢5).

sel jeJ

2. Soit (g, 9i)icz une suite de foncteurs types, ot I est la sec-
tion de la classe des ordinaux ¢ < g et 7 3 u. Supposons qu’il
existe une suite transfinie d’ordinaux A; o j ¢ J, section des ordi-
naux, telle que w soit la somme de la suite (};), ol A; est 'ordinal
correspondant & la section I;. Alors pour tout 5 ¢ J on a un iso-

morphisme FdelI ; sur un intervalle I/ de I de telle fagon que les
I/ forment une partition de I, un élément de I’ étant plus petit
qu’un élément de I’;, si j < j’. Posons (®;, ¢;) = lim (P}, qo,),,I
ol (<I> . /,o,) (P70, 07 (,)) pour ¢ & I;. On a I’équivalence naturel-

le de lim (®;, o¢;)ir vers lim (d)j, 9i)jer définie par la fonetion «
qui associe & E V'application biunvoque t(E) qui applique la classe

d’équivalence de (i/, y), ou 4’ =j~(i), tel; yedy, (B), sur la
classe d’équivalence de (4, 2), ot 2e T (E) correspond & la restric-
tion de (2, y) é, 2 ‘I/' (E).

3) Si (@, @1)@57» est une -suite finie de foncteurs- types, on
al’équivalence naturelle de lim (®;, ¢,);.7 sur le produit (®,, ¢,). ..
(®o, o) qui associe & I’ensemble E I’application biunivoque <(E)
qui applique la classe d’équivalence de (7, y) sur z ¢ ®,... 5, (E),
o y eV (E) et ol 2 = 1,4 (E) (y).

4) Si (®;, 9:)icxr est une suite finie ou transfinie de foncteurs
types, ot (®;, ¢;) = (Id, Idy) pour tout ¢ ¢ I, on a une équivalence
naturelle de (Id, Id,) vers lim (®;, %)u 1 en associant & ’ensemble E
Papplication: x — (0, z), z ¢ E, (0, z) étant la classe d’équiva-
lence de (0, z) correspondant & la famille d’applications t;;(E)
qui interviennent dans la définition de lim (®;, ¢;);.1.

Les équivalences naturelles ainsi définies seront appelées équi-
valences naturelles élémentaires.

Soient (P;, ¢))icr et (P, ¢)ies deux familles de foncteurs
types tels que l'on ait une équivalence naturelle [(®/, ¢/), =i,
(®s, 95)] pour tout ¢ ¢ I. Alors on en déduit une équivalence na-
turelle (] |(<I)@’, o), T, ] ](‘I%, 0:)), ou t(E) est application

b1un1voque (@) ier —> (75 (E) (25))ier, i ¢ P;(E). Cette équivalence
sera appelée produit paralléle de la famille des équivalences données.
Supposons de plus que I soit une section de la classe des ordi-
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naux. Alors on a une équivalence naturelle: [lim (®J, 9 )ier, 7,
lim (®; 0:)i1], ot t(E) est Iapplication biunivoque: G, y) —>
— (3, u(E) (y)), ot y e W;(E). Cette équivalence sera appelée
limite latérale de la suite des équivalences données.

Soit I Vensemble des nombres 0 et 1. Soit 7 I'équivalence é1é-
mentaire de lim (®;, ¢:)ier vers (®1, 01) X (Po, 90). Soit T’ I'équi-
valence élémentaire de lim (®7, ¢/)i.r vers (91, 01) X (D, o).
Posons T1 = [(®4, o), 71, (®1, )] et To = [(Dd', @), 70, (Do, 90)]-
Soit T, 0O To la limite latérale de (To, T1), T:1 X To désignant

toujours le produit latéral de T, et Ti. Alors on démontre la re-
lation:

T1 | To = T (T1 X To) T

Définition: Soit OF . le plus petit sous-groupoide de Or,, relati-
vement & la multiplication longitudinale, contenant: 1) les équiva-
lences naturelles élémentaires; 2) le produit paralléle d’une famille
déléments de O ; 3) le produit latéral de deux éléments de O o;
4) la limite latérale d’une suite (finie ou transfinie) d’éléments de
O .. Soit 97 la plus petite sous-catégorie de O, relativement &
la multiplication longitudinale, contenant; 1) les éléments de I <;
2) les éléments de OF ¢; 3) le produit paralléle d’une famille d’ éléments
de O7.; 4) la limite latérale d’une suite (finie ou transfinie) d’élé-
ments de O . Un élément de OF ; (resp. O ;) sera appelé égquiva-
lence naturelle canonique (resp. injection naturelle canonique) d'un
foncteur type vers un foncteur type.

V. Foncteurs typiques.

Soit (®, ¢) un foncteur type. R‘appelons que (Z’ est une caté-

gorie inductive [2], les éléments induits par f e E;’ étant les restric-
tions de f. Si f/ < f, ¢’est-a-dire si f’ est une restriction de f, alors

on a: ®(f) < ®(f), ¢ (@(f)) < ¢ @), ¢ (B() < ¢ (B()). Mais,

en général, on a:

® (Uf) = U(f).
iel iel

Les propriétés précédentes ne suffisent pas pour caractériser
les foncteurs types. Il serait intéressant d’avoir une définition
axiomatique des foncteurs types ne faisant pas intervenir les
générateurs explicités.
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Définition: Un foncteur ®' de é’vers é’ sera dit déduit du fonc-
teur ® lorsq’il existe une injection naturelle (®, «, @) telle que, pour
tout ensemble E, on ait ®'(E) c ®(E), <(E) éant Vinjection cano
nique de ®'(E) dans ®(E); c’est-d-dire ®'(f) est une restriction de

(), pour tout f ¢ é on écrira ®' < .

Un foncteur naturalisé (®’, ¢') sera dit déduit de (@, 9), st D'(f)
est une restriction de ®(f) et si o(B) = <(E) ¢’ (E), <(E) étant encore
Vinjection canonique de ®'(E) dans ®(E); on écrira (9, ¢') < (D, 9).

Les relations ainsi définies sont des relations d’ordre compati-
bles avec la multiplication. Ainsi & est une classe inductive [2]:
le plus petit élément de F est le foncteur 0 qui applique tout

fe 33 sur l'application identique de l’ensemble vide. En adjoig-
nant & &, cet élément 0, F, devient une classe inductive. Les
foncteurs naturalisés déduits d’un foncteur naturalisé (P, .9) ont
pour intersection le foncteur naturalisé (@', ¢’) tel que ®'(E)
soit ’ensemble des points ¢(z), ol z ¢ E.

Définition: 8i (®, ¢) est un foncteur type, tout fonctewr déduit
de ® sera appelé foncteur typique. Si (¥, ¢') < (P, ¢), alors (@, ¢")
sera appelé foncteur typique naturalisé. Soit F.' (resp. F.'7) la
classe des foncteur typiques (resp. typiques naturalisés).

Proposition: 1) F ./ (resp. F.'") est une sous-classe de G (resp.
A ) contenant avec un élément tout élément déduit.

2) S est une sous-catégorie de F. Pour toute famille (®3) ;.1
ou D¢ F . pour tout ¢el, le produit paralléle de la famille
appartient & F ..

3) F ' est une sous-catégorie de F~, contenant avec toute famil-
le (resp. suite) d’éléments de F." son produit paralléle (resp. sa.
limite).

Soit & le groupoide des applications biunivoques. Chaque.
foncteur type admet une restriction & &, que nous appellerons
encore foncteur type de & vers &. Soit F. (&) la catégorie de
ces foncteurs types. Dans 7 (&) (resp. F.(&)), on définit
encore la notion de foncteur deduit (resp. foncteur naturalisé
déduit). En particulier, on définit comme précédemment les
foncteurs typiques (resp. typiques naturalisés). Ils forment une
sous-catégorie F . (&) (resp. F . (&)) jouissant encore des
propriétés indiquées dans la proposition précédente.
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D’aprés les définitions de [1], un foncteur &’ ¢ F (&) définit
une espéce de structures sur &. Le procédé régulier de définition
d’une espéce de structures sur E consiste & prendre pour ®’ un-
foncteur typique; un tel foncteur -sera, en général, déduit d’un
foncteur type donné par un systéme d’axiomes. Chaque axiome
du systéme définit un foncteur déduit et le systéme définit 'inter-
section de ces foncteurs déduits.

Le procédé de définition peut aussi faire intervenir des ensem-
bles auxiliaires. Par exemple, soit A le foncteur de & dans &
qui applique tout f ¢ & sur application identique de I. Soit @,
le produit paralléle de A avec Id. On considére alors les fone-
teurs déduits de ® @;, o (¥, ¢) ¢ F.(&).

Soit @; une catégorie munie d’un foncteur ®; vers % pour
v e l. Soit TT(@; la catégorie produit et p; le foncteur projection
tel
de T1@; sur ;. A l’aide des foncteurs ®;p; et des fonecteurs
. tel '
typiques on définit [1] aussi une classe de foncteurs de T1C:

vers & qu’on pourrait encore appeler foncteurs typiques.

Remarque: Pour une suite de foncteurs naturalisés, on peut
définir la limite projective de la suite. Nous ne I’avons pas intro-
duite comme générateur de la catégorie des foncteurs types, car
elle se déduit d’un foncteur type.
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