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Y SU APLICACION A LOS NUCLEOS SINGULARES (%)

por JUAN CARLOS MERLO
(Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buengs Aires)

§ 1. Introduccién

En la teoria de los nticleos singulares de convolucién se estudia
cudles son las condiciones que debe satisfacer una sucesién fun-
cional k, para que se verifique la relacién k, » f —> f para determi-
nadas funciones f, y donde la convergencia se entiende en sentido
puntual o en norma L?. Es bien sabido que la teorfa engloba como
casos particulares a ciertos nicleos cl4sicos, importantes en las
aplicaciones, como ser los nicleos de Dirichlet, Poisson, etc. Sin
embargo, generalmente sélo se suelen dar condiciones suficientes
para la convergencia, pero no necesarias.

En este trabajo prescindiremos de la convergencia puntual,
y daremos condiciones necesarias y suficientes para la convergencia
en norma. M4s ain, nos proponemos hacer ésto no sélo para Le,
sino para los espacios de Sobolev L#, y ademés generalizando el
problema para nteleos p, que sean medidas de Radon.

Por el momento, daremos una idea del método a seguir, presein-
diendo de todo rigor. Si T, es el operador definido mediante

Tof = %*f,

bajo ciertas condiciones se cumple

AN ~
Tnf = hnf
N\

—donde A designa la transformada de Fourier, y hn = yn — que
muestra que T, es un operador multiplicador. (cf. § 2).

El problema puede plantearse pues a grandes rasgos de esta
manera: averiguar cudndo T, est4 bien definido y es un operador
continuo de L en L, y converge hacia el operador identidad.

(%) Mdltiples sugerencias del profesor Dr. Mischa Cotlar han hecho posible la
redaccién de esta nota, por lo cual el autor le expresa su sincero agradecimiento.
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Entonces se trata pues de un caso particular del problema si-
guiente: a) dada una funcién h, averiguar qué condiciones debe
cumplir para ser un multiplicador de Li» en Lg; b) si T, = T (hy)
es el correspondiente operador de h,, averiguar cudndo T, converge
fuertemente.

Naturalmente, el problema a) ofrece muchas dificultades, y estd
sin resolver adn para el caso de multiplicadores de L? en L?. En
el presente trabajo hacemos lo siguiente.

En § 3 tratamos el problema a) y reducimos el caso de los espa-
cios de Sobolev al de los espacios L?, agregando adem4s algunas
consideraciones acerca de estos dltimos.

En § 4 estudiamos la topologia fuerte en los espacios de multipli-
cadores, para resolver el problema b).

En § 5 aplicamos los resultados anteriores para resolver el pro-
blema de los nicleos singulares de convolucién.

Por tltimo, en § 6, resolvemos el mismo problema para la con-
vergencia en L; de ntucleos generados por sistemas ortogonales
en forma un tanto desligada de lo anterior, sin hacer uso de la
teorfa de multiplicadores. ,

§ 2. Notaciones y Generalidades.

Encararemos el problema en el espacio euclideo m-dimensional
R, '
x designa un punto de

m 12
Bun:x= (2, ...,2¢m), ¥ || ={th2}
h=1

m
Si a es una n-upla: a = (ay, ..., an), serd [a] = Zah.
h=1
En 22, si # es un ndmero, A lo serd también; si z = (21, . .,Tm),
entonces A = (A, ..., Am), ¥ 2 = M ... Tptn.

En particular:

A Al A A
(L)'= o ()= 2L
dx dxy ... dxh" dzx B

SiT esun operadorde L? en L4, || T||,,, —o bien ||T||, si p = ¢—
designa su norma, que también escribiremos ||T|| cuando no haya
lugar a confusién.

(f.g) designa al producto escalar.
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Sil<p< », p* designa al conjugado de p, es decir
p—f + p* = 1. )

El simbolo # también-designa al producto de convolucién.

Recordamos que feLP? (1<p < »,1=0,1,2,...) si y sblo
si fée L?, [k] = 0, 1,..~,1 (derivadas en el sentido de las distribu-
ciones), y que L puede ser normando mediante

l

[FISED>

12
e
i=0 J

I .
*’aL Y I

[\=J

4

nl . . . ' 4
El simbolo —> indica convergencia en norma L/; —> conver-
gencia en LP.
Designaremos

T@) = F 1) = / £(0) de,

m

donde z.t = Z T, tn, 8 la transformada de Fourier de la funcién
h=1

f definida en R,,. & esun operador bien definido en L? (1=p=<2)

y por consiguiente también en L, para I natural.
Sil=<p,qg=2, (L, L9 es el conjunto de operadores multipli-

cadores de L? en Lo, es decir: T e (L?, L) siy s6lo si || T'|[p,q < =,

y ademds existe una funcién h tal que para toda f e L? se cumple
e N\
Tf = hf. En tal caso se dice que k es un multiplicador de L? en

Le, en simbolos:
he {Lp, La}.
El operador A (“raiz cuadrada del laplaciano”) estd definido
mediante '
A ~
Af =zl f, (2.1)
y las propiedades siguientes son bien conocidas (cf. [2], pag. 908;
o [1], pAg. 4 v 45 y sgtes.):
(2.2)8i1<p < =, =1, entonces A es acotado de Li? en L_y;
(2.3) A2 = — A, donde A indica el laplaciano;

A ~
(2.4) Si1<p=<2 feLp, geL?, g = |z |*f, s natural, entonces
feLy Asf=g.
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Utilizaremos luego un importante teorema que da una condicién
suficiente para que una funcién sea un multiplicador, demostrado
originariamente por Marcinkiewicz [6], para series de Fourier. La
forma siguiente, para transformadas de Fourier, se debe a Mijlin
(enunciado en [3], pig. 337).

(2.5) TeorEMA (Marcinkiewicz-Mijlin). Sea h una funcién tal
que:

a) h es continua en todo Rn;
a™ h . . .
b) —————— ewiste entodo punto, y h tiene derivadas continuas;
61171 e 6:6,,,
c) |z|Blhse L® para 0 < [s] < m.

Entonces he {L?, Lr}, para 1< p< w.

§ 3. Multiplicadores {L;?, L}

Comenzaremos extendiendo, de manera obvia, la definicién de
multiplicador a los espacios de Sobolev. Recordemos que la trans-
formacién de Fourier est4 bien definida en esos espacios, si

J 1<p,qg=2.

(3.1) DeFINICION. Sea 1< p, ¢<2; I,s =0,1,2,... Un ope-
rador T: Li» — Ly se llama operador multiplicador de Li? en L9,
en simbolos: T e (L;®, L), cuando es acotado y ademds emote una
funcwn h tal que para toda f e Li? se cumple

Tf =h f. (3.2)
En tal caso, se dice que h es un multiplicador de Li? en L1, en sim-
bolos:
he { L7, L},
Antes de entrar a determinar estos espacios, es menester disponer
de algunos resultados auxiliares. En primer lugar, mostraremos

que se puede aproximar a la funcién unidad mediante transforma-
das de L}, en el sentido siguiente:

(3.3) LEMA. Sea 1 un nimero natural. Existe una funcion ¢ < Lyt

A
tal que para algin <> 0 se cumple ¢ (z) = 1 para todo |z| < .
Basta tomar, por ejemplo:

M cos x; —cos 2 x;
(z) =T -

i=1 T 5
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de donde resulta:

N\ m \
¢(23) = E Y (xi)y

con
1 ) ll‘i!S.l,
Y,(xi)=4{2———lx,-|,1s|xi|s2,
0 3 |x,~|22.

El lema siguiente muestra que no es imprescindible imponer
explicitamente la condicién de acotacién en la definicién de multi-
plicador, y permitir4 simplificar algunas demostraciones posteriores.

(3.4) LeMA. Seal < p,g=<2;1,5s =0,1,2,... 8 T: L —> Ly,

. N\ N\
y ademds existe una funcién b tal que para toda f e LqPes Tf = hf,

- entonces T es acotado, y por consiguiente es un operador multiplicador.
En virtud del teorema del grafico cerrado, basta probar que T es

, 1 3
un operador cerrado. Sea pues f, 2 Fy Tfn is>g; hay que probar

PN A ) ) A ~ AN g A
que g = h f. Por hipétesis es T fp, = hf,, y ademds f, —>F. Enton-
ces existe una subsucesién —que por brevedad seguimos notando

AN A A~
fn— tal que f, —>f p.p., de donde % f,—>hf p.p. Anilogamente
A ~
resulta —para-alguna subsucesién — T fo—>¢ p.p. En consecuen-
A
cia ¢ = hf p.p., c.q.d.
Tl lema siguiente sers imprescindible en lo que sigue.

(3.5) Lema. Sea l natural y 1 <p = 2. Toda feL? se puede
escribir f = fo + Al fi, con fo, f1 € Ln? (la descomposicién no es dnica).

Sea ¢ una funcién que cumple las hipé6tesis del lema (3.3). Si
definimos: :

fo = f * ¢7
A AA
serd foe Ly por el teorema de Young, y ademés fo = f ¢.
Poniendo:
. 2N /N

F, = lxl_l(f *fo)y

N
serd Fy(z) =0 si |2]| <ey |z|'F1=g, con g =f—foeclP

Entonces:

N\ N\
f=fo+ |z F:.
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Definimos la funcién « mediante « (z) = |z|?si|z| > ¢, com-
pletdndola en | | < ¢ de manera que cumpla hipétesis del teorema
(2.5), lo cual es obvmmente factible.

La igualdad |z l’Fl——g, g ¢ L?, teniendo en cuenta que g (x) 0

si |z| < ¢, podemos escribirla
N\
F1 =ag.

PaS
Entonces, por (2.5) concluimos que F; = fi, con fie L2.
Reemplazando:

~ A N
f=Ffi+lzltf.

En virtud de (2.4) resulta fieL;?; entonces
f=fH+ Alfh

y foy fi cumplen los requisitos exigidos, c.q.d.

Observacién: Sip = 2, la demostracién adquiere una gran simpli-
ficacién conceptual, pues no es necesario usar (2.5). Ademés, como
(2.5) no es valido para p = 1, no sabemos si (3.5) se mantiene en
ese caso. Probablemente exista alguna demostracién independiente
de (2.5) y mdés sencilla.

Ahora estamos ya en condiciones de demostrar el resultado més
importante de este parigrafo,

(3.6) TEOREMA. Sea 1 <p=<2, 1<¢g=<2;1,s=0,1, 2
Para que he{Lp, La}, s=1, es necesario y suficiente que |z |*
he{Lpr, Lo}, para todo «a=0, 1,...,s — L. Para que h = { i?, L},
s < 1, es nmecesatio y suficiente que (1 + ||V h e {L?, L1}. En
el caso p = 1, las condiciones son suficientes por lo menos.

Observaciones. En particular, si p = ¢ = 2, es bien sabido que
{L% L*} = L~. Entonces la condicién en el caso s =1 se puede
reducir a he {L% L2}, |x|*?h < {L? L*}. No sabemos si en los
dem4s casos vale una simplificacién anéloga.

También resulta en particular que { L;#, L2} = { L?, L2}, para
todo I natural, es decir: los espacios de Sobolev son invariantes
respecto a los operadores multiplicadores; esta circunstancia ya
es conocida (cf. [1], pag. 41).

Elhecho de que si p = 1 no sabemos sila condicién es necesaria,
se debe, como resultar4 en el curso de la demostracién, a que
ignoramos si (3.5) es vélido en ese caso.
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DEMOSTRACION DE (3.6)

a) Caso s = l; suficiencia.

Sea feLipc L?. Como h e {Lp, La b, existe g ¢ L2 tal que
A A
g =nhf.

A A :
Ademiés, A’ f = |z|*f, 0< A=<, y A feL? ,C L? por (2.2).
Reemplazando:

de donde
A~ ; A
|zlog = la[*h AM.

Para 0< ¢ —A<s —l,oseaA<o=<s-—(1 —02), es |z]|*he
{Lp, L1}, por hipStesis. Variando A de 0 a I, ¢ puede tomar
valores 0 < ¢ <s. Entonces, como A*f ¢ LP, existird g, ¢ L1 tal que

A N
ge = | 2| *h AMf.
A N
Comparando: g, = | z|°g, 0 < o < s; entonces, por (2.4), resulta

Acg € Lpl—c; ge L.
Aplicando el lema (3.4) resulta la tesis.

b) Caso s = 1; necesidad.

Sea he{Li?, Lo} y feLp. Entonces f = fo 4+ Alfi, con f,
fie L, por (3.5). 81 0< a<s —1, se tiene:

’ N\ N A\ N N
lzlehf = |zlehfo+ |z|tehfi = |z]ego + | z[HHeg =
N\ N\ -\
= A*go + Alteg = ¢,

con go, g1 ¢ L2 por hipétesis.

AN
O sea, |z|*hf =g, con ge L9 puesto que 0<a=<s —1I=<s,
0<l+4+ a<s, y por lo tanto:

Aegy, Alteg, ¢ L9,

Aplicando (3.4) resulta la tesis.
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¢) Caso l = s; suficiencia.

Sea f ELZP.
N\ N\ N\ /N A\ N\
hf=h@+ [z (f+Af) =go+ g1 = g,

con go, g1 ¢ L9, por ser f, Al=sf < Lp.
Sea 0< ¢ <s.

e A A\ e
(217G = RS = h (L + |2 l) (Ko7 + A=) =
~ A A '
= go,0 + go,1 = 9o,

eon ge,0, go,1 ¢ LY, puesto que 0< o<s<,0<l— (s —ao) <1 ¥y
por lo tanto Acf, A-G6-9f ¢ L

N\ N\
Entonces |[z|°g = g,y 0< o0 <s. Por (2.4), resulta AcgeLe

y ¢ e L.
Aplicando (3.4) resulta la tesis.

d) Caso 1= s; necesidad.

Sea hz{Lp?, La} y feLr. Entonces, por (3.5), f = fo + Alfy,
con fo, f1 ¢ Li#. Por lo tanto:

N e N\

B4 lal02 T =h (4|29 o+ b2l (1 + o911 =
N\ e AN\

=@+ ]eF9%g + (a1 + e g = (1 + la-)1g +

A\
+ @l (L | P Argy,

con ¢o, g1 € L,
Pero por (2.5) es (1 4 |z |91, |z |'-s(1 + |z |91 ¢ { Ly, La},

y entonces ‘ '
A A

h(l+lzf)1f=g

’

con g e L4 Aplicando (3.4), resulta la tesis, c.q.d.

Como vemos, el problema de la determinacién de los { L2,
Ly} se reduce a determinar los { L?, L2 }. En este «iltimo as-
pecto, los siguientes resultados son conocidos.

(3.7) TEOREMA. h e { L% L2} si y sélo si h e L=, y en tal caso
es || Tlls2 = || B]]o. .
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(3.8) TEOREMA. h e {L!, L'} si y silo si h es la transformada.
de Fourier-Stieltjes de una medida regular finita .

h(z) = o(2) = f ot du (1),

Rm
y se cumple

Tl = [ldu(®]
Em

(3.9) TEOREMA. Si 2>p>¢q, he {7, La} implica h =0 p.p.

La demostracién de (3.7) es sumamente sencilla. La de (3.8)
puede verse, para m = 1, en [5], pig. 569/70, Ch. XXI, Sec. 21.2.-
En cuanto a (3.9), ha sido demostrado recientemente por Hor-
mander (1). .

Concluiremos esta seccién con algunas observaciones sobre otros
espacios {LP, La}.

El caso en que p > 2 presenta el inconveniente de que la trans-
formada de Fourier no est4 definida —salvo como distribueién —
en todo L?. Sil<p < «, designaremos {7 al subconjunto de Lr
cuyas transformadas de Fourier son distribuciones que coinciden
con funciones de L#*; es sabido que tP es denso en L?, y si p < 2
es tp = Lp.

Admitiremos la siguiente

(3.10) DurINICcION. Sea 1< p, ¢ <. Diremos que h e {Lp, Lo}

N\
st para toda fetP es Tf = h}\, con Tfete, y ademds T es acotado
(por lo cual se extiende a todo L? de manera tnica).
Si p, ¢ < 2, esta definicién se reduce a (3.1). Si p > 2, no vale
el lema (3.4), y la condicién de acotacién de T hay que imponerla
explicitamente.

(3.11) TeorEMA. Sea rt =pt —¢l 81 1<p=<2,2=<¢g=
entonces {Lp, La} DLr. 81 2<p<gq < =, entonces {Lp, L3} C L,.
En particular, {L? Li} = L7, para 2<q < =.

Introduciremos la notacién auxiliar siguiente: he {L?, Lo cuan-
do se cumple (3.10) excepto eventualmente en lo que se refiere
a la acotacién de T.

Probaremos en primer lugar que si 2 <p < g < «, entonces
{Ler, Iab,C L.

(%) Seglin comunicacién oral de A. P. Calderén al autor.
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ras N\
Sea he{Lr, La}y y fetr. Entonces Tf =gelty g=hf. Co-

A
mo g = Le*¥ y tp¥ = Lr* resulta

/[h]ﬂ*Fdx<
Bm

para toda FeL?*¢*, Y como (p*/q*)* = r/q*, resulta la anterior
afirmacién.
Veremos ahora que si

8

entonces
{Lv, La}y D L.

Sea helLry fetr. Entonces un cdleculo sencillo muestra que

N\
G = h?e Le*. Como ¢ = 2, existird g ¢ L2 tal que ¢ = G, lo cual
prueba lo que queriamos. Adem4s, teniendo en cuenta (3.4) resulta
que si ademds es p < 2, entonces {L?, La} D Lr.

Por otra parte, también resulta inmediatamente que si
2<p=<gq < ~, entonces {L?, L2}, = L.

La tesis estd incluida en estas consideraciones, c¢.q.d.

El inconveniente principal que presenta la definicién (3.10) es
que la relacién { L, La} = {Le* Lr*} no se mantiene vilida
con ella. Puesto que si asi fuera, aplicindola en (3.11) resul-
tarfa { L7, L2} c L" cuando 1 < p, ¢ < 2, lo cual es falso, segin
puede demostrarse utilizando el ejemplo de los operadores poten-
ciales ([3], pag. 71, 73, 111, 181).

§ 4. Convergencia en espacios de multiplicadores.

Introduciremos la topologia fuerte en los espacios de multipli-
cadores. Por tratarse de espacios vectoriales, basta definir la con-
vergencia a cero.

(4.1) DEFINICION. Sea Tne{I;?, Lo}, n=1,2 ... Se dice

que Ty —>0 (fuertemente) si para toda f e LiP se cumple Trf 0.
St h, es el multiplicador correspondiente a T,, diremos en tal caso
que h,—>0 en {L;?, Lya}.

Es nuestro propésito caracterizar en forma simle esta topologia
para algunos de los espacios considerados en § 3. Primeramente
demostraremos un resultado de tipo general.

\
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(4.2) TroREMA. Sea 1<p, ¢<2; [, s=0, 1, 2,... Enlonces
{L#, L2} es completo.

Sea hy una, sucesién fundamental. Es decir, para toda fe L
A
es g ——gm = (h — hm) f Y |lgn — gmllgs —> 0 cuando n, m —> =.

Puesto que L,? es completo, existe g e L2 tal que gn -"—z’—s>g, de
donde resulta:

AA A A
1gn —gllgrs = [| haf — g llg, s —=0.

A
Sea en particular fo ¢ L;? una funcién tal que fo (x) # 0 p.p.x.
Entonces definimos p.p.:

N AN\
h = go/ fo.

El teorema quedari demostrado con lim h, = h, en { LiP, Ly},
n> ®
si probamos que, para cualquier fe L;?, definiendo

_ {0 i@ =0
Lh 1@ =0,

resulta hy = h p.p. Basta considerar el caso f (:c) #= 0.
Por definicién se cumple

N\ a* /\
ha fo—> hfo»
de manera que existe una sucesién n; tal que
hn;—> h D.p.
Para toda f < L;? sabemos que ||k, f — gllq*—llh f — hff||q*_>0
de donde
q*
hm.f —_— hff.
Entonces existe una subsucesién n; tal que
N\
Pny; —> by £.p.x tal que f(z) = 0.

Pero hn,—> ho p.p., como ya vimos, de donde resulta hy=ho p.p.,
c.q.d.

Un teorema de Dixmier (cf. [4] afirma que todo subespacio de
operadores fuertemente cerrado es débilmente cerrado. En conse-
cuencia:
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(4.3) Cororario. Sea 1<p, q<2;1,s=0,1, 2... Entonces
{Li?, L} es débilmente cerrado.

Daremos ahora algunos resultados auxiliares.

El lema siguiente es conocido.

(4.4) Lema. Sea 1 <p=<gq=<2. 8 T ¢(L?, LP), entonces T e(L3,
L) y H THq,qg I T {|p,p-

Por ser T' de tipo convolucién, es acotado de LP* en Lr*, y
T |lp#,p#=1| T ||p,p. Aplicando el teorema de convexidad de Riesz
resulta la desigualdad de la tesis. Ademés resulta T e (L9, L9),
extendiéndolo por linealidad, c.q.d.

(4.5) TeorEMA. Sea 1< p=<g=<2.8i T,—>0 en (L?, LP) en-
tonces Tp,—>0 en (L9, L9).

Por el teorema de Banach-Steinhaus, se tiene ||T,||, < 4, de
donde, por (4.4), resulta || T,||, < A. Siendo la sucesién T, acotada,

basta probar que T,,f—q> 0 en un conjunto denso de L.
Escribiendo ¢ = tp + (1 —t) 2 —para algin t—, resulta

| Tufll@ = [1 Tof|| T\f|0-02 4y <
R

m

{fiseaf{ fimseaf e aiee
Ry Ry

Como el primer factor converge a cero, resulta la tesis, c.q.d.

El lema siguiente es esencialmente conocido. Aqui le daremos
una forma conveniente para nuestros propésitos, y sélo lo usaremos
posteriormente en el caso p = 2.

(4.6) LEMA. Sea 1< p < ». Para que h,,f—p»O, n=1 2 ...,
para toda f e LP, es mecesario y suficiente que:

a) |[halle < M;

b) hn —> 0 en medida sobre compactos.

Supongamos que valen a) y b). Sea n; cualquier sucesién que
tiende a infinito. Porb), existird una subsucesién ny, tal que Ang —>0
p.p. (no provoca dificultades el hecho de que la convergencia en
medida sea sobre compactos), y por lo tanto, para toda f e L? ser4
hnaf —> 0 p.p. Por a), la convergencia es mayorada; entonces:

B f —> 0,

Yy como n; era cualquier sucesién, resulta la tesis.
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Reciprocamente, sea hyf =250 para toda feLP. Entonces
| hafllp < My, de donde resulta ficilmente que

/lhnll’gdx <M,
Rm

para toda g ¢ L. Aplicando Banach-Steinhaus, resulta a).
Eligiendo en particular a f funcién caracteristica de un conjunto
de medida finita, resulta b), c.q.d.
A continuacién comenzaremos a caracterizar la topologia fuerte.

(4.7) TEOREMA. h, —> 0 en {L?, L%} si y sdlo si:
a) || hnlle < M;
b) h,—> 0 en medida sobre compactos.

Si valen a) y b) resulta, por el teorema de Plancherel —llaman-
Pay N\

do hnf =g —:
1 galle = 11 nlls = || Binf Iz —> 0

para toda f e L? que es la tesis.

Reciprocamente, si h, —>0 en {L?, L%}, por Plancherel seré
| haf||s —>O para toda f ¢ L2. Aplicando (4.6) y Plancherel resulta
la tesis, c.q.d.

Puesto que no se conocen los espacios {L?, LP}, 1 <p <2,
no cabe esperar una- respuesta satisfactoria para caracterizar la
topologia. En el siguiente teorema la caracterizacién supone el
conocimiento de la norma del operador multiplicador, lo cual hace
que no sea de gran utilidad, excepto tal vez en el caso p = 1, para
el cual || T'|l1 estd dada por (3.8). Designaremos 3, al multiplo po-
sitivo de la funcién caracteristica de | x| < a tal que || 3|1 = 1.

(4.8) TEOREMA. Sea 1< p < 2, Ty e (LP, L?) y hy los correspon-
dientes multiplicadores. Para que hn—> 0 en {Lp, L?}, es nece-
sario y suficiente que:

a) || Tullp < 4;
b) || Tn¥llp—>0 para todo a > 0.

Sea hn,—>0en {Lr,Lr}. La condicién a) resulta por Banach-
Steinhaus; b) es obvia.
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Reciprocamente, si valen a) y b), en virtud de a) basta probar

que T,.f—';O para toda f de un subconjunto denso, por ejemplo,
el conjunto Co de funciones continuas nulas fuera de un compacto.
Pero toda f ¢ Cy se aproxima por funciones g = 3, » f. Entonces,
teniendo en cuenta que T, (3; *f) = Ty 3+ f —lo cual se prueba
transformando Fourier—, resulta:

W Tn@ax N)llp =1l Tadax fllp < || TaZallp || fll1,

y como ||f|li < «, resulta la tesis en virtud de b), c.q.d.

En el caso p = 1, la caracterizacién puede darse de una manera
ligeramente distinta a la del teorema precedente. Para enunciarla,
introduciremos previamente algunas definiciones.

(4.9) DEFINICION. f, converge débilmente hacia f en el infinito,
st dados ¢ > 0 y E C R, existe un ny = ng (¢, E) tal que para todo
n > ng se cumple:

[ [ (@) — £ (2)] Qg (&) dz | < ¢,
|z| > ne

donde Qg es la funcién caracteristica de E.

(4.10) DEFINICION. Las funciones f, tienen integrales uniforme-
mente pequefias en el infinito, st para cada ¢ > 0existe unny = no (&)
tal que para todo n > n, se cumple:

r]fn(x)ldx <e.
1z] >ne

Esbozaremos ahora la demostracién del

(4.11) TeorEMA. Sea T, e (LY, L), y hy los correspondientes
multiplicadores. Para que hn, —>0 en { L', L'}, es necesario y su-
ficiente que:

a) || Talls < 4;

b). hn —>0 en medida sobre compactos;

¢) T3, —>0 débilmente en el infinito.
Ademds, la condicién c) puede ‘reemplazarse' por:

¢1) los T'p 35 son uniformemente pequefios en el infinito, para todo
a> 0.
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La necesidad de a) resulta por Banach-Steinhaus; la de b) resulta
’ de (4.5) vy 4.7), v c) es obvio,

Para probar c¢;) en base a. a), b), ¢), basta ver que T, 3, —-—>0
para todo a > 0.

Un teorema de Vitali-Dunford-Pettis aflrma que si una sucesién
gne L' verifica:

1) |lgallh <45 2) /gn (z) dz converge para todo E C Rp; 3) gn

converge en medida sogre compactos; entonces ¢, converge en L.
_ No ofréce dificultad probar que T, 8, cumple esas condiciones,
y resulta ¢1). '
' Para completar el teorema basta probar que a), b), ¢;) implican
(4.8). Lo cual es asi, pues T 3, converge en L2, y en consecuencia
en L! en todo compacto, y como fuera del compacto las integrales
de T, 3, son uniformemente pequeiias, resulta que T,3, converge
en L', c.q.d.

Ahora consideraremos el caso de los espacios de Sobolev, y tal
como hicimos en § 3, reduciremos el problema a los espacios { I.?,

Lat.

(4.12) TrorEMA. Sea 1 < p<2 1<¢=<2; 1 s= 0,‘1, 2, ...
Para que h,—>0 en {LpP, Lo}, s=>1, es necesario y suficiente
que |z |*hy—>0 en {L?, La}, para « =0, 1,..., s — 1. Para
que hy,—>0 en {L;?, L}, s <1, es mecesario y suficiente que
(L4 |z[**) 2 hy—>0 en {L?, L2}. S8i p = 1, las condiciones son
suficientes por lo menos.

a) Caso s =1 suficiencia

\

Sea feL?. Tenemos g, = hnf, con gy e Lay A‘g,, | 2|5 ha
A"f 0<o<s O=<Asl

Como A*f ¢ L?, por hip6tesis es A° gn —> 0, de donde g, 250

b) Caso s = I; necesidad.
Si f e Lp, serd por (3.5) f = fo + Alfi, con fo, f1 ¢ L;?. Entonces:

A A A~ ~ A
lzlehaf = |2]|2hafo + | 2]|*H hafi = [ 2[*g0,n + [ @[T g1,n =

A ~ AN
= A%go,n + Aetl Jin = Gn,

eon go,n, g1,n € Lst
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Como 0 <a=<s—1Il<s O0=<a+d1<s serd A%g,n, Act
gl,,.—i>0. O sea G,,.—i>0.

c) Caso s <1; suficiencia.

' A~ A ' :
Sea feL;”. Tenemos g, = h,f, con g ¢ L2 Sea 0< ¢<s.
Entonces:

N\ N\ - /\ Pal)
Avgn = [z|*haf = ha (1 + [ 2[5 (Asf 4 AFC9 ).
Como Aef, Ab-6of ¢ Lp  puesto que 0< o< s,é ly 01—
— (8 — o) < I, resulta A°g, 250 por hipétesis, es deeir: gn£>0.
d) Caso s < 1; necesidad. o

Sifeler, serd f = fo + Alfi, con fo, fi ¢ L;P. Entonces:

\ N\ N
ha(LA |27 f = 1+ (2" hafo + (L4 |2 [2)7 [zfihafy =

/\ Ve
L+ Tz")go,n + (L4 |2t z]lgs,n =
\ /\
=0+ [z go,n + @+ Jz[)? |z Ar gy, n,

con go,n, g1,n—>0 en L,? por hipétesis, y por consiguiente go,n,

A% g1, n—>0. Pero por (2.5) es
A+ |z, A+ |zt |2l e{Ls Lo},

de donde resulta

N\

N N\ N
h’n(l + lxll-s)—lf = GO;n + Gl,n = Gn,

con G, —> 0, c.q.d.

§ 5. Nicleos singulares en L;p

Aplicaremos los resultados precedentes a la teoria de ntcleos
singulares. Designaremos con yu, a una sucesién de medidas de
Radon, y daremos condiciones necesarias y suficientes para que
para toda fe L;? se verifique y, * f —f en la norma de L;?. En .
particular, para p, medidas absolutamente continuas, obtendremos
resultados para los ntcleos singulares usuales.

Como en general g, no ser4 de masa total finita, la expresién
Jn = pn+ f no tendrd sentido. Si en cambio designamos wn,x a la
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restriceién de p., en la esfera de radio N, la expresién
fn..N =Twf =pnnef

estard bien definida, y es natural definir a f, como limite en la
norma del espacio correspondiente. En resumen, aceptamos la
siguiente

(5.1) DEFINICION. Sea pqn, n = 1, 2,.. ., una sucesién de medidas
de Radon en R.,,. Diremos que p, aproxima a la distribucion 3 en L;P
(l<p< o,1=0,1,2,...) cuando para toda f e L;? se cumple

lim lim Un, N * f = f,
ny» o N>
en la norma de LgP.

Asimismo, puede tratarse el casoen que f ¢ L, y la convergencia
se toma en otro L . Los casos no triviales sélo se presentan si
p=gqys<l

Sefialemos que, siendo py, y de masa total finita, existe su trans-
formada de Fourier.

La conexién de la teoria de multiplicadores con la de ntcleos
singulares estd contenida en el siguiente

(5.2) LEMA. Sea 1 <p,q=<2;1l,s=0,1,2,... Para que para
toda f ¢ Li? se cumpla

lim lim Mn,N*f =f
n>> o N3 o

en la norma de Lg%, es mecesario y suficiente que

lim lim T,xy =1
N30 N3

= operador identidad) en (L;?, L,%), es decir:

I\
lim lim g, xy =1
n-»o N>

en {Li?, L2},
A ~
En virtud de que n,n ¢ {L;?, Ly} implica w, e {Li?, L2}
por la completidad (4.2), el lema es obvio.
Entonces, si aplicamos (5.2) a cada resultado de § 3 y § 4, que-
dar4 resuelto el problema de los nicleos singulares en cada caso,
que resumimos en el siguiente enunciado.
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(5.3) TEOREMA.
1.9) w, aproxima a 3 én L si y sélo si:

a) | |dun(®)| <A (6 || Kulli< A en el caso de continuidad
Bm
absoluta) ;

1
b) wn* 34 —> 34, para todo a > 0.
2.9) pn aproxima a 3 en L2 si y sélo si:
-\
a) [|unnlle < M;

Pas
b) lim lim p,x = 1 en medida sobre compactos.
n> o N3ow

3.9) wnaprozima a 3 en L, para funciones de Ly? (I = s) siy sélo si:
-~
a) || (pn,y —1) (1 + |2 | < M;

b) lim lim ;\n,N = 1 en medida sobre compactos.
n>o N>

4.9 w, aproxima a 3 en LiP si y sélo si yn, aproxima a 3 en LP.
(1 <p=2). :

Sélo consignamos los resultados que creemos de més facil apli-
cacién, pero podrian agregarse otros. La demostracién de (5.3) es
inmediata; tal vez lo tinico que covenga sefialar es que en 1.°) no
aparecen los nidcleos ‘‘cortados” w.,x porque la masa total debe
ser finita. Insistimos en que las condiciones obtenidas no sélo son
suficientes, sino también necesarias.

La aplicacién de (5.3) a los ntcleos singulares usuales k,, donde
dun (t) = k,(t) dt, no ofrece dificultad. Asi, 1.°) expresa que k,
debe ser casi positivo y que debe aproximar en L! a las funciones 3,.
Respecto a 2.9), es facil ver que todos los ntcleos casi positivos —y
en particular los positivos: Poisson, Fejer, Weierstrass, Landau,
etc. — verifican la condicién, y atn otros que no son tales, como el
de Dirichlet, que verifica la propiedad més débil .

by
/ kn(t)dtl<A.

Sin embargo, otros nicleos del mismo tipo, como ser

o (8) = [1 — Lnn (8)] ""ft—l’” (m = 1)
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donde A es la rafz (dnica) de

® CcosS U ?
du =
by u

no cumple la condicién, y por lo tanto no aproxima a 3 en L*. E,
mismo par de ejemplos —el de Dirichlet y el dltimo nicleo—,
siendo ambos de tipo Fejer —-k, (t) = n h (nt) —, prueba que tam-
poco puede afirmarse nada en general para la convergencia en L2
de ese tipo de ntcleos. Consideraciones paralelas pueden hacerse
para las dem4s afirmaciones del teorema.

)

l\')ll—‘

§ 6. Ntcleos generados por sistemas ortogonales.

En esta seccién nos apartamos de la teoria de multiplicadores.
Consideraremos nucleos singulares :

n

ku(z, 1) =Y, o (@) 70 (1)

h=0

generados por un sistema < g ()}, h=0,1,2 ... ortonormal
en una regién E C R,; tales nicleos, en general, no serdn de con-
volucién. Resolveremos el problema de la convergencia en L2 (E),
y como esta equivale a la completidad del sistema { ¢s}, pode-
mos expresar el resultado de la manera siguiente:

(6.1) TEOREMA. Para que el sistema ortonormal { e} h = 0, 11
2,... sea completo en L?(E), E C R, es necesario y suficiente que
para todo cubo Vap = {t; a;<t<b;i=1,...,n%,

/ kn (z, ) di
Va,b

converja en medida hacia la funcion caracteristica del cubo.

En particular, en lo que respecta a la suficiencia, basta pedir
—vpor ejemplo, si m = 1— que k, sea un nicleo singular en el
sentido usual:

b
/ ko (2, £) dt —> 1

a

para todo (a, b) ¢ z. Por ejemplo: como el ntcleo de Dirichlet
verifica obviamente esta condicién, se obtiene una répida demos-
tracién de la completidad del sistema trigonométrico.
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DeMosTRACION DE (6.1).

Puesto que la convergencia en L? implica convergencia en me-
dida, la necesidad es inmediata. ‘

Respecto a la suficiencia (1), observemos en primer lugar que
como ¢ ¢ L?, para toda f ¢ L? existe su aproximante fn.

Basta probar, en virtud del teorema de Steklov, que la igualdad
de Parseval se duinple en un conjunto denso de L? (E), por ejemplo,
el constituido por las funciones escaleras. Una tal funcién se es-
cribe:

1
@) =) \Qy (),
i=1

donde A; = constantes, I < =, y Qy, es la funcién caracteristica
de un cubo V,.

En virtud de las hipbtesis resulta inmediatamente que las aproxi-
mantes f, de f convergen hacia ésta en medida, y por consiguiente
existird una subsucesién n; tal que

fns—>f P.p. x e E.

Aplicando el teorema de Fatou de paso al limite bajo el signo
de integral a la sucesién |f,, (z)|? tenemos:

171122 < sup || fus 12 = sup || 32 05 @) (, o5) [ls? =
ng i i=0

ni

—sup X ()= X (e I°
i=0

n ;=0

En virtud de la desigualdad de Bessel queda excluido el signo <,
y por lo tanto resulta la igualdad de Parseval, y con ella la tesis,
c.q.d.
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