
FORMULE DE PLANCHEREL ET GROUPES DE LIE 

par A. PEREIRA GOMES 
(Instituto de Ffsica e Matematica, Universidad do Recife) 

Cette note est un expose rapide des idees essentielles qui ont 
amene Harish-Chandra a une formule de Plancherel explicite 
concernant les groupes de Lie semi-simples complexes [1], [2J. 
II ne peut donc etre question de donner ici les details exiges par 
un traitement rigoureux de la question. Cet aperc;cu n'a d'autre 
but que de mettre en relief, pour des non especialistes en ce do­
maine, certains aspects actuels de l' Analyse Harmonique et les 
methodes fecondes de cet Auteur. 

1. Position du probleme. - Getant un groupe localement com­
A 

past unimodulaire separable (ou de type denombrable), soit G 
A 

Ie groupe dual de G. Pour Xc G soit U l( une representation uni-
taire irreductible de G dans £2(G, dg), de caractere X (deux telles 
representations etant equivalentes si et seulement si elles ont Ie 
m~me caractere, nous identifions les representations qui ont Ie 
m~me caractere). Soit 9(G) l'espace des fontions idefiniment 
differentiables a support compact; pour cp, 41 c 9(G), po sons 

ou dg est la mesure invariante sur G. L'operateur Hl(rp) est du 
type de Hilbert-Schmidt et a une trace; on sait qu'il existe alors 

A 

une me sure positive d[J. (X) sur G telle que 

lrp(g) 41 (g) dg =jATr(Ul(rp) Ul(41)*) d[J.(X); 

G 

cette formule de Pancherel etant valable pour rp, 41 dans 9(G), 
on peut faire son prolongement par continuite a £2 (G, dg): 
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La question important a resoudre est la determination expli-
A 

cite d'une telle mesure d[J. sur G. Gelfand et Naimarkont donne 
nne solution reputee assez compliquee, pour Ie groupe unimodu­
laire 8L(n, C), en 1950, [5]. Gelfand et Gracy ont trouve une 
autre methode, qu'ils ont appliquee a la solution du probleme 
relatif a ce groupe unimodulaire et aux groupes orthogonal et 
symplectique, [6]. 

La solution la plus generale est certainement celle de Harish­
Chandra. Sa methode n'est pas applicable aux cas des groupes 
semi-simples reels; il en· a fait une adaptation pour Ie groupe 
8L(2, R), [4]. Mais Ie probleme pour Ie cas general demenre ou vert. 

2. Deduction de la formule de Plancherel. -- Soient G un groupe 
de Lie semi-i:limple complexe, connexe, g l'algebre de Lie de G, 
f une sous-algebre de Cartan de g; representons par II les racines 
de g relatives a f et soit i H a, X" ~ une base de Weyl de g. 
D'apn3s Ie theoreme de Cartan-Mostow-Iwasawa, nous avons la 
decomposition de g en somme directe: 

g = f+ EB !X EB ko 

ou ko est une forme reelle compactede g, J+ est une sons-algebre 
de f engendree sur Ie corps des reels par les H" et !X est une 
sous-algebre nilpotente de .{j, engendree par les X,,, avec II> O. 

Designons par ·K, A, A +, A -, N les sous-groupes de G engen­
dres respectivement par ko, f, f+, f- = i J+,!X; tous ces groupes 
sont fermes et connexes, A est abelien, K compact maximal, 
A - = K n A 'et on a pour G la decomposition 

G = A+NK; 

c'est a dire que tout g s'ecrit de falion unique g = a+ nk, avec 
a+ sA+, nsN, k sK. Posons AN = T; T est un sous-groupe 
resoluble et G = T K, T n K = A -. Harish-Chandra a montre 
que toute representation irreductible de G est equivalente a une 
representation induite par une representation de T. 

Le probleme qui nous occupe equivaut a la decomposition de 
la representation reguliere de G en somme continue de represen­
tations irreductibles. Ainsi, on va considerer une famille continue 
de representations irreductibles de G dans des espaces hilbertiens 
J1t).., qui jouent la role de composantes de la representation regu-
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liere de G dans la somme continue des J/t)'" De telles representa­
tions irreductibles U),,: G ~ ,fit)" sont definies comme des repre­
tations induites par certaines representations du sousgroupe· 
resoluble T. Et il suffit, pour obtenir la formule de Plancherel~ 

de considerer des representations unidimensionnelles de T. (1) 
Soit A: T ~ 0* une representation unidimensionnelle de T et 

considerons 'respace J/tJ,. des fonctions x sur G telles que 

x (tk) = A (t) x (k) , fKI x (k) 12 dk < co, 

dk etant la mesure invariante de K, que nous supposons norma­

lisee de fa90n que J:k = 1. II est clair que ces fonctions sont de-

terminees par les fonctions sur K telles que x(a-k) =A(a-) x(k), 

ou keK, a-eA--:=KnT=KnA. 

Pour chaque A, on prend la representation reguliere U)" : G-+­
L7.7t\, definie par l'identite en g e G: 

U)" (g) x = Xg, ou Xg (g') = X (g' g) ; 

UJ,. est nne representation irrcductible de G (indnite par la repre­
sentation A de T) et pour qu'elle soit unitaire il suffit de se res­
treindre aux representations A telles que 1 ACt) 12 = ~(t), ou ~(t) 

est Ie quotient des mesures invariantcs a droite d'.lr (t) et a ganche 
df11 (t) de T; on prendra donc ACt) = ~ (t) 1/2 x: (t), x: (t) etant un 
caractere de T; en fait il suffit que ce soit verifie sur A, c'est a 
dire que 

A (a) = ~(a) 1/2 X (a) ; 

dorenavant nons ecrirons donc U x au lieu de UJ,.' 
La representation U x se prolonge par contiuuite a l'algebre 

de G posant, pour tout <p e f1)(G), 

Ux(<p) = iUx(g) <peg) dg, 

c'est a dire que, pour tout x c J/t)'" 

Ux(<p) x (g) =j'rX(k) A(t) ; (g-ltk) df1dt) dk. 
JTXK . 

(1) Nons sll.ivons ici un expose de R. Godement sur les groupes semi-simplise 
complexes, fait a Paris en 1958. 
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D'apres un theorenie de Harish-Chandra [3], U'1. (g) etant irre­

ductible, l'operateur U'1.(~) possede une trace. D'autre part, la 

formule ant6rieure s'ecrit 

en posant 

ce qui montreque U '1. (~) est un operateur de Hilbert-Schmidt. 

Sa trace est donnee par la relation 

On peut voir que d\Ll (t) = da dn, ou da et dn sont les mesures 

invariantes sur A et N, respectivement, convenablement norma­

lisees; et si l'on fait 

F~ (a) = ~ (a)1/2 j. r ~ (k-1 ank) dk dn 
}NXK 

on trouve finalement 

c'est la transformee de Fourier de Fqn qui va jouer Ie role de la 

transformee de Fourier de ~ dans Ie cas classique. 

On peut remarquer que si on met 

la fonction ~' est invariante par K, et 
J 

F~ (a) = (a)1/2i~' (an) dn = F~, (a) . 

. 
N ous admettrons done, en plus, que ~ est invariante par K et 

poserons simplement 



0. 
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F, (a) est a support compact et nous avons ,la for mule 

F,(a) = f~TrUx(cp) X(a) dX. 

On est' ramene alors a determiner nne mesure positive dIJ. (X) 
"'-

sur A telle que, 1 designant l'unite de G, on ait 

en effet, on voit de suite que pour une fonction cp definie par 

on obtient 

ou 

cp (g) = {CPl (gg') CP2 (g') dg', JG . 

la formule (1) nous donne alorsla Formule dePlancherel: 

3. Une relation fondamentale. -,- Pour etablir la ,formule (1), la 
methode consiste a passer du groupe G a son algebre de Lie § 
moyennant l'application exponentielleX .:-+exp X =g, qui appli­
que isomorphiquement un voisin age V de l'origine de § en un 
voisinage W de l'unite de G. On demontre qu'il est possible de 
choisir un V qui soit invariant par la groupe AdK et de se res­
treindre ensuite aux fonctions 'cP dont Ie support est dans l'image 
W d'un tel V. Ceci veut dire que l'on considere sur § les fonc­
tions cp telles que cp (X) = cp (exp X), pour tout X s V, nulles 
en dehors de V; alors cp e ~(§), cp(O) = cp(l)J (AdkX) =cp(X) 
si k e K. 

II s'agit d'abord de determiner F, a l!aide de cp, done de calculer 

J/ (an) dn moyennant une integral sur l'algebre de Lie !J{et 

d'obtenir ~ (a) a partir de f. 
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Posons a = exp H, H cf; si H est un element regulier de /J, 
on peu t ecrire 

an = exp (H + Z), avec Z c!J1; 

en effet, la correspondance Z ~ (exp H)-l exp (H + Z) = nest 
une application analytique, biunivoque et reguliere de !J1 sur son 
image N dans G; donc 

cp (an) = 4> (H + Z) 

{ cp (an) = 14> (H + Z) J dZ, 
iN Dr 

J etant Ie jacobien de la differentielle de cette application et dZ 
Ia mesure euclidienne sur !J1. On obtient 

J = II 11 - exp ( - a (H) 12 

'" > 0 . a (H) 

~ (a) = II 1 exp (a (H) 12 , 
",>0 

et on arrive donc a I'expression 

(independant 
de Z) 

F• (a) = II I exp (a (H)/2 - exp (- a (H)/2 \2 1 
T '" > 0 Ii (H) 4> (H + Z) dZ 

!J1 

Si on observe que Ie coefficient de l'integral du second membre 
est ega1 a 

I detO 1- exp (- AdH) I = /}. (H) 
§. AdH ' 

en faisant, pour Xc §, e eX) = 6. (H) cp (X), l'expression ante­
reiure devient 

F~(a) = (e(H+Z)dZ 
J !J1 

et on a e (0) = cp (0) = cp (1), avec e c ::p(§). 
Il s'agait maintenant de calculer e (0), ce qu'on fait au moyen 

de Ia transformation de Fourier dans §. Si on designe par Re 
< X, Y > la partie reelle de Ia forme de Killing de § et par, 
dX la mesure euclidienne de §, Ia transformee de Fourier de 
Ia fonction e est 

e (Y) = f e (X) exp (- iRe < X, Y » dX, 

§ 
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et on a 

8 (0) = Ie (Y) dY. 
§ 

Pour Ie calcul du second membre on utilise la formule d'inte­
gration 

I Iji (X) dX = If Iji (H + Z) II i 0: (H) \2 dH dZ 
§ fx!J1 ,,>0 

val able pour toute fonction Iji absolument integrable et invariante 
par AdK. 

On obtient 

ou 

8 (0) = lie (H + Z) II \ 0: (H) \2 dH dZ. 
,,>0 

Si on definit un operateur differentiel D sur § en posant 

D = II D(l.D(I.' 
(1.>0 

z etant une variable complexe, on peut montrer que 
A .A. 

D 8 (X) = II \ 0: (H) 12 8 (X) 
(I.> 0 

et ecrire 

8(0) = fIDe(H+Z) dHdZ. 

On montre en suite que 

I f D8 (H + Z) dH dZ ~ J D 8 (Z) dZ 

et par consequent 

8 (0) = f D 8CZ) dZ = D f 8 (Z) dZ, 

IX !J1 
puisque 8 est a support compact. 
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On arrive. ainsi a la relation fondamentale 

<p (1) = D II I exp (IX (H)) I {<p «exp H) n) dn I 
'" >0 J N H~O 

qui permet d'obtenir l'expression (1). En effet, notant encore D 
l'operateur differentiel induit sur Ie groupe G, par l'operateur D 
sur !}, on peut ecrire plus brievement 

une simple application de la theorie. de la transforma,tion de Fou­
rier au groupe abelien A montre qu~ 

DF IF (a) la-l = /1\ .. Pip (X.)m (X.) dX., 
. A 

ou on a fait m (X.) = D X. (a) la-l et dX. etant la mesure in varian-
A A-

te sur A. Du fait que FIp (<p) = Tr U't, (<p) il en resulte, finale-
ment: 

<p(l) = f~ Tr U't, (<p) m (X.) dX., 

qui est la formule (1) cherchee. 
Ajoutons seulement, pour terminer, que les caracteres X. peuvent 

s'exprimer en fonction de r parametres entiers et r parametres 
reels (r = dim j), a savoir, les valeurs prises par deux formes 

·lineaires A, v sur les eleJilents d'une base Hj, 1 ::s; j ::s; r, de ji on 
a signale que tout element de j s'eerit de far;lOn unique H = H+ + 
+ H-,avecH+ Ej\H- ej-ialorssix.(a) = exp(A(H-) + iv(H+)) 
on montre que 

m (X.) = III (A (H,,) + iv ,H",)) \2; 
,,>0 

m (X.) dX. est done bien une mesure positive. 
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