
EL AXIOMA DE ELECCION Y LA EXISTENCIA 
DE SUBGRUPOS CONMUTATIVOS 

MAXIMALES' 

por GREGORIO KLIMOVSKY 
(Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires) 

1. Introducci6n. El objeto de este trabajo es demostrar que el 
axioma de elecci6n, al que llamaremos "Z", es l6gicamente equiva
lente a la afirmaci6n simultanea de los dos siguientes enunciados 
E y F: 

E: En todo grupo existe un subgrupo conmutativo maximal (1). 
F: En todo grupo existe un subconjunto maximal respecto de la 

propiedad de que, si un elemento g del grupo estd~en el, y g no es 
identico a su inverso g-I, entonces g-l no estd en el. 

En la demostraci6n de esta equivalencia se utiliza, en lugar de 
F, el siguiente enunciado H: 

H: Para toda familia no vacia K de pares no ordenados disyuntos 
dos a dos, existe un conjunto Y que interseca a cada miembro 
de K exactamente en un elemento. 

El enunciado H constituye un caso particular del axioma de 
elecci6n en el que, en lugar de permitir que los miembros de la 
familia K posean numeros cardinales arbitrarios -no nulos-, 
se exige que el numero cardinal de cada uno de los elementos de K 
sea constantemente igual a 2. Mostowski ha demostrado (2) que 

(1) "Maximal" se entiende aquf, como en los otrosenunciados en que se emplea 
este vocablo, en el sentido de "inca paz de ampliaci6n" dentro del grupo conser
vando la propiedad indicada -en el enunciado E, esta propiedad es la de ser sub
grupo conmutativo-. Nose excluye el caso trivial en que el aludido subgrupo 
coincide con el grupo dado. 

(2) En [5], pag. 164, teorema VII. Pues si H implicara Z, como Z implica Zn 
-donde Zn es el axioma de elecci6n restringido al caso en que todos los miembros 
de la familia K poseen el mismo cardinal natural n- para cualquier numero na
tural n, tendriamos que H implicarla Zn, 10 cual, segun dicho teorema, s610 puede 
suceder si n = 20 n = 4. En nuestro trabajo nos mantendremos dentro de una 
teorfa "intuitiva" de conjuntos. Pero no existe dificultad alguna en trasladar 
nuestros razonamientos dentro de un sistema axiomatico para la teoria de conjuntos, 
del tipo empleado por Mostowski en su memoria. 
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H es estrictamente mas debil que Z. No hay dificultad en mostrar 
que H es 16gicamente equivalente a F(3), de 10 cual se desprende 
que F es tambien estrictamente mas debil que Z. E, como indicamos 
a continuaci6n, es una consecuencia inmediata de Z; no poseemos 
datos acercadesi E es'o noestrictamente. mas debil que Z. Es obvio 
que F no implica a.E, pueslo contrario involucrada que F, es decir, 
H, implica la conjunci6n 16gica .de E y F (0 sea, Z, de acuerdo con 
10 que demostraremos en este trabajo), 10 cual ida en contra de 10 
establecido por Mostowski. 

En 10 que sigue, sl A y Bson enunciados, designaremoscon 
"A. B" a la conjuncion 16gica de A y B. En particular, nuestro 
cometido sera demostrar que Z es 16gicamente equjvalente a E. F. 
Para elld sera suficiente rnostrar que Z implica E. F; que E. H 
implica Z y que F implica H. 

Z implica E .F. Esta implicacion es inmediata, reduciendose 
a la aplicaci6n de uno de los enunciados equivalentes al axioma 
de elecci6n, el ;/!ema" de Zorn (4). Pues la familia de los subgrupos 
conmutativos de un grupo dado, ordenada mediante la relaci6n 
de inclusion, es un conjunto parcialmente orden ado inductivo 
8uperiormente, de donde, en virtud del lema, debe existir un ele
mento maximal que es el subgrupo cuya existencia se afirma en E. 
Lo propio ocurre con los subconjuntos de un grupo dado que poseen 
la propiedad de que, si un elemento del grupo est a en el, el inver
so, si es distinto de el, no esta. (5) Por consiguiente, Z implica 
E y Z implica F, de donde se tiene que Z implica E. F. 

E. H implica Z. El establecimiento de esta irnplicaci6n requiere 
el examen previo de ciertas propiedades de las sucesiones finitas 
de elementos, cosa que se efectua a continuacion.(6) 

(3) No emplearemos en este trabajo el hecho de que H implica F. Tal implicaci6n 
es obvia, pues si consideramos la familia K de todos los pares no ord,enados consti
tufdos por un elemento de un grupo dado y su inverso -cuando este inverso es 
distinto del elemento en cuesti6n-, entonces la intersecci6n de la uni6n conjun
tfstica de K con el conjunto Y aludido en H, si se agregan todos los elementos 
del grupo que coinciden con su inverso, proporciona el subconjunto del grupo cuya 
ex'stencia se afirma en F. 

(4) Ver [7]. 
(5) El conjunto maximal cuya existencia se afirma en F no puede ser nulo, ya 

que el subconjunto vacio del grupo dado, si bien satisface vacuamente la propiedad 
en cuesti6n, puede ampliarse agregandole la unidad del grupo, con 10 que se obtiene 
otro subconjunto con la propiedad' aludida. 

(6) EI examen de varias de estas propiedades se efectua detaUadamente con el 
unico fin de garantizar que no se emplea forma alguna, debil 0 fuerte, del axioma 
de elecci6n en la demostraci6n de las mismas. Varios de los metodos que aqui se 
emplean pueden abreviarse considerablemente -po ej., para el establecimiento 
del lema 4, vease [3], pag. 91 y siguientes-; pero se prestan mejor para su 
generalizaci6n a casos como 'los estudiados a partir del parrafo 8. 
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2. Sucesiones. Una sucesion es una funcion cuyo dominio esta 
constituido por el conjunto de todos los numeros naturales positivos 
men ores 0 iguales que algun numero natural n eventualmente nulo; 
n es la longitud de la sucesion. (7) Si n es cero, la sucesion se dice 
nula y la designaremos con "e". Los valores de la funcion son los 
componentes de la" sucesion; en particular, el valor de la ~uncion 
para un numero i sera el "i-esimo componente" de la sucesion (co~ 
mo es obvio, el i-esimo componente puede ser identico al j-esimo 
componente, aun si i no es igual a j). Si todos los componentes 
estan en un conjunto A, diremos que la funcion es una "sucesion 
de elementos de A" 0, brevemente, una "sucesion en A". Si la 
longitud es 1, diremos que la sucesion es "unitaria"; mediante un 
abuso de lenguaje, identificaremos con frecuencia a una tal sucesion 
con su unico componente. En 10 que sigue utilizaremos las letras 
minusculas "r", "s", ... , etc., para designar sucesiones cuales
qUlera. 

Sean t y u dos sucesiones de longitud m y n respectivamente. 
Con "tu" designamos la sucesion de longitud m + n, cuyo valor 
para 1: es t(i), si 1 ;;:;; i;;:;; m, y es u(i - m) si m + 1 ;;:;; i;;:;; m + n; 
si t es e, tu es u, y si u es e, tu es t. t11: se dira el "producto" 0 "con
catenado" de t y u (obviamente, si t es una sucesion en A y u es 
una sucesion en B, tu es una sucesion en A U B). Se ve sin dificul
tad que la operacion que acabamos de definir, la operacion de con
catenacion, es asociativa; el conjunto de todas las sucesiones de 
elementos de un conjunto A resulta ser un semigrupo respecto 
de esa operacion, en el que e es la unidad (es el semigrupo libre con 
unidad engendrado Pdr A como conjunto de generadores lib res) . 

Diremos que la sucesion s es parte de la sucesion t si existen suce
siones u y v, eventualmente nulas, tales que t es usv; su v es nula 
diremos que s es un resto de t y, si u es nula, que s es un inicial de t. 
N aturalmente, de estas definiciones resulta que t es parte (resto, 
inicial) de t; diremos en este caso que t es la parte (resto, inicial) 
"impropia" de t; las demas partes de t se dir:in "pro pi as" . La su
cesion nula e tam bien es parte, resto e inicial de t; pero, salvo que 
indiquemos expresamente 10 contrario, supondremos siempre, al 
hablar de partes, resto 0 iniciales, que se trata de sucesiones no 
nulas. Diremos ademas, si la longitud de t es n y 1;;:;; k < n, que 

(7) Es decir, "sucesi6n" se entiende en este trabaio unicamente en el sentido 
de "sucesi6n finita". Y "finito" se entendera siempre en el sentido de "tener numero 
cardinal natural", si se aplica a coniuntos. 
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el k-esimo componente de t y el k + 1 - esimo componente de t son 
consecutivos ent, Si 1 ;;;:; k < j ~ n, el k-esimo componente se did, 
anterior (en la sucesion) al j-esimo componente, y este posterior 
a aquel. 

\ 
3. Conversiones. Sean ahora A y B dos determinados conjuntos 

disyuntos, y sea cp una funci6n biunivoca con dominio de val ores 
igual a B y con dominio iguala A. Si "a" designa un elemento de 
A, entonces "a*" designa a cp (a); pero si ,"a" designa un elemento 
de B, entonces "a*" design a a cp-l (a). En 10 que sigue, y mientras 
no digamos nada en contra, nos ocuparemos unicamente de suce
siones de elementos de A U B, y llamaremos S al semigrupo con 
unidad que estas constituyen respecto de la operaci6n de conca
tenaci6n. 

Sean entonces dos sucesiones t y u de S. Diremos que "t es reduc
tible a u" si existen dos sucesion.es r y s, eventualmente nulas, y un 
elemento a e A U B tal que t = raa*s y u = rs; en tal caso diremos 
tambien que "u es expandible en t". Las 9pera.ciones que transfor
man t en u y u en t (cualesquiera sean t y u, siempre que satisfagan 
la condici6n que acabamos de exponer) se denominan "reduccion" 
y "expansion" respectivamente. Si, dados r y s, existe una expan
si6n 0 una reducci6n de r en s, entonces diremos que "r es inme
diatamente convertible en s" y escribiremos "r,...., s"; diremos tam
Rien que estamos ante una "conversion inmediata" de r en s. Sea 
ahora una sucesi6n t l , t2 , • •• ,tn de elementos de S, n !1;;; 1; diremos 
que es una "conversion" -en particular, una "conversion de tr 
en tn" - si, para cada i tal que 1 ~ i < n, secumple h ,..., ti+l; 
escribiremos "h = tn" para indicar que existe una conversi6n de 
tl en tn (en particular, cualquiera sea t E S, t = t). 

Puede verse sin dificultad,sobre la base de las definiciones dadas, 
que si t, u, v E S Y t ,..., u entonces tv '" uv Y vt f'J vu. De aqui se 
tiene que si t = u entonces tv = uv Y vt = vu; pues existira una su
cesi6n de elementos de S, tl, t2, ... ,t .. , 1 ~ n, tal que t. '" ti+l para 
todo i tal que 1 ~ i < n, donde tl = t Y tn = u, por 10 que, visto 
10 dicho mas arriba, sera hv '" t2V '" . .. '" tnv, 0 sea tlV = t .. v, 
y vh ,...., Vt2 '" . .. '" vtn, de donde vt = vt. Ademas, si t = u y 
v = W, sera tv = UW, pues tv = uv = uw. La relaci6n = es, pues, 
pues, una relacion de equivalencia sobre el semigrupo S, compatible 
respecto de la operacion de concatenaci6n; e110 permite definir el 
semigrupo cociente Sf =, cuyos elementos son las clases de aqui-
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valencia de S respectode =, donde -si denotamos con "[t)" la 
clase de equivalencia que contiene a un t e 8- el producto de dos 
clases [t] y [u) es [tu] y [e) es la unidad. Por otra parte, si para todo 
t e S hacemos' t * '= an *an-l * ... a2* al *, siempre que t = al a2,' .. 

an_Ian (1 ~ n) ylos aie A UB, es facil ver que tt* = e = t*t; es 
decir, Sf = resulta ser un grupo en el que [e) es la unidad y ca
da elemento [t], t E S, posee un inver so [t) * = [t*); es el grupo libre 
engendrado por A como conjunto de generadores libres. 

4. Indices. Sea t l , t 2, . .. ,tn una conversi6n de tl en tn (1 < n). 

A cada una de las conversiones inmediatas de algun t. en ti+l (para 
. cualquier i tal que 1 ~ i < n) que constituyen la conversi6n dada 
la llamaremos "una conversion inmediata de la conversion" y, si 
se trata de una reducci6n (expansi6n), "una reducci6n (expansi6n) 
de la conversi6n" . Una con versi6n inmediata de la conversi6n dada 
-v. g., la que va de tj a ti+l (1 ~ j < n) - se dira "posterior;' a 
otra -po ej., la que va de ti a ti+l (1 ~ i < n)- sij < i. 

El indicede una conversi6n es, por definici6n, el numero de sus 
expansiones para las que existen reducciones posteriores. Vamos 
a demostrar la, siguiente proposici6n: 

LEMA 1: Dada una conversion de t en w cuyo indice es m) m > 0, 
existe otra cuyo indice· es m-1. 

Sea t l , t 2, ••• ,tn una conversi6n de ten w cuyo indice m es nuiyor 
que cero. Existiran entonces numeros i para los que 1 ~ i < n; 
laconversi6n inmediata de to en ti+l es una expansi6n, y existe un 
j, i < i < n (esto ultimo muestra que n debe ser ~ 2) tal que la 
conversi6n inmediata de tj en tj+l es una reducci6n. Consideremos 
el mayor de tales i; llamemoslo k. Entonces la conversi6n inmediata 
de tk en tk+l es una expansi6n, y la de tk+l en tk+2 es una reducci6n~ 
Pero ella quiere decir que existen dos sucesiones u, v (eventualmente 
nul as) y un elemento x de A U B tales que tk = UV Y tk+l = uxx*v, 
y que existen dos sucesiones r, s (eventualmente nulas) y un ele
mento y de A U B tales que tk+l = ryy*s y tk+2 = rs. Si u = r, 

ella quiere decir que x = y y v = s; luego tk = tk+2 Y la conversi6n 
dada puede transformarse en otra suprimiendose los terminos tk+~ 
y tk+2, ya que, si la conversi6n dada finalizaba en tk+2, deb era ser 
tk+2 = w y la nueva conversi6n finalizara en tk = '11!,' a men os que 
exist a en la conversi6n dada el componente tk-j-3, de donde el paso 
que va en la nueva conversi6n desde tk a tk+3 es identico al que iba 
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en la. primitiva co.nversion desde tkt-2 a tk+3; de cualquier mo.do., la 
conversion aSl o.btenida es tambien una conversion de taw donde 
e.J numero. de expansiones seguidas de reducciones ha disminuido 
en una unidad. 0 sea que, en este caso., ellema es cierto. 

8i Ia lo.ngitud de r es meno.r que la ]ong~tud de u disminuida an 
una unidad, entonces existira z, eventualmente nula, tal que 
u = ryy*z; sera entonces tk = ryy* zv, h+l = ryy* zxx* v y tk+2 = 

= rzxx*v. 8i definimos t\+l = rzv, se ve que tk es reductible 
a t'k+l y que t'k+l es expandible en tk+2. Po.r co.nsiguiente, si en la 
conversion dada -reemplazamo.s tk+l Po.r t'k+l' o.btenemos otra 
conversion de t en w. 8i tk+2 es el ultimo termino de la co.nversion 
dada, 0. si para todo. l tal que Iv + 2. ~ l < n la conversion inme,.. 
diata de tt en tZ+1 es una expansion, entonces en la nueva co.nversion 
el numero de expansio.nes que admiten reduecio.nes posterio.res ha 
disminufdo en una unidad respecto. de la. conversion o.riginal; es 
decir, el lema es cierto. tambiefl en este caso.. Fero. puede suceder 
que, para todo. l tal que k + 2 ~ l < n' ~ n, la conversion inme
diata de tz en tZ+1 en la da.da co.nversion sea una reduccion, en 
cuyo. caso, en la nueva co.nversion, la expansion de t'k+l en tk+2 
continua precediendo reducciones y el indice es aho.ra el mismo. 
que antes. Pero, en la nueva conversion, el mayor numero. h tal 
que 1 ~ h < n -1, para el que la conversion de th en th+l es una 
expansion que admite reducciones posteriores, es mayor en una 
unidad respecto del numero co.rresPo.ndiente de la conversion da
da. Observemo.s tam bien que en este caso la lo.ngitud de la nueva 
co.nversion es la misma que la dada, es decir, n. A identicas co.nside
raciones nos veriamos llevados, razo.nando "simetrieamente", si la 
lo.ngitud de 8 fuera meno.r que la de v disminuida en una unidad. 

8i la lo.ngitud de r es exactamente la de u diLminuida en una uni
dad, entonces exist ira un elemento 0 de A U B .tal que u = roo 
Pero ento.nces tk+l = roxx* v; como ~demas tk+1 = ryy* 8 result a 
ser 0 = y, x = y* (y x* v = 8). Puesto. que x* result a ser y**, ten
dremos x* = y, co.mo. resulta facil ver si se tiene en cuenta el ca
racter involutivo. de la o.peracion *, de acuerdo co.n su definicion. 
Luego tk = ryv, tk+l = ryy* yv y tiC+2 = ryv. 0 sea, tk = tkt.2 Y po
demos aplicar 10 dicho. para el caso u = r. Lo analogo se aplica al 
caso en que la longitud de s es exactamente la de v disminulda en 
una unid.ad. 

Todo. 10. expuesto muestra que, cualquiera sea el caso, es posible 
construir de modo inequlvo.eo. (sin emplear ninguna forma fuerte 
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o debil del axioma de eleccion), a partir de la conversion dada, otra 
en la que el in dice es m-l 0 m; ademas, si el indice se mantiene 
igual a m, la longitud debera mantenerse igual an, pero el nllmero 
h arriba aludido habra aumentado en una unidad respecto del nu
mero eorrespondiente de Ia sucesion dada. En est a ultima cir
cinstancia podemos reiterar to do el procedimiento cuantas veces sea 
necesario. Pero este proceso debe terminar forzosamente en una; 
etapa en la que el in dice m disminuye en una unidad, pues de 10 
contrario tendriamos que la longitud n de las conversiones de t en 
w que se van obteniendo se mantiene constante, en tanto que h va 
aumentando estrictamente, 10 que es un absurdo si se recuerda que 
h < n -1. Por consiguiente, el lema 1 queda demostrado. (8) 

Una consecuencia inmediata del lema 1 es la de que, si reitera
mos el procedimiento mediante el cual, dada una determinada 
conversion de t en w, obtenemos otra cuyo indice es menor en una 
unidad que el de la conversion primitiva, debemos obtener, al cabo 
de un numero finito de pasos (y de una manera inequivoca que no 
presupone el empleo de forma alguna -fuerte 0 debil- del axioma 
de eleccion), una conversion de t en w cuyo indice es cero. 0 sea: 

LEMA 2. Si t es convertible en w, debe existir una conversion de 
t en w en la que nt'nguna reduccion es posterior a alguna expansion. 

5. Formas normaf~s. Diremos ahora que una sucesion (cuyos 
componentes son, como antes, miembros de A u B) esta en forma 
normal si no puede reducirse a ninguna otra sucesion -es decir, 
si no posee dos componentes consecutivos, uno de ellos igual a un 
cierto x y el otro igual a x*. Dada una sucesion s, diremos que "t es 
una forma normal de s" si s = t Y testa en forma normal Natural
mente, dada s, siempre existen formas normales de s, las que se 
'obtienen suprimiendo pares consecutivos de componentes x y x*, 
proceso que debe acabar en un numero finito de pasos, ya que la 
longitud va disminuyendo dos unidades en cad a paso.Por otra 
parte, facil es ver que, si t y [' son formas normales de un mismo s, 
deb era sert =t'. De aqui se tiene: 

LEMA 3. Hi t Y t' son formas normales de una misma sucesion s, 
entonces debe existir una conversion de t en [' cuyas conversiones 
inmediatas sean todas expansiones. 

(8) El procedimiento utilizado en esta demostraci6n es amUogo a los empleados 
en la teoria de la ).-conversi6n. Vease [1], capitulo II, y [2], capitulos 3 y 4. 
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Pues sera t = t', por 10 cual, en virtud del lema 2, existira una 
conversion t l , t 2, . .. ,tnde t en t' en la que ninguna expansi6n esta 
seguida por alguna reducci6n. Pero, como h = testa en forma nor
mal, la conversi6n deh en t2 debe ser forzosamente una expansion. 
Por consiguiente, todas las demas conversiones inmediatas deb en 
ser tambien expansionesi ya que de otro modo tendriamos que la 
expansion deh en t2 admitiria reducciones posteriores .. 

Notemos ahora que si t y t' son formas normales de s, y si consi
deramos una de las conversiones t l , t 2, •• • ,tn cuya existencia se 
afirma en el lema 3, entonces tn, tn_I, ... , t 2, it es una conversion 
de t' en t cuyas conversiones inmediatas son todas reducciones. 
Pero, si n > 1, la conversion inmediata de tn 'en tn_l seria una reduc
cion aplicada a una forma normalt' ~ tn, 10 que no es posible. 
Luego n = 1 Y t = t'. De aqui se tiene 

LEMA 4. Cada sucesi6n posee una unica forma normal. 

Gracias allema 4, podemos ahora hablar de la forma normal de 
una sucesion s. Notemos que nada impide que, en ciertos casos, la 
tal forma normal sea la sucesion vacia 6. Ademas, puesto que la 
formanormal es llnica, el pr,oceso de supresion de elementos conse
cutivos x y x* en una sucesion s, a partir del primer par de compo
nentes de este tipo comenzando desde la izquierda, y continuando 
ana.iogamente, garantiza la obtencion constructiva de dicha forma 
normal, sin emplear ninguna forma fuerte 0 debil del axioma de 
eleccion. 

6. Forma normal de un producto de formas normales. Sean t y u 
dos sucesiones en A U B, ambas en forma normal. Sea w la forma 
normal de tu. Debera existir una conversion de tu en w; de acuerdo 
con ellema 2, esta conversion puede tomarse de modo que ninguna ' 
reduccion sea posterior a alguna expansion. Pero, si la longitud de 
talconversion es mayor que uno -10 que debe ocurrir necesaria
mente si tu no esta en forma normal-,todas las conversiones inme
diatas deben ser reducciones, ya que de otro modo la ultima seria 
una expansion, 10 que ida en contra del hecho de que el ultimo ter
mino de la conversion, w, est a en forma normal. Pero, para poder 
aplicaruna reduccion a tu, puesto que t y u estan en forma normal, 
debera ser t = ltt2 ... tn (1 ~ n), u = UIU2 ... Um (1 ~ m), donde· 
los ti y Uj son elementos de A U B, Y UI = tn *. Luego, 8i la conversion 
de tu enw tiene longitud mayor que 1 y si, de acuerdo con 10 dicho 
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mas arriba, tiene la forma k1, k2, ... , kz (1 < l), donde k1 = tu, 

kz = w, y la conversi6n inmediata de ki en ki+l es una reducci6n 
para to do z:, 1 < 1: < l, entonces, si es cierto para un i;;; l-2 
que t,,=Ul*, tn-l=U2*, ... ,t"_i+l=Ui*, sera k 1=t1 ... t"Ul ... Um, 

k2 = t 1 . .. t,,_1·U2 . .. Um . .• , k. = t1 ... tn_i+1 Ui . .. Um, ki+l = h ... t"_i 

Ui+1' .. U1. Como los iniciales y restos de formas normales es· 
tan tambien en forma normal, h .. . t,,_i Y Ui+1 ... Um no admit en 
reducciones; pero, como la conversi6n inmediata de ki+l en ki+2 es 
una reducci6n, debera ser t,,_i = Ui+l *. Por inducci6n se tiene que 
debe ser tn_'h = Uh+l * para todo h tal que 0;;; h < l - 1 (10 que 
indica que debe ser n ~ l - 1 y m ~ l - 1). 0 sea: 

LEMA 5. Sean t, u, w tres sucesiones en Jorma normal tales que 
tu = w. Si la longitud de w es la de t mas la de u, entonces w = tu. 
En caso contrario, deben existir t', u' y s en Jorma normal, s no vacia, 
tales que t = t's*, U = SUi Y w = t'u'. 

De aqui se tiene que, si la longitud de w no es la de t mas la de u, 
debe ser men or que la suma de tales longitudes; en este ultimo 
caso t y u deben ambas ser no nulas. Pero w podria tener longitud 
cero aun cuando ni t ni u fueran nulas; en este caso t' y u' deben 
ser nul as, de donde se tiene que t = s* Y u = s. Por consiguiente: 

LEMA 6. Si t y u son sucesiones en Jorma normal y tu = e entonces 
t = u*. 

7. Primeros componentes de sucesiones. Sean ahora t y u dos su
cesiones no vacias cualesquiera, en forma normal, y sea tu = ut" 
En general, esto puede suceder siendo el primer componente de t 
distinto del primero de u. Por ejemplo, si t = a (a e A U B) y 

u = a*a*, entonces tu = a* = uti analogamente si t = a y u = a*. 
Pero consideremos el caso en que t y u tienen iguallongitud y la 
forma normal de tu (que, por definici6n de forma normal y por el 
lema 4, debe ser igual a la forma de ut) no es e, Descartemos el caso 
t = u, en que obviamente los primeros componentes antes aludidos 
son identicos; ello implica descartar, de acuerdo con el lema 5, 
el caso en que la longitud de w -la forma normal de tu- es igual 
a la de tu (pues como w es forma normal de tu y ut, seria w = tu = 

= ut; pero; puesto que t po see la misma longitud que u, resultaria 
t = u, en contra del hecho de que no deseamos considerar este ulti
mo caso). Existiran entonces, siempre de acuerdo con el lema 5, 
sucesiones t', u' y s, s :¢' e, tales que t = t's*, u = su' y w = t'u'; 
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ademas u' no es vacia, pues de 10 contrario U= s, y como t tiene 
la misma longitud que u, seria t = s*, 0 sea t = u* Y tu = e, en 
contra de nuestra suposicion acerca de la forma normal de tu; por 
igual razon, tampoco t' es vacia. En forma analoga, y utilizando 
una vez mas ellema 5, se establece la existencia de u", t", z, z ~ e, 
tales que u = u"z*, t = zt" Y w. = u" t'" (pues Ia longitud de ut 
es la de tu, 0 sea mayor que la -de w); razonando como antes se 
veria que t" y u" no son vacias. Pero de w = t'u' = u" t" sale que 
el primer componente de t es identico al primer componente de u. 

De igual modo podria mostrarse que el ult.imo componente de t 

es identico al ultimo componente d~ u. Luego: 

LEMA 7. Si t Y u son sucesiones no vadas en forma normal, de igual 
longit1td, tales que la forma normal de tu no es e y tu = ut, entonces 
el primer Cultimo) componente de t es identico al primer (ultimo) 
componente de u. 

8upongamos que u sea una sucesion en forma normal, cuya lon
gitud es distinta de cero. Se ve facilmente que no es posible que 
uu = e. Pues 10 contrario, de acuerdo con ellema 6, indicaria que 
u = u*.Pero,siu = UIU2 •• • un,entoncesseriau* = Un*Un_l*" .Ul*. 

8i n = 2 m, entonces seria, para cada ~: tal que 1 ~ i ~ m, 
Ui = Un_ij-l * Y en particular Um * = Umj-l, de donde result aria que 
u no esta en forma normal, en contra de 10 supuesto. Pero si 
n = 2 m + 1, entonces seria Umj-l = Um-rl*' 10 que no es posible pues 
A y B son conjuntos disyuntos. Por consiguiente: 

Lema 8: Hi u es una sucesi6n no nula en forma normal, entonces u 
no es convertible en u * . 

Consideremos ahora una clase M no vacia de sucesiones en forma 
normal, todas de igual longitud no nula, y tales que, cualesquiera 
sean u, t eM, tu = ut. Pueden presentarse los siguientes casos: 
a) que el producto de dos elementos cualesquiera de M tenga en 
todos los casos forma normal distinta de e; entonces, de acuerdo 
con ellema 7, todos los miembros de M poseen el mismo primer 
componente y el mismo ultimo componente; b) que existan en M 
dos sucesiones t y u tales que' tu = e; entonces, por el lema 6, 
t = u* y, por ellema 8, t y u deben ser no identicas y no conver
tibles la una en la otm. N 6tese que, si existe en M algun miem
bro v distinto de t y de u, debera ser tv no convertible en e 
(pues de otro modo seria -por el lema 6- t = v* Y u = v) 
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y uv no convertible en e (pues -tambien por el lema 6 - ten
driamos u = v* y v = t); pero entonces, por el lema 7, el primer 
(ultimo) componente de v debe ser el mismo que el de t y el de u. 
Pero, si el primer componente de u es a, entonces el ultimo de u* 
es a*. 0 sea: si existe v distinto de t y de u, entonces el primer 
componente de t sera a y el ultimo sera a*. Resumiendo: si M 
tiene mas de dos elementos y uno de e11os, t, es tal que t* tam
bien esta en M, cntonces, si t comienza con un primer compo
nente a, su ultimo componente dehe ser a*; luego, 10 propio ocUrre 
con t* y con los demas elementos de M (nada impide en esta 
circunstancia que, dado v e JJ.f, v ~ t, v ~ t*, la sucesi6n v* tam
bien este en M). Por consiguiente, si existe en M un t tal que 
t* eM, y hay en M una sucesi6n con ultimo componente distinto 
de a*, donde a es su primer componente, entonces M = ~t, t*~. De 
aqui se tiene: 

Lema 9: ,sea M un con.iunto no vacio de sucesiones en forma nor
mal, todas de igual longitud no nula, tal que si t, u eM entonces 
tu = ut. Entonces todos los elementos de M tienen el mismo primer 
(ultimo) componente, salvo cuando hay en M un elemento t tal que 
i) t* e M, ii) el primer componente de t, a, es distinto de b*, donde 
b es el ultimo de t: en este ultimo caso M = ~t, t*r. 

8. La famiha K. Estamos ahora en condiciones de ocuparnos 
de la implicaci6n del enunciado Z a partir de la conjunci6n l6gica 
E. H. Sea entonces una familia cualquiera K', no vacia, de con
juntos no vados disyuntos dos a dos; vamos a mostrar que, acep
tando E y H, es posible est.ablecer la existencia de un conjunto 
que interseca a cada miembro de K exactamente en un elemento. 
Para e110 consideremos al conjunto A = UK y una funci6n biu
nivoca cualquiera (jl con dominio igual a A, cuyo dominio de valo
res sea un conjunto B disyunto con A (9). Como en el parrafo 3, 
si "a" designa un elemento de A, entonces "a*" designa a (jl(a); 

(9) En este trabajo los razonamientos se desarrollan dentro de 10 que se llama 
"teoria intuitiva de conjuntos". Si se extrema el rigor debemos reemplazar tal 
teoria por algun sistema axiomatico de la teoria de conjuntos. Como es sabido, 
exi.sten varias axiomatizaciones no equivalentes entre sf. En algunas de elIas existen 
conjuntos universales, por 10 eual podna suceder que A fuera universal y no exis
tiera B disyunto con A. Pero en tal easo puede reemplazarse A por el producto 
cartesiano de A por (1) -el conjunto unitario del numero uno-, 10 cual permite 
tomar como conjunto B al producto cartesiano de A por {2) --:el conjunto unitario 
del numero dos-; esto equivale a razonar con la familia K' de los productos carte
sianos de los X, X eK, por {Il, en lugar de razonar con K. Pero la existencia de 
un selector para K' implica obviamente la de un selector de K, por 10 cual el reem
plazo es indiferente en 10 que respecta a nuestro razonamiento. 
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pero si "a" designa a un elemento de B, entonces "a*" designa 
a <p-1(a). Con "S" nos referimos al semigrupo de todas las suce
siones (incluso la nula) de elementos de A U B. Si s E S, y ade
mas 8 = al a2 . .. an, entonces s* es la sucesi6n an * an-1 * ... a1 *. Las 
nociones de "reduccion" y "expansion" se definen exactamente 
como en el parrafo aludido. Sean dos sucesiones t y u de s. Dire
mos que hay una "conmutacion inmediata de t en u" si existen 
dos sucesiones r y s, eventual mente nulas, y dos element.oS 
a y b de A U B tales que t = rabs, U = rbas, a E X U <p (X), 
bEY U ip(Y), X E K, Y e K y X ~ Y. La operaci6n que tras
forma t en u se denomina "conmutacion inmediata". Si, dadosr 
y s, existe una expansi6n, una reducci6n 0 una conmutaC16n in me
diata de r en s, entonceS diremos que "r es inmediatamente convertible 
en s" y escribiremos; como en el parrafo 2, "r '" s"; diremos tam ... 
bien que estamos ante una "conversion inmediata" de r en s. La 
noci6n de "conversion" y la notaci6n "r = s" se introducen como 
antes, partiendo de la noci6n de "conversi6n inmediata". 

9. Partes primas. Consideremos s E S. Diremos que la sucesi6n t 
es una "parte pura" de s si es UI).a parte (10) de s cuyos compo ... 
nentes son todos elementos de X U ip (X) para algun X E K. Una 
parte pura t de s sera una "parte pura maximal" de s si no existe 
una parte pura u de s tal que t sea parte propia de u. Una parte 
de s sera una "parte primct" de s si es una parte pura maximal 

. de s cuyos compo'nentes pertenecen todos a X U cp (X) para 
algun X E K, y hay un inicial v de s, y un resto w de s, tal que 
s = vtw y ningun componente de v 0 de w esta en X U cp (X). 
Diremos que s esta en "forma canonica" si existen S1, S2,-, .. , Sn 
tales que cada s. (1 ;;i i;;i n) es una. parte prima de s y ~demas 
es s = S1S2; .. Sn. Si s estli en forma can6nica y la unica parte 
prima de s es la parte impropia, entonces diremos ques es una 
"forma canonica prima"; si los componentes de s son elementos 
de Xu cp (X), X E K, entonces s es "una forma can6nica prima 
correspondiente a X". Si s es una forma can6nica prima corres
pondiente a un -X e K, y a e A U B, a no eX U cp (X), entonces 
sa = as; la demostraci6n es por inducci6n en la longitud des. 
Si la longitud de s es 1, es decir, si s = b, b eX U cp (X), enton-

(10) Es esencial en 10 que sigue tener en cuenta que, salvo indicaci6n expresa en 
contra, las "partes" a que se hace referencia en las definiciones y lemas que se expo ... 
nen a continuaci6n no son nulds. 
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ces sa = ba y as = ab; pero ab :=: ba, pues ab t'v ba por defini
cion de "conversion inmediata". Si la afirmacion es cierta para 
las sucesiones de longitud k, entonces,si s posee longitud k + 1, 
sera 8 = b1 b2 • •• b1o+1' donde b. IS. X U <p (X) para todo i tal que 
1 ;1fi, i ;1fi, kj+ 1; de aqui se tiene que sa = b1 b2 • •• bk+la :=: b1 b2 • •• bJ;a bkt-l 

(por tratarse de una conmutacion inmediata)~ Pero, por la hi
potesis industiva, b1 b2 • •• bk abk+1 :=: ab1 b2 • •• bk bk+l. 0 sea, sa = as. 

Supongamos ahora tener s, forma canonica prima en X IS K, t forma 
canonic a prima en Y IS K, X ;i' Y. Si la longitud de -t es uno, 
acabamos de ver que es st = ts. Si para todo par s,t de sucesio
nes que esten en las condiciones descritas y ~n donde t tenga 
longitud k se cump\e que st :=: ts, entonces esto ultimo deb era ser 
ciarto para los pares en que t posea longitud k + 1. Pues sera 
t = hh. : .tktk+l; entonces, por hipotesis inductiva y por el caso 
antes considerado, sera st= sh t2 ••• tk tkt-l = h t2 ... tk Stk+l = tl t2 •.• tktk+18 

:=: ts. De aqui se tiene, por induccion: 

Lema 10: Dadas dos sucesiones s y t en A U B, tales que s es 

una forma canonica pura en X IS K, t una forma canonica pura 
en Ye K y X ;i' Y, debe cumplirse st = ts. 

Queremos ahora saber si, dada una sucesion s IS S, existe otra t 
en forma canonicatal que s :=: t .. Si Ia longitud de s es 1, esto es 
obvio bastando tomar t = s, pues s esta en forma canonica. Su,. 
pongamos que la conversion a una forma canonica sea cierta para 
todas las sucesiones de S cuya longitud sea k, y consideremos. el 
caso en que s tenga longitud k + 1. Ello quiere decir que s = s' a 
(a IS A U B), donde s' es una sucesi6n cuya longitud es k. Pero 
entonces existira t' en forma can6nica, t' "" s', tal que t' = SIS2 .•. 

Sm donde los s. (1;1fi, i ~ n) son partes prim as de t'. Pero enton
ces sera s = SIS2 ..• Sna. Si Sn es una forma can6nica prima corres
pondierite a X IS K y a IS XU q> (X), entonces Sna es una forma 
canonica prima en X y SIS2 .•. Sna es una forma canonica prima 
convertible en s. Puede suceder que a IS Xu q> (X) y ningun s. 
sea una forma canonica prima correspondiente a X; tambien en 
este caso SIS2 ... Sna es una forma can6nica convertible en s. Resta 
considerar el caso en que a IS X U q> (X) y hay un i ;i' n (1 ~ i < n) 
tal que s. sea una forma canonica prima en X. Eontnces, apli
cando reiteradamente el lema 10, se tiene SI S2 ••. Sn a = SI S2 ... 

Sn-laSn= ••• SIS2 ... Siasi+l .•. Sn; pero esta ultima sucesi6n esta 
en forma can6nica. Luego, por induccion, se tiene: 
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Lema 11: Dada una suces£6n s, existe otra t en forma can6nica 
tal que s = t. 

En general, existen varias sucesiones convertibles en s y que 
estan en forma canoni~a -po ej., si tomamos una de ellas, t, y 
alteramos el orden mutuo de sus partes prim as, utilizando e1 
lema 10 (cosa posible si t no es una forma canonica prima), obten
dremos otras formas canonicas de S-. Puede observarse que la 
demostracion del lema 11 proporciona un metodo para obtener 
la forma canonica t utilizando solamente conmutaciones inme
diatas. Recordando que s es una funcion con dominio en un con
junto de numeros naturales, es posible definir, para cada X E K 
tal que existen componentes de s pertenecientes a X U 'II (X), 
la sucesion bI , bz, ... , bm de todos los componentes de s pertene
cientes a X U cp (X) tomados en el orden creciente de los argu
mentos de quienes son val ores (y tomandose un bi , 1 ::; i ::; m, 
aunque ya haya sido obtenido antes). En tal caso, la demostra
cion del lema 11 muestra que b1b2 • •• bm es una parte prima de t, 
pues las conmutaciones inmediatas s610 permiten alterar el orden 
mutuo de elementos que no estan en un mismo Y U cpCY) para 
un Y e K. Por consiguiente: 

Lema 12: La sucesi6n t aludida en el "lema 11 puede obtenerse 
de manera que, si bI , b2, ••• bm es la sucesi6n de todos los compo
nentes de s pertenecientes a un X U cp(X), X e K, tomados en el 
orden de magnitud de los argumentos de quienes son valores, enton
ces b1 b2 • •• bm es una parte prima de t. 

Puede observarse que si se toma un X E K, y se considera el 
conjunto Sx de todas las formas can6nicas primas correspondien
tes a X, se obtiene un semigrupo respecto de la operacion de 
concatenacion, semigrupo al que llamaremos tamhien Sx, que 
constituye un subsemigrupo de S, y que posee todas las propie
dades del semigrupo que en el parrafo 3 habiamos designado con 
"S"; bastara identificar al conjunto que en el parrafo 3 habiamos 
Hamado "A" con el X ahora considerado, asi como el entonces 
llamado "B" con el cp(X). Pues las reducciones y expansiones de 
antes 10 son tambien ahora; pero como no hay conmutaciones 
inmediatas para elementos de Xu cp(X), el significado de ("con
version inmediata" y de "conversioll" empl€ados en e1 parrafo 8 
coincide para Sx con 81 utilizado en el parrafo 3:. Podremos em-
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plear entonces todos los resultados establecidos antes del parrafo 8, 
entre ellas la existencia y unicidad de formas notmales. Ello sera 
utilizado ahora del siguiente modo: diremos que una sucesi6n 
u e S esta en "forma normal" si no admite reducciones. Puede 
suceder que s e S esM en forma normal, sin que 10 esM una de 
sus form as canonicas t. Si t e8M en forma normal y en forma cano
nica, direlIlOs que esta en "forma canonica normal". Se ve sin 
dificultad que si testa en forma canonica normal, entonces, si v 
es una parte pri1ha de t que pertenece' al subsemigrupo Sx para 
un X e K, v tiene forma normal en Sx. Si t es una sucesi6n en 
forma canonica normal y s = t, diremos que "t es una forma cano
nica normal de s". Dada s e S, existe por 10 menos una forma 
canonica normal de s, la que se obtieiie considerando la sucesion t 
proporcionada por el lema 12, y procediendo luegoa reemplazar 
cada parte prima de t por su forma normal en Sx, en el sentido 
del parrafo 5, donde X eKes el conjunto de quien Ia parte prima 
es una forma canonica correspondiente. Pero,en general, exist en 
varias formas canonicas normales de un s e S; dada una de eIlas, 
puede obtenerse otra alterando el orden mutuo de' las partes 
prinias de la dada (en caso de existir varias); por ellema 10. Puede 
verse que todas las form as can6nicas normales de 8 se obtienen 
asi. Es decir: 

Lema 13: Si, t y t' son formas canonicas normales de s, enton
ces tienen las mismas partes primas 'y solo difieren en el orden 
mutuo de las mismas. 

Pues, por ser t = s y t' = s, sera t = t'. Luego existira una 
conversion t I , t 2, ••• , tn det en t' (lI = t Y tn = t'). Examinemos 
la conversion inmediata de ti en t,+ I (1 :s; i < n). Definamos, 
para un dado X e K, el "X-remanente" de una sucesion v de S 
como el producto bi b2 • •• bm de lasucesion bI , b2,' ••• , bm de todos 
los componentes de v, tomados en el orden de magnitud de los 
argument os de quienes son valores (segun la funci6n v), que sean 
miembros de X :s; rp(X); denotaremos con "vx" al X-remanente 
de v. Consideremos tiX y ti+ IX; se ve sin dificultad que son identi
cos 0 bien tix ,....,ti+ IX; pues la conversi6n inmediata de ti en ti+ I 

puede noafectar a tiX, 0, si lit afecta, sera por tratarse de una 
reduccion 0 una expansi6n -Y3: que las conmutaciones inmediatas, 
como es evidente, nocambian los X-remanentes; pero entonces 
esa reducci6n 0 expansi6n debe ser una reducci6n 0 expansion de 
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tiX en ti+ IX, Ello muestra que tlX, t2X, ... , tnX es una sucesion que, 
reemplazados los componentes consecutivos identic os por uno 
solo de ell os, se convierte en una conversion de tlX en tnX' Pero 
como los X-remanentes de sucesiones en forma canonica normal 
son sucesiones en forma normal de Sx, se tiene, porel lema 4, 
que tlX Y tnx coinciden. Luego t y t' tienen las mismas partes pri
mas y s610 difieren en el orden. 

10. Construccion del selector de la familia K. Siendo = una 
relacion de equivalenciaen S compatible con la operacion de 
concatenacion, se ve que es posible pasar al cociente Sj =, cons
tituido por las clases de equivalencia Qs correspondientes a los 
elementos s 5 S, donde Qs. Qt se define como siendo igual a 
Q(st). S/ = es un grupo cuya unidad [es Qe, donde para cada ele
mento Qs existe un inverso (Qs) * = Q(s*). Por el enunciado E, 
que estamos tomando como hipotesis, debera existir un subgrupo 
conmutativo maximal V de Sj =. Se ve facilmente que si Qr, 
Qs 5 V, entonces rs = sr; pues sera Qr. Qs = Qs. Qr, es decir, 
Q(rs) = Q(sr), que equivale a firmar rs = sr. Mas min, supon
gamos que r y s estuvieran en forma canonic a, y que Qr y Qs 
estuvieran en V. Sera r = rlr2 ... rn y s = SIS2. "Sm, donde las ri 
(1 :::;; i ~ n) 'son las partes primas de r y las Sison las partes 
primas de s (1 :::;; i :::;; m). Es facil ver que risi = Sir; para todo. i tal 
que 1:::;; i:::;; n y todo j tal que 1:::;; j :::;; m. Si ri es la parte cano
nica prima correspondiente a X 5 K, Sj la parte canonica prima 
correspondiente a Y 5 K, y X 7"" Y, entonces la afirmacion es cierta 
por ellema 10. Supongamos que X = Y. Entonces risi es el X
remanente de rs, Y ris; el X-remanente de sr. Pero, como rs- = sr, 
el X-remanente de rs debe ser convertible en el X-remanente 
de sr, segun se ve mediante un razonamiento anaIogo al empleado 
en la demostracion del lema 13.Por consiguiente: 

Lema 14: Si r y s estdn en forma canonica y Qr E V, Qs 5 V, 
entonces, si r' es una parte prima de r y s' es una parte prima de s, 
r's' = s'r'. 

Supongamos que X 5 K y que no exista s en forma canonina 
normal, s 5 S, tal que Qs 5 V y haya una parte (10) prima s' de S 

que sea una forma canonica prima (normal) en X. Como X no 
es vacfo, consideremos un elemento a cualquiera de X, y los ele
mentos Qa y Q(a*) de Sj=. Ni Qa ni Q(a*) pertenecen a V, pues 
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10 contrario significaria la falsedad de nuestra suposicion sobre X, 
ya que a y a* son sucesiones en forma canonica normal que poseen 
partes prim as (impropias) correspondientes a X. Sea Qt e V, t en 
forma canonica normal; todas las partes prim as de t no seran 
partes prim as correspondientes a X. Supongamos que sea t = tl 
t 2 • •• tn (1 ::s;; i ::s;; n), donde las t son las partes prim as de t. Enton
ces, por aplicaciones reiteradas del lema 10, se tiene ta = t1t 2 • •• tn a 
= tl tz ... tn_l a tn = ... = a h t2 . .. tn = at, y analogamente ta * = 
= a*t. Luego sera Qt . Qa = Qa . Qt y Qt . Q(a*) = Q(a*) . Qt. 
Como Qa . Q(a*) = Q(a*) . Qa, pues Qa . Q(a*) = Q(aa*) = Qe 
y analogamente Q(a*) . Qa = Qe, entonces, si llamamos T al 
conjunto de todas las sucesiones en forma canonica normal expre
sables como UIU2 ••. U m (1 ::s;; i ::s;; m), donde cada u. es a, a* 0 es 
tal que QUi e V, entonces la familia W de todos los Qu donde 
u e T constituye un subgrupo conmutativo de Sf = quecontiene 
a V (pues para cada Qt de V existe t' E T tal que Qt = Qt', por 
definicion de forma canonica normal y el lema 13; peroW con
tiene propiamente a V, pues tambien contiene a Qa y Q(a*). 
Esto ultimo contradice la maximalidad de V, de modo que mues
tra suposici6n inicial sobre X es falsa. De aqui se tiene: 

Lema 15: Para cada X E K, existe al menos una sucesion en forma 
canonica normal s e S, tal que Qs E V y existe una forma canonica 
prima s' correspondiente a X que es una parte prima de s. 

Sea ahora X e K. Consideremos al conjunto J de todas las 
formas canonicas prim as normales t correspondientes a X para 
las que existe una sucesion s (dependiente de t) en forma cano
nica normal tal que Qs e V y t es una parte (10) prima de s . . Por 
ellema 15, J no es vacio. Existira entonces un numero natural k 
tal que existen en J sucesiones de longitud k (11), pero no suce
siones de longitud menor que k. Sea M1' e1 conjunto de tales su
cesiones de J de longitud k. Sea t y n dos elementos de M "'; exis
tiran entonces sucesiones v y w en forma canonica normal tales 
que t es parte prima de v, u es parte prima de w, Qv E V Y Qw E V. 
Por el lema 14, sera tu = ut. Consideremos el semigrupo S1' de 
todas las sucesiones cuyos componentes estan en Xu cp(X). 
M., resulta ser un conjunto no vacio de sucesiones de S1' en forma 
normal, de igual longitud no nula, tal que si t, n E M l' entonces 

(11) De acuerdo con 10 observado en la nota (10), k debe ser un mlmero natural 
positivo. . 
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tu = ut. Por ei lema 9, todos los miembros'de Mz poseeh igual 
primer componente, salvo el caso en el que M = iv, v* ~ y el 
primer componente a de v noes igual a b, donde b* es el ultimo 
componente de v. Podemos entonces definir un conjunto Uz del 
siguiente modo: se toman todos los primeros componentes de 
miembros de M z , distinguiendose los siguientes casos: 1) hay un 
unico primer componente a comun a todos los miembros de M z; 
entonces Uz = {a~ si a aX y Uz = {a*r si a a cp(X);2) hay dos 
elementos a y b que son primer os componentes de miembros de 
M ~ (seran respectivamente los primeros componentes de v y v*, 
de acuerdo con 10 dicho mas arriba); entonces Uz = {a, br si 
a, b a X, Uz = {a*, b*r si a, b a cp(X), U = ia*, b r si a a cp(X) 
y b aX, U = {a, b*r si a aX y b a cp(X). Se ve que Uz eX y 
es un conjunto unitario 0 un par no orden ad 0 segun el caso. Sea U 
la familia de todos los U x, X a K, que son pares no ordenados. 
Como estamos utilizando el enunciado H como hip6tesis, existira 
un conjunto Y que interseca a cada miembro de U exactamente 
en un elemento. Podemos ahora construir un conjunto "selec
tor" de K,' es decir, un conjunto que interseca a cada miembro 
de K exactamente en un elemento, del siguiente modo: para 
X a K hagamos P z = Uz si Uu posee un unico elemento, y P z = 
= Uz n Y si Uz posee dos elementos., El conjunto P = U P z 

. zeK 

es el selector de la familia K cuya existencia se deseaba estable
cer. Puesto que la familia K es cualquiera, queda demostrado el 
enunciado Z a partir de los enunciados E y H. 

11. Demostracion de queel enunciadoF implica al H. Para esta
blecer esta implicaci6n, consideremos ahora una familia K cual
quiera no vacia de pares no ordenados disyuntos dos a dos. Sea 
A = UK, y consid,eremos el conjunto de todl;ts las sucesiones 
(eventualmente nulas) en A. Diremos que "s es reductible at", 
s, t a S -donde S es el aludido conjunto de sucesiones en A-, 
si existen sucesiones r y u (eventualmente nulas), y elementos 
a y b de, un mismo X a K, a :;6 b, tales que s = rabu y t = ru; 
en tal caso diremos que lit es expansible en s". "Conversion inme
diata", ""-''', "conversion" y "=" se definen como en el parraf 0 

3. Si a a X a K, entonces a* es b, donde b a X y a :;6 b. Si s as, 
s* se define como en el parrafo 3. Como antes, se ve que la rei a
cion = es una relaci6n de equivalencia compatible con la ope-

• 
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raci6n de concatenaci6n, de modo que si consideramos a Sco~ 
rno semigrupo respecto a dicha operaci6n, S/ = result a ser un 
grupo en el que [e], la clase de equivalencia que contiene a e, 
es la unidad, y para cada clase deequivalencia [s], donde s ; S, 
existe un inverso [s]* = [s*] (el producto de [s] y [t] se define, 
como siempre, haciendolo igual a [st]). Por otra parte, puede 
verse sin dificultad que las demostraciones de los lemas 1 a 4 
pueden rapetirse sin mayor modificaci6n, utilizando las sucesiones 
del actual sernigrupo S. Esto permite introducir aqui, en forma 
anologa a la efectuada en el pa,rrafo 5, la nocion de "sucesi6n. 
en forma norm~l"; en particular, resultara, para toda sucesion s 
de S, existir una y solo una sucesion en forma normal, t, tal que 
s = t: sera "la forma normal de s". Consideremos un X de 'K, 
y sean a y bIos dos elementos de X. Como a y b estan en forma 
normal y son distintos, resultara ser [aJ ~ [b], pues 10 contrario 
significaria que a = b, 10 cual va en contra de la unicidad de la 
forma normal. Pero b = a*, 0 sea que [aJ* = [bJ; luego [aJ* ~ raJ. 
Pero, si aceptamos el enunciado F como hipotesis, existira un 
conjunto V, sUbconjunto de S/=, tal que un elemento de S/=, dis~ 
tinto de Sll inverso, esta en V si y solo si su inverso no 10 esta;, 
de aqui resulta en especial que, para el conjunto X antes men
cionado, [a] esta en V si y solo si [b J no esta en V. Definiendo 
P", = {ar si [a] e V, 0 P", = [b] si b s V, y definiendo Y = UP"" 
se tiene que v es un conjunto que interseca a cada X s K exacta
mente en un elemento; 0 sea, hemos demostrado la existencia 
del conjunto Y men cion ado en el enunciado H. Es decir, F implica 
H: Y con ella se cierra la cadena de implicaciones necesarias para 
establecer la equivalencia de Z con E. F. 

12. Equivalencias con axiomas "debiles" de elecci6n. Si se exami
nan las demostraciones anteriores, puede verse sin dificultad que 
el grupo S/= mencionado en el parrafo 10 es isomorfo al pro
ducto directo debil (12) de los grupos S",/= (don de S", es el sub-

(12) Ver [6], pag. 173, 0 [4], pag. 160. En este trabajo tomamos como definici6n 
de "producto directo debil" de una familia ~Gi riel de grupos, indieada por [, 
al conjunto de todas las funciones de I en la uni6n de los Gi, sujetas a la condici6n 
de que para cada una de tales funciones debe cumplirse quef(i) e Gi, sif es la fun
ci6n; la operaci6n del grupo se define estipulando que el producto f . g de dos tales 
funciones es lafunci6n h defir.ida aSI: h (i) = f (0) . g (i) para cada i e 1. La unidad 
es la funci6n que a cada i de [ hace corresponder la unidad del correspondiente 
grupo Gi ; las funciones deben ademas satisfacer el requerimiento adieional de valer 
la unidad de Gi para todo i de [ salvo a 10 mas un mlmero finito. 
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semigrupo de S 'constituido por tod~s lassucesiones cuyos c~m
ponentes estan en X,U ql(X», X'eX. Pues, dado Qs eS/"", s 
puede expresarse en forma can6nica normal Sl • S2 ... s,., donde s. 
(1 ~ i ~ n) son pfimas; si tomamos Qt e S/= tal que Qs = Qt 
entonces t debe admitir identica forma can6nica normal, salvo 
el orden de las partes primas. EHo permite expresar univocamente 
(salvo el orden de los factores) a Qscomo producto QS1. QS2 ... Qs,.. 
ElTo permite hacer' corresponder a Qs el element~ del produc
to directo debil' de los S"'/ =, X e X, caracterizado por ser 
una funci6n que vale Qe para los X de X tales que no existe i 
(1 ~ i .~ n) tal que Qs.; es un elemento 'de S"'/ =, y por valer 
Qs; para los X e X tales que hay un i (1 :s; i ~ n) tal que Qs e Sra/ = 
Sin dificultad se ve quesi Qs = Qt. Qu, donde Qs, Qt, Qu e S/ =, 
entonces el producto de ~os elementos del producto directo debil 
que correspondeh respectivamente a Qt y a Qu es el elemento 
que corresponde a Qs. Puede verse, en forma anaIoga, que igual 
situaci6n se presenta con el grupo S/ = y la familia K utilizadas 
en el parrafo 11, si se altera la definicion de "conversi6n inme
diata", permitiendo la conmutacion inmediata de elementos dis
tint os cualesquiera pertenecientes a miembros diferentes de la 
familia X (la demostraci6n de que F implica H no altera sustan
cialmente con este cambio, como ellector puede facilmente veri
ficar). De este modo, puede atenuarse la fuerza de los enunciados 
E y F restringiendo su contenido unicamente a ciertos grupos, 
los que result an de ciertos productos direct os debiles. El axioma 
de elecci6n resultaria entonces . equivalente a la conjunci6n 
16gica de los dos siguientes enunciados E' y F': 

E': En todo grupo que sea producto directo debil de alguna familia 
{G;~'iI degrupos de mas de un elemento (13), indicada pOT un 
conjunto infinito I de indices, existe un ,subgrupo conmutativo 
maximal .. 

F': En todo grupo que sea producto directo debil de alguna familia 
{Go}"I de grupos de m.as de un elemento, indicada 'por un con-

(13) El requenrriiento de que los grupos no esten constituidos por un unico ele
mento y de que eJ. conjunto I sea infinito se formula con el unico fin de que el enun
ciado E' no resulte trivialmente equivalente al E. Por otra parte, dado que Ia exis
tencia de selectores para familias finitas es un teorema de Ia teoria de conjuntos 
que no requiere el empleo de ninguna forma fuerte 0 debil del axioma de elecci6n, 
el unico caso que importa es aquel en que K es infinito, que requiere el uso de pro
ductos directos debiles de infinitos factores. 
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junto infinito I de indices, existe un subconjunto ma,x7·mal res
pecto de la propiedad de que, si 1tn elemento g del grupo estd 
en el yg no es identico a su inverso g-l, entonces g -1 .no estd 
en el. 

Debe entenderse que no se afirma que EyE' sean mutuamente 
equivalentes, ni tampoco que 10 sean F y F'; s6lo se afirma que 
el axioma de elecci6n es equivalente a las conjunciones 16gicas 
E.F, E'F.', E.F', E'.F', E.H y E'.H. 

Si se deseainvestigar que resta de estas equivalencias en el 
caso de considerar una de las formas "debiles" del axioma de 
elecci6n, en lugar del axioma mismo, conviene notar que los pro
ductos direct os debiles que aparecen en las demostraciones antes 
mencionadas tienen por conjunto de indices un conjunto cuyo 
cardinal es el mismo que el de la familia K cuyo selector deseamos 
construir. Por consiguiente, si llamamos Zm al enunciado que 
afirma la existencia de "select ores" para faroilias K de cardi
nal m (donde los miembros de K poseen cardinal cualquiera), 
E'm y F'm a enunciados anaJogos a E' y F' donde el conjunto I 
de indices posee cardinal m, y H m al enunciado anaIogo al H 
donde la familia K posee cardinal m, se ve Zm resulta l6gica
mente equivalente a las conjunciones l6gicas E'm. F'm y E'm. Hm. 
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