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RESUMEN

El espacio de las fases se puede caracterizar geométricamente
oomo una variedad diferenciable () V,, (que en las aplicaciones
fisicas es comodo suponer de clase C® o analitica) con una
forma cuadratica -diferencial externa (?) © no degenerada Yy
cerrada (V. [4], [8]):

do=0

n es el namero de grados de libertad —que supenemos finito—
y por tanto 2n es la dimension del espacio de las fases.

Brevemente: V,, es una variedad simpléctica. (Cfr. Syng=
[14] en relacién con el espacio riemanniano de las configura-
ciones).

El tensor de coeficientes de o es antisimétrico (3); demos-
tramos que sus componentes a;j (=—aj;) en cualquier sistema

* Recibido el 25 de mayo de 1961.
(*) Véase [ ], [ 1 ...., en la bibliografia final.

(*) Aplicamos sistemiticamente la técnica del calculo diferencial externo de
PoINcArRE-CARTAN ]3[, [8], [13], [5], que es mucho més que una ‘‘higher eon-
densed notation’’ (v. SYNGE, [15]. Es un instrumento de investigaciéon geométri-
ca de primer orden, intrinseco como el célculo tensorial, (puede considerarse in-
cluso como un eapitulo de este por su vineulacién con los tensores antisimétricos)
v. [15]. Aunque actualmente los fisicos lo usen muy poeo todavia — tuvo ori-
gen en la Fisica, después de los trabajos de POINCARE [11] sobre los invariantes
integrales de los sistemas dindmicos. '

(*) Se han considerado ya teorias fisicas en las que se usan tensores gii no
simétricos — incluso gij sin ninguna simetria (v. [9]. Hay algunas pequefias
diferencias en euanto al signo — que no detallamos aqui. Ver las férmulas co-
rrectas para ‘‘subir y bajar indices’’ en este caso general en dicho libro [9].
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de coordenadas locales de V,, pueden desempeiiar un papel
apnalogo al de los g, simétricos de un espacio de Riemann.
La geometria local correcta de la V,, en un punto = de
V,, es la simpléctica [16](*) de un modo andlogo al caso
riemanniano en que la geometria es localmente euclidea.

Muy frecuentemente en la Mecanica estadistica se usa indebi-
damente la geometria enclidea en V,, —tratado como si fuera
un espacio euclideo— y se usan conceptos métricos; distancias,
angulos, gradientes, etc., que no son invariantes por una trans-
formacién de contacto que transforman coordenadas canénicas
en canénicas. Ver por ejemplo la autorizada obra de Khinchin
[6]. Este defecto se sefiala en [1], pero no se corrige. En un
curso monografico del autor en el Instituto de Fisica de San
Carlos de Bariloche .y en algunas sesiones de Seminario se ha
expuesto como la geometria de la V,, con la o invariante
permite dar sentido geométrico y fisico invariante a todas las
deducciones bésicas que se precisan en Mecanica estadistica, sin
ninguna otra hipotesis supl‘ementaria"; de suerte que se puede
prescindir de los conceptos euclideos no invariantes seialados
precedentemente.

El desarrollo completo sera expuesto en una proxima memo-
ria. Aqui, aprovechando .esta reunion de la A.F. A. se exponen
brevemente los resultados principales, pero con demostraciones
completas basadas en el calculo diferencial externo.

(*) H. WEYL explica en su libro [16], ecomo introdujo el término- ¢‘symplec-
tic’’ como suced4neo griego de complejo para evitar la confusién con los. nd-
meros complejos. El grupo simpléctico real homogéneo Sp (Bn, B) es el subgrupo

J 2 .. 2, .
del GL (n, R) que deja invariante una forma A — iij ij if/"z" antisimétrica
no degenerada.

> >

El significado geométrico de 4 — O es que los vectores 2, y son conjugados
respecto a2 un complejo de bivectores. Pasando al Pm-1 proyectivo 4 — O
significa que la recta que une los dos puntos de coordenadas homogéneas z*, y’
pertenece al complejo de rectas invariante de ecuacién

S aijpii=o0
i<j
i : . .
donde pii = Z ,z,‘ son las coordenadas grassmannianas contravariantes de

una recta del complejo.
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1. SIGNIFICADO FISICO DE w v

\

"En todo entorno de un punto x de Vzn puede reprewmarw
la ® en la forma canénica

(1.1)  o=dpiAdgtidprdg+.. . +dprrdgn

en coordenadas canénicas (pl,q',p%q?% ..., p" gqt,); o es pues el
integrando del invariante integral que en. la notacién antigua
«incorrecta» se escribia.

é/dei/\dqi

extendida a cualquler superficic S del espacio de las fases.
Hay que hacer notar que la geometria de la V,, es indepen-
diente de la «solicitacién» a que se somete al sisterna. Esta
se puede caracterizar en el caso de un sistema holénomo
oonservador con ligaduras independientes del tierpo (5) por una
funcién hamxltomana H. Entonces debe ser un invariante iutegral
relativo ' :

[zpdg—Hd:

{valido solo para una curva cerrada). La invariancia relativa de
Zpdgq—Hdt en el caso de una transformacién de contacto
que no contenga el tiempo(®) equivale a la de t=Zpdgqg
y se verifida w=ut. El feorema de Stokes generalizado [8],

(12], [13]):

=[dw,
ol'p+1 Ipt1

permite relacionar los invariantes mtegrales relatwos con los
absolutos.

() Es posible —en principio— extender todo al caso relativista tratando
¢ y H como variables conjugadas. ‘
(®) La asimetria desaparece en el caso relativista. Ver observacxon precedente.
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2. LOS DEMAS INVARIANTES INTEGRALES Y EL TEOREMA DE
' LIOUVILLE.

Las potencias externas sucesivas de o
o) oAl Mo

son nulas para h>n. Para h=1, o (!)=ow, para h=1,2,...n
se obtienen formas externas invariantes elementales. Si o tiene
la forma canénica (1.1) resulta '

oW =nh! X dpiphdgirdpi:Adgih...dphAdgh

<A<l - <th
L. . .
Para h=n, — w'n) es el elemento de volumen invariante
n!

del espacio de las fases (teoremia' de ‘Liouville) fundamental
en Mecanica estadistica.

3. MECANICA ANALITICA EN COORDENADAS NO CANONICAS

La técnica de subir y bajar indices componiendo con el
tensor fundamental q;; permite asignar a todo tensor de orden
m componentes contravariantes, covariantes o mixtas de modo
invariante por cambios de coordenadas locales. Este resultado
—cuya interpretacion geométrica es una polaridad intrinseda
entre el espacio tangente T, en cada punto z y su dual 7,*—
permite poder escribir en forma tensorial todas las ecuaciones
de la Mecénica estadistica. En los n. 4, 5 y 6 indicamos algunos
aplicaciones.

4. COMPONENTES CONTRAVARIANTES DE w Y TENSOR DE JACOBI

La existencia de las ai/ es independiente de la condicion
d©=-=0 cuyo papel ain no ha sido esclarecido (7). Los coefi-

(") Siwestd escrita en la forma canénica (1.1) la d® = o se deduce inme-
diatamente, porque los coeficientes son constantes. Pero, para demostrar que w
puede escribirse en forma canénica (1.1) hay que usar la condicién dw —o [7].
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cientes de do son las componentes esenciales de un tensor
antisimétrico covariante de tercer orden b;;. Su -anulacién
(dijk=0,1,j,k=1,2,...,2n) equivale a la condicion do=0 y
también a la anulacmn de su dual 8%, que llamamos tensor de
Jacobi porque cuando © es candnica 5%k se reduce al primer
miembro de la identidad de Jacobi.

Veremos enseguida que juna consecuencia inmediata de ésto
es que las funciones de punto sobre V,, forman un dlgebra
de Lie,

5. GRADIENTE SIMPLEGTICO DE UNA FUNOION ESCALAR SOBRE 7

Los vectores de T, son los vectores tangentes de V,, en el
punto x. Son vectores contravariantes. Los vectores del espacio
dual T,* o covectores son los vectores covariantes. A .menudo
se identifican mediante la polaridad intrinseca

(5.1) rigij=ux;

no degenerada por ser det. (g;) /=0 (®). En una variedad diferen-
ciable cualquiera (sin tensor fundamental ) a toda funcion de
punto escalar f(x) corresponde intrinsecamente un campo de
covectores (esencialmente su diferencial df) cuyas componentes
en cualquier sistema de C()ordwnadas locales son las derivadas
parciales.

(5.2) \ 0f =

Si la variedad es un espacio de Riemann con el g;; inva
riante el campo de covectores puede sustituirse por el campo de
vectores dual de coeficientes o

(5.3) o O f —gii 0j f

() Conviene observar que en las aplicaciones a la Mecénica estadistica no
se puede prescindir del caso det(aii) — o (variedades simplécticas degeneradas).
En efecto, las variedades de energia constante H — cte son también simplécticas
y degeneradas por ser de dimensién impar (=2rn—1).



que tiene un significado intrinseco respecto a la geomelria
riemanniana (0! f = «derivadas contravariantes»).

En nuestro caso la (5.3) puede sustituirse por su analoga
reemplazando el tensor g;j por el antisimétrico #;; de los coefi-
cientes de o.

De este modo vemos que

A todo escalar f (x) sobre la V,, de las fases cormsponde
>

intrinsecamente un campo de vectores X (z) que llamarem()s
gradiente simpléctico de f (x).

}:gradf

>
Diremos que X deriva de un potencial simpléctico f ().
Este gradiente es invariante por las transformaciones de
contacto. El gradiente euclideo utilizado por Khinchin[6] uo
tiene esta propiedad.

6. PRODUCTO ESCALAR SIMPLECTICO

El invariante bilineal

> > .
(6.1) <o y> = oy
- >

es antisimétrico. Por tanto <z,2>=0 y no existe una métrica
invariante. En cambio (6. 1) es un producto escalar antisimétrico.
(producto escalar simpléctico) caracteristico de la geometria
simpléctica. En el caso particular ' =20if, yJMOJ g coincide (salvo
el signo) con el paréntesis d> Poisson (f,q.) de las dos fun-
ciones invariante por las transformiaciones de contacto (= sim-
plécticas globales). La propiedad (f,f)=0 tiene este notable

significado geomeétrico:
— g
El vector gradf en z, es tangente en x, a la variedad de

nivel

f (%) =1 (%)
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que difiere de la propiedad analoga de la geometria riemanniana
— .

(gradf es entonces .ortogonal a la variedad de nivel correspon-
diente). Las curvas de V,, tangentes en cada punto del vector
grad f integrales del sistema diferencial intrinseco.

dx(u —
—%(—)—~gradf<x )

estdn contenidas en las variedades de nivel f(z)=f(x,) .

7. TRANSFORMACIONES DE CONTACTO (= SIMPLECTICAS)
INFINITESIMALES

> > :
Un campo de ‘vectores X = X (x) es, por definicion, exacta-

mente lo mismo que una transformacioén infinitesimal. La condi-
cion caracteristica para que sea una transformacion simpléctica
infinitesimal es que la derivada de Lie (v.[10]) d2 o respecto

al campo )—2 (z) sea nula. Geométricamente esta condicién signi-
fica que o es invariante por translacién a lo largo de las curvas
integrales del campo. :

Se pruecba muy féacilmente utilizando una notable formula

de la teoria de las derivadas de Lie (o también directamente
>

mediante un calculo muy simple) que X (z) es una transformacion

infinitesimal simpléctica si y solo si el pfaffiano X;dxi dual
" \ .

de X (z) (X', X2,...Xn) es una diferencial exacta.

Por lo tanto localmente, en un entorno de cada punto

X(x):grEH.

8. EXPRESION TENSORIAL DE LAS ECUACIONES DE HAMILTON

El significado geométrico de las ecuaciones de Hamilton
es el siguiente:
->

dx . )
El vector «velocidad, de fase — = (x1,%2,...,2%") en un

dt
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sistema cualquiera de coordenadas locales, no necesariamente
candnico, es Lgual al gradiente sunplectvo del hamiltoniano
cambiado de signo.

Por consiguiente se pueden resumir las ecuaciones de Hamll—
ton en una sola ecuacion vectorial intrinseca :

dx
d—t:—gradfl

que admite en cualquier sistema de coordenadas dos expresiones
covariante y contravariante

La forma ordinaria de las ecuaciones de Hamilton vale sélo
en un sistema de coordenadas candnicas (en el que o se expresa

segun (1.1)). Entonces las derivadas pl éi son contravariantes

oH oH :
mientras que las 35 90 SO0 covariantes. Los cambios de sxgm)'
pt 9q v

que se presentan en dichas ecuaciones se deb2n a que las compo-
nentes contravariantes del gradiente simpléctico de H en un
sistema cualquiera coinciden con las derivadas parciales de H
en otro orden multiplicadas por factores -1 oportunos.

. ESBOZO DE OTROS DESARROLLOS

Creemos que la aplicacion mas importante de .esta concep-
cion geométrica de la V,, es la teoria de las subvariedades
que encierra una interpretacién geométrica muy sugestiva de la
integracion de los- sistemas canénicos, de la que existen ya
algunos esbozos puramente analiticos en Caratheodory(2]. Aqui
s6lo mencionaré que las subélgebras del algebra de Lie de
las funciones de punto sobre la V,, itienen como gradientes
simplécticos de sus funciones sistemas de Pfaff completaments
integrables.



— 84 — '

Las variedades integraless W de los mismos tienen siempre

un elemento de volumen invariante — lo que les hace particular-
mente utiles en las aplicaciones a la Mecénica Estadistica. Este
elemento de volumen es una forma diferencial externa que se
expresa facilmente respecto al tensor antisimétrico de W sub-
ordinado por .
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