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RESUMEN 

EI espacio dB lasfases 8e puede caracberizar 81eometricamen~e 
OOmo U1lIavariedad diferenCiabbe (1) V 2n (que en las aplicaciones 
fislicas ~s c6in~o suponer de clase Ceo 0 analitica) con' una 
forma cuadnitica ·diferencial externa (2) co nodeganerada y 
oerrada (V. [4], [8]): 

n es el nUm!ero ~3 grados de libertad -que sUPQnemos fin ito­
y por tanto 2 n res la diIll!en.si~n del e'Spac~o de las fases. 

;BI1evement18: V 2n es una variedad simplectica. (efr. Syng;~ 
[14] en relaci6n con el espacio riemanniano de las configura­
dones). 

EI tensor de coeficbntes de co res antisimettico (3); demos­
tramos que sus componentes ad C- - ah) en cualquier sistema 

* Recibido el 25 de mayo de 1961. 
(1) Vease [ ], [ ] .... , en la bibliografia final. 
(') Aplicamos sistematieamente la teeniea del ealeulo difereneial externo de 

PoINCARE-CARTAN ]3[, [8], [13], [5], que es mucho mas que una "higher con­
densed notation" (v. SYNGE, [15]. Es un instrumento de investigacion geometri­
ca de primer orden, intrinseco como el ctilculo tensorial, (puede considerarse in­
duso como un capitulo de este por su vinculacion con los tens ores antisimetricos) 

Y. [15]. Aunque actualmente los fisieos 10 usen muy poco todavia - tuvo ori· 
gen en la Fisica, despues de los trabajos de PoINCARE [11] sobre los invar!antes 
integrales de los sistemas dinamieos. . 

(3) . Se han considerado' ya teorias fisieas en las que se usan tens ores gi j no 
simetrieos - ineluso gif sin ninguna simetria (v. t9]. Hay algunas pequeiias 
difereneias en cuanto al signo - que no detallamos aqui. Ver las formulas co· 
rreetas para "subir y baJar indices" en este caso general en dicho libro [9]. 
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de coordenadas locales de V 2n pueden desempeiiar un papel 
iaIOalogo al de los 9 ii simetricos de un espaciode Rien'tllim. 

La goometria local correcta de la V 2n en un punto x de 
V 2n es la simplecticra [16] (4) de un modo analogo al caso 
riemannianoen que la geometria es localmenteeuclidea. 

Muy frecuentemente en Ia Mecanica estadistica seusa indebi­
damente la geometria enclidea en V 2n -tratado como si fnera 
un lespacio euclideo~ y se usanconceptos metricos; distancia;s, 
angulos, gradientes, etc., que no son invariantes por una tran8-
formacion de contacto que transforman coordenadas callonicas 
en canO;nicas. Ver pOl' ejemplo la autorizada obra de Khinchin 
[6]. Este defecto se seiiala en [1], pero no se corrige. En un 
curso monografico del autoren el Instituto de Fisica de San 
Carlos de Bariloche, y en algunas sesiones de Seminaria se ha 
expuesto como la geometria de la V2n con la OJ invarian~e 

permite dar sentido geometrico y fisico invariante a todas las 
deducciones basic as que se precisan en M,ecanica estadistica, sin 
ninguna otra hipotesis suplementaria, de suerbe que Be puede 
prescindir de los conreptoseuclideos no invariantes seiia!ados 
prereden temen te. 

El desarrollo completo sera expuesto en una proxima memo­
ria. Aqui,aprovl8chando ,esta reunion de la A. F. A. se exponen 
br,evemente los resultados principales, pero con demostraciones 
completas basadas en el calculo diferencial ext'erno. 

(4) H. WEYL explica en su libro [16), como il1trodujo el termino" symplec­
tic" como sucedal1eo griego de complejo para evitar la confusi6n con los. nu-­
meros complejos. El grupo simplectico real homogeneo Sp (Bn, R) es el subgrupo 

del GL (n, R) que deja invariante una forma A = "<2]" Cti; I x: Xl; I antisimetrica 
, .J Y Y 

no degenerada. 
-)0 + 

EI significado geometrico de A = 0 es que los vectores QJ, y son conjugados 
respecto a un complejo de bivectores. Pasando al P'1>-l proyectivo .A = () 
significa que la recta que une los dospuntos de coordenadas homogeneas Xi, yi 
pertenece al complejo de rectas invariante de ecuaci6n 

1: Q,ij pH = 0 

i<j 

donde Pij = I ~i, ~j \ son las coordenadas grassmannial1as eontravariantes de 

una recta del complejo. 
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1. SIGNIFICADO FISICO DE !IJ 

En todo entorno de un punto x de V2n pmlde repl'esentarst) 
Ia co 'en 1a forma can6nica 

(l. 1) 

en coordenadas canonic as (pi, q\p2, q2, ... , pn, qn,); co 'es pues el 
inoogrando del invariante integral que en Ia Ilotacion antigua 
«incorrecta)} se escribia 

If I. dpi /I d qi 
s 

extendida a cualquier superficie S del espacio de las fases. 
Hay que harer notarque Ia geometria de Ia V 2n es indepen-' 

diente de Ia « solicitacion» it que se somete al sistema. Esta 
se puede car,act'erizar len el caso de' un sistema hoionpimo 
'oonservador c6n ligaduras independientes del tieinpo (5) por una 
funcion hamiltoniana H. Entonoes debe &er un invariante iutegral 
relativo 

!I.pdq-Hdt 
c 

(valido solo p,ara una curva oerrada). La invariancia relativa de 
I. p'd q - H d t !en 'el caso de una transformaci6n de contacto 
'que no contenga el tiempo (6) lequivale a Ia de T= I. pdq 
Y se Vleritf~ co =1(] T. EI jieoflema de Btokes generalizado [81, 
[12], [13]): . 

permite relacionar los imariantes integrales relativos con los 
absolutos. 

(') Es posible -en principio- extender todo al caso relativist a tratando 
J; y H como variables conjugadas. 

(6) La asimetria desaparece en el caso relativista. Ver observaci6n precedente ... 
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2. LOS DEMAS INV ARIANTES INToEGRALES Y EL TEOREMA DE 
LIOUVILLE. 

Las pot,encias externas sucesivas de co 

son nulas para h > n. Para h = 1, co (1) = co, 0 pata h = 1, 2, ... n 
se obtienen form as 'extemas invariantJes elementales. Si co tien,e 
la forma canonica (1. 1) resulta 

0) 

d 'pit" d qit (\ d pi' j\ d qi' /I .. , d pi" /I d qih 
i,<i.<. 0 <ih 

1 
Para h = n - corn) esel elemento de volumen invarianl:e 

'n! 0 

del espado de las fas-es (tJeol'ema de Liouville)fundamentaI 
en Mecanica estadistica. 

3. MECANICA ANALITICA EN COORDENADAS NO CANONICAS 

La tecnica de subir y bajar indicescomponiendo con e1 
tensor fundamental ad permite asignar a todo tensor de orden 
m componenties contravariantes, covariantes 0 mixtas de modo 
invariante por cambios de ooordenadas locales. Este resultado 
--cuya interpretacion geometric a 8S una polaridad intrII13eqa 
~mtre d 'espacio tangente T x en cada punto x y su dual T x *' -­
permite poder escribir en forma beIliSorial todas las ecuaciones 
de la Mecanicaestadistica. En los n. 4. 5 y 6 indicamos algunos 
aplicaciones. 

4. COMPONENTES CONTRAVARIANTES DE ill Y TENSOR DE JACOBI 

Laexistencia de las aij es indep~fldiente de la condicion 
d co =-= 0 cuyo papel aim no ha sido esclarecido e)· Los 0 coefi-

(') Si ill esti eserita en la forma can6nica (1.1) Ia dm = 0 se deduce inme­
diatamente, porque los coeficientes son constantes. Pero, para demostrar que (I) 

puede escribirse en forma can6niea (1.1) hay que usar la condici6n dw =0 [7]. 
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cientes· de 'd OJ Son las componenoos esenciales de un tCIljSOr 
\8.lIltisiIp.etrico oovariante de teroer()rden b;;j'k' Su ,anulaci6n 
(bijlc = 0, i, j, k = 1,2, ... ,211) :equivale a la condici6n d OJ = 0 y 
tambilm a la anulacion de su dual bijk, que llamamos tensor de 
J~cobi porque cuando co es c;m6nica bijk Be re,duce al primer 
m~mbro de la identidad de Jacobi. 

Veremos ens<lgUida que pna consecuencia inmediata: de esto 
e,s que las funciones.de punto sobre V2n forman un algebra 
de Lie. . 

5. GRADIENTE SIMPLEQTICO' DE UNA FUNCION ESCALAR SOBRE· 172D 

Los vectofles de T x SOil los ·vectores tangentes de V 2n en el 
punto x. Son vecfurtes contravariantes. Los vector-es del espacio 
dual T x * 0 covectores son los vectores covariantes. A .. menue/I) 
se iden~ifican mediante la polaridad intrinseca 

(Q.1) 

no degenerada por 8'3r det. (aJ) -:-/::.0 (8). En una variedad diferen­
ciable cualquiera (sin t.ensor fundamental) a toda funci6n de 
punto ,escalar f (x) corresponde intrinsecamente un campo de 
covectores (esencialmente so diferencial d f) cuyas componentes 
en cualquier si;tema de coordl8nadas locale;s son las derivadas 
parciales. 

(5.2) 

Si 1a v,a,riedad es un espacio de Riemann conel 9d inva 
riante 181 campo de covectores puede sustituirse poc 81 campo de 
vectores dual de coeficienlJes . 

(5.3) 

(8) Conviene observar que en las aplicaciones a la Mecanica estadistica no· 
se puede prescindir del caso cZet(aii) = 0 (variedades simplecticas degeneradas). 
En efecto, las variedades de energia constante H = ete son tambien simplecticas 
y degeneradas por ser de dimensi6n impar· (= 211, - 1) . 
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que tiene un significado intritiseco' respecto a lageometria 
ri~m:ann~a;oo ( oi f =, « derivadns contl'(1uariantes»). 

En nuestro caso la (5.3) puede sustituirse por su amiloga 
reempl:az,andoeltensor gij po:r:el antisim.iltrico ad de los coefi­
cientes de ffi. 

De ·este modo vemos que 
A todo eso.alar f (x) sobre la V 2n de las fases corresponde 

-+ 
intrinsecamente un campo de vectores X (x) que llamarem08 
gradiente simplectico de f (x). 

-+ 
X=gradf 

-+ 
Diremos que X deriva de un pof..encial simplectico f (x). 
Este gradiente es invariante por las transformaciones de 

oo,ntacto. El gradiente euclideo utilizado por 'Khinchin [6] 110 

tie-he esta propiedad. 

6. PRODUCTO ESCALAR SIMPLECTlCO 

El invariante bilineal 

-+-+ 
(6.1) <x, y> = a,i xi yi 

-+-+ 
es antisimetrico. Por tanto <x, x>= 0 y no existe una metrica 
invariante. En cambio (6.1) ,es un producto escalar antisimetrico. 
(producto esc.alar simplectico) caracteristico de la gMmetria 
simplectica. En el caso particular xi = oi f, yi ='.Ui 9 coincide (salvo 
,el signo) con el parentesis d'! Poisson (f, g.) de las dos fun­
ciones invariante por las transform[aciones de contacto (= sim­
pIecticas glob ales ). La prqriJedad (f, f) = 0 Hene este notable 
sigpificado geometrioo: 

--+ 
El vector grad f en Xo es tangente en Xo a la variedad de 

nivel 
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que dif~8re de la propiJeda!l anaLoga de la geometria riemanniana 
-+ 

(grad I es 'entoncesortogi)nal a la variedad de nivel . correspon-
diente). Las curvas dJe V 2n tangentes en cada punto del vector 
grad f integrales del sistema diferencial intrinseco. 

dx,(u) -+ 
du =gradt(x (u» 

estan contenidas en las variedades de nivel f (x) = f (xo) .' 

7. THANSFORMAOIONES DECONTAOTO (= SIMPLECTICAS) 
INFINITESIMALES 

4 + 
Un campo devectores X = X (x) es, pOl' definicion, e~acta-

mente 10 mismo que una transformacion infinitesimal. La .concli­
cion oaracteristica para que S3a una transformaci6n simplectl:ca 
infinitesimal es que la deriuad:1 de Lie (v. [10]) d:J OJ respecto 

4 

al campo X (x) SC:1 nula. Geometricamente IBstacondicion signi-
fica que OJ ,es invariante pOl' tramlacion a 10 largo de las curvas 
integrates del campo. 

Se prueba muy facilmente utilizando una notable f6rmula 
de la teoria de las derivadas de Lie (0 tambien dil'ectamente 

4 

mediante un calculo muy simple) que X (x) ,es una translormacion 
l:nfinitesimal simplectica si y solo si el pfaffiano Xi dxi dtlal 

de X (x) (Xl, X2, ... XIl) es una diferencial exacta. 
POI' 10 tanto localmente, en un entorno de cadapunto 

-+ 
X (x}=gradH. 

8. EXPHESION TENSORIAL DE LAS ECUACIONES DE HAMILTON 

El significado geometrico de lasecuacioO!es de Hamilton 
es el siguiente: 

~ 

dx .. . 
El vecloT' «velocidad» de lase dt = (xl, :8'2, ... ,x2n) en Iln 
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sistema cualquiera de coordenadas locales, no necesariam!mte 
oan6nico, es igual al gradient.e simplectico del hamiltoniano 
cambiado de si:gno. 

Por consiguiente sepuilden resurrii'r Ids ecuaciones de Hamil­
ton en una sola ecuacion vectorial intrinseca 

~ 

dx -+ 
-=-gradH dt ' 

que admire en cualquier sistema de coorde~adasdos expresiones 
covariante y, contravariante 

La forma ordinaria de las ecuaciones de ,Hamilton vat~ solo 
en un sistema de coordenadas canonicas (en el que' co se eXl'resa 

segun (1. 1)). Entonces las derivadas pi, qi son contravariantes 

. I dH dH L b d . mlentras que as' --. ,-' -0 son covariantes. os cam ios e slgno' 
d~ d~ , , 

que se presentan en dichas ecuaciones se deb~n a que las compo­
nentes contravanantes del gradiente si~pIectioo de 1I en un 
sistema cualquiera coinciden ,con, las derivadas parciates de H 
en otro orden multiplicadas por °factores :H 1 oportunos. 

fl. ESBOZO DE OTROS DESARROLLOS 

Creemos que la aplicacion mas important'e de ,esta concep­
cion geometrica de Ja V 2n es Ia teoria de las subvariedades 
que encierra una interpretacion geometrica muy sugestiva de Ia 
integracion" de los, siatemasc(monicos, de la que existen ya 
algunos esbozos puramente analiticos en Caratlwodory (2]. Aqu! 
sOlo mencioIllare que las subalgebras del aIS\8bra de Lie 'de 
las funciones de punto sobre la V 2n ! tienen como gradiente.s 
simpIecticos de sus funciones sistemas de Pfaff oompletamentil 
integraMes. 
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Las variedades integrales W de los mismos tienen siempre 
un demento de volumen invariante - 10 que les haee particubar~ 
mente utiles en las aplicaeioJ1les a la Mecanica .Estadistiea. Este 
elemento de volu~nen es una forma diferencial <flxterna que &e 

expresa facilmente respecto al tensor antisimHrioo de TV sub­
ordinado por co. 
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