UNA RELACION ENTRE LAS CURVATURAS MEDIAS
DE CUERPOS CONVEXOS PARALELOS EN .
ESPACIOS DE CURVATURA CONSTANTE

por L. A. SANTALO

) SuMMARY. Let @ be a closed convex hypersurface of class C® of the n-di-
mensional space of constant curvature K — k°. Let Q(\) be the hypersurface
parallel to @ at distance A. Let Mi(\) denote the i-th mean curvature of
Q(\) (defined by (1.3). We prove the. identities (1.9) where M’,(\) =
= dM,(N\)/d\. From these identities we deduce some consequences for convex
curves and surfaces (n = 2,3); among them we get a proof of the inequality
(3.14) announced by Blaschke [2] and first proved by Knothe [5] by a very
different way.

1. Definiciones e identidad fundamental. Consideremos el espa-
cio de curvatura constante K. Por simplicidad de notacién pon-
dremos

(11) K=k

.con lo cual % resultard imaginario si K < 0, pero las férmulas ten-
dran siempre significado real en virtud de las igualdades

(1.2) sen 1z — % senh z, cos 1z = cosh x.

Sea @ una hipersuperficie de clase C? convexa y cerrada del es-
pacio. Sip; (¢ =1,2,...,7—1) son los radios principales de cur-
vatura de @ en el punto P ydP indica el elemento de 4rea en P,
las curvaturas medias de @ se definen por

1 1 ’ .
1.3) M= dP , i=12 ..., n—1
(1.3) "™ I (2 PhL P2 -« + Phi ) : "

Q

, T n—1 ..
donde la suma estid extendida a las ( ; ) combinacioneg de or-

den ¢ de los indices 1, 2, ..., n—1. En particular es M, = 4rea

de Q.
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Si ¢; es la linea de curvatura que corresponde a p; y E; repre-
senta la distancia geodésica de P al punto de contacto de la nor-
mal a Q en P con la envolvente de las normales a @ a lo largo de c;,
se sabe que es

tan kR‘i

(1.4) =

como puede verse en [4, p. 214].

* Ademais, si da; es el 4ngulo entre dos normales infinitamente
préximas a lo largo de ¢; en P y ds; es el correspondiente elemento
de arco de c;, es

. (15) dSiZME—duq
k
De aqui
) n--1
(16) dP = IT sen kR,, dai .

kr—1i=1

Para la hipersuperficie @ (A) paralela exterior a @ a distancia
A, €s

(1.7) Bi(A) =R, + A, dsi(h) = k—f sen k(R; + A) da; .

Por tanto, sustituyendo (1.6) y (1.7) en (1.3) resulta para
la 7 - ésima curvatura media de @ (A) la expresion

ki—n+1
(1.8) M;(\) =——

i n -1 .
2( I cos k(Rn -+ A) ILsen K(By + ) ) day das ... dag—y
=1 i j=it1 j

donde la integracién esti extendida a la esfera unidad (n—1) —
dimensional, o sea, a todos los valores de aj, a2, ..., aa—1 Que co-
rresponden a puntos P distintos de -

En un trabajo anterior [6] aplicamos la férmula (1.8) para
hallar el valor de M;()\) en funcién de las curvaturas medias M;
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de @ y de A. Nuestro objeto es ahora observar que sin necesidad de
calecular M;()A) se pueden obtener unas relaciones interesantes en-
tre sus derivadas. En efecto, derivando (1.8) respecto de A, resulta

Fi—-nt1 Ly n—1 .
M’z(A)___——(—W[——(n——l) ( i—l)krl_b+1j’/1i_1 ()t)
n—1

++1 (]

) fn—i—1 Mi+1()\)] ,
¢ bien, simplificando,
(1.9) M(A) =—1k2 Mi_y(A\) + (n—1i—1) Miz1(X):

Obsérvese que esta férmula vale también para los casos extre-
mos 1=0, t=n—1. Bs decir, la férmula (1.9) vale para
1=0,1,...,n—1.

Todavia ella se puede completar con la siguiente. Si V(A) es
el volumen del cuerpo limitado por @(A), la derivada V’(A) es el
area de Q(A) o sea, igual a M,(A). Es decir, se tiene también

(1.10) V() = Mo (2)

Para K > 0, es importante también la relacién entre las cur-
vaturas medias de dos hipersuperficies @ y @* ‘‘duales’’. Se lla-
ma hipersuperficie dual Q@* de Q a la paralela exterior a distancia
w/2k, es decir @* = Q (=/2k). Llamando M;* « la 1 - ésima curvatu
ra media de Q*, o sea a M;(=/2k), de (1.8) se deduce la formula
importante (valida par ¢=0,1,...,2—1)

(1.11) M= (—1)t g2+ M, ;4
que ya fue obtenida en [6]. Obsérvese la relacién
(1.12) M = (—1)"1 M,;.
2. Aplicacion al caso n =2, Para n =2 en vez de V tenemos
el drea F' limitada por la curva convexa @ y en vez de M, la longi-

tud L de la misma. Las férmulas (1.9) para ¢ = 0,1 dan

(2.1)  L°(\) =M:(\) , M’y(\) =—k2 L() .
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De aqui
(2.2) L”Q) -|—.k2L()¢) =0, , M7\ +kM;(A\) =0.
La primera ecuacién da
(2.8) L(A) = A cos kA + B sen kA,

Las constantes ‘A, B se determinan en funcién de L(0) =L
y L’(0) = M;, quedando

(2.4) L(\) =L cos kA4 k= M, sen kA.

Teniendo en cuenta (1.10) que aqui se escribe F’(A) = L(A),
integrando (2.4) y determinando la constante de integraciéon por el
valor F(0) = F, resulta

{2.5) FA) =F+ k' L sen kr+ k=2 M; (1—cos k).

Tenemos asi las formulas (2.4) y (2.5), bien conocidas, que
dan la longitud y el area de @(A). Ver por ejemplo Bonnesen [3,
pag. 81], Vidal Abascal [7] y Allendoerfer [1]-

Analogamente a (2.4); de la segunda féormula (2.2) se obtiene

{2.6) My(N) =M, cos kA — k L sen k.

De (2.4) y (2.6) resulta que L2(\) + (( l;—lﬂll()\) )2 es inde-

pendiente de A. Para el caso de curvatura positiva de aqui se de-
duce la propiedad isoperimétrica del circulo [3, pag. 81]. En efec-
to, sea Z(A) el circulo circunscripto a @ (A); tomando A tal que
Z(A) sea el circulo maximo de radio #—! y longitud 2 » k~1, la lon-
gitud de Q(A) es igual o superior a esta (pues los arcos entre los
puntos de contacto son geodésicas par Z(A)) o sea L(\) =2« kL.
Por tanto

(2.7) L2 4 (M /k)2 >4 n2 k=2

puesto que el primer miembro es independiente de A.
Para introducir el area de F' en vez de M;, hay que observar
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que de (2.1) y de F’(A) = L(A) se deduce F’(A) + M (A) k=2 =0,
de donde F(A) 4+ M;(A)k—2 = C = constante (independiente de A).
El valor de esta constante no resulta de lo anterior; ella estd dada
por la férmula de Gauss-Bonnet de la teoria de superficies, resul-
tando C = 2x/k2. Queda asi M;/k = 2x/k —kF y la desigualdad
(2.7) resulta ‘ '

(2.8) I2—4r F 4+ k2F2 >0

que es la clasica desigualdad isoperimétrica para las curvas esféri-
cas o, en general, para las curvas de las superficies de curvatura
constante %2. El signo de igualdad vale tnicamente cuando Q(A)
coincide con Z (M) para el valor de A en que Z(A) es el circulo ma-
ximo, o sea, solamente si @ es una circunferencia.

Observemos también que para el caso k2> 0 tenemos las rela-
ciones de dualidad (1.11), que para n =2, 1 = 0,1 se escriben

(2.9) L*=k*M, , My*=—FkL

con loreual las féfmﬁlas (2.4), (2.5) y (2.6) se pueden escribir
(2.10) L(A) =L cos kr+ L* sen ka,

(2.11) F(\) =F+k'Lsenkr+ k~*L* (1 —cos ki),
'(2.12) k=t M,(\) = L* cos kx— L sen k.

3. El caso n = 3. Para n =3, lé;' férmula (1.10) y las (1.9),
para ¢ =0, 1, 2 toman la forma

V(N =M, ()
Mo (\) =2 M; (M)

(3.1) M’y (A) =— K2 Mo(A) + Ma()
My (\) =—2k2 My(A).

Las férmulas (1.11) referentes a la dualidad, para el caso de
curvatura positiva, son (para 1 =20, 1, 2),

(8.2)  Mg*=k-2M, , M*=—DM, My* = k2 M,

?

Una primera consecuencia de (3.1) es M’a(A) 4+ k2M’9(A) =0,
de donde

(3.3) Ms(A) + k2 Mo(2\) =C,
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siendo C independiente de A. Seglin (3.2) esta relacién puede es-
cribirse :
(3.4) : . Mo*—i—Mo:Ck_z,

Como My* y M, son las areas de @* y @, un teorema de Blasch-
ke (Ver [1], férmula (32)) nos dice que € =4 ». Queda asi

(3.5) M,(A) + k2 Mo()) =4
De (3.1) se deducen también inmediatamente las relaciones
0’(A) 44 k2 Mo(N) = Co
(3.6) |
M’ (A) 4 4 k2 My(N) = C,

siendo €y y C, independientes de A.

Sustituyendo en la primera ecuaciéon (3.6) los valores duales
(3.2) y comparando con la segunda ecuacién (3.6), resulta que
debe ser O, = k2 Cy. Por otra parte, de (3.6) y (8.5) se deduce
C, 4+ k* Cy = 16 k2%r; por tanto

(3.7) Co=8x , Co=8Fk.

Con esto, integrando las ecuaciones (3.6) teniendo en cuenta
los valores iniciales My(0) =M, M, (0) =2M,(0) =2 M,,
My(0) = M,, M2’(0) =—2 k2 M,(0) = —2k2M,, resulta

(3.8) 2k 2r— Mo(A) = (2k—2r — My) cos 2kA—k—1 M, sén 2k,
(3.9) Mo(\) —2x=(M,—2x) cos 2kr—k M, sen 2kA.

Por otra parte, de (3.1) se deduce también
(3.10) W4k M, =0

de donde, con las condiciones iniciales M;(0) = M,, M,’(0) =
=k Mo+ M, =47—2k*M, (esto Gltimo segtin (3.5),

(3.11) E=YMy(\) = k=1 M; cos2kX+ (27k—2— M) sen 2 kA,
De (3.8) y (3.11) se deduce que la expresién
(3.12) D= 2nk 2—My(\))2+ k2 M:2(N)

es independiente de .
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Consideremos el caso del espacio esférico (curvatura constan-
te positiva k2 > 0). Habiendo supuesto que @ = Q(0) es convexa,
el volumen de Q(A) es creciente con A. Al crecer A llega un mo-
mento en que este volumen es igual a la mitad del volumen total
del espacio; supongamos que esto ocurra para A = Ao. En este mo-
mento, por la desigualdad isoperimétrica en el espacio esférico, el
area Mo(ro) es igual o mayor que el drea de la esfera maxima
4 7k—2, que limita el mismo volumen. Por tanto, para A = X,
el valor de D es =>4 #*k—*; como D es independiente de A esta
acotacién valdré para todo A, en particular para A =0 se tiene

(3.13) (Qak=2—M)2 + k—2M2> 4 n2 k—*

que poniendo Mo — F para indicar el area con su notacién habi-
tual, puede escribirse

(3.14) M2+ RFP—4xF>0.

Esta es la desigualdad que generaliza al espacio de curvatura
constante positiva la clasica desigualdad M2 — 4 F =0 de Min-
kowski para el caso euclidiano (k = 0).

La desigualdad (8.14) se encuentra sin demostracién en Blasch-
ke [2, férmula (I)]; la tnica demostracién que conocemos fue
dada por H- Knothe [5] y es muy distinta de la precedente.

Seria interesante ver si de las identidades generales (1.9) se
puede obtener la desigualdad (3.14) para el espacio de curvatura
uegativa y también su generalizacién al caso de » > 3 dimensiones.
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