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UNA RELACION ENTRE LAS CURVATURAS MEDIAS 
DE CUERPOS CONVEXOS PARALELOS EN. \ 

ESPACIOS DE CURVATURA CONSTANTE 

pOl' L. A. SANTAL6 

SUMMARY. Let Q be a .closed convex hypel'sul'face of class C' of the n-di­
mensional space of constant curvature K = 71;'. Let Q(l\) be the hypersurface 
parallel to Q at distance l\. Let M. (l\) denote the i-th mean curvature of 
Q(l\) (defined by (1.3). We prove the. identities (1.9) where M'i(l\) = 
= dMi(l\)/dl\. From these identities we deduce some consequenees for convex 
curves and surfaces (n = 2,3); among them we get a proof of the inequality 
(3.14) announced by Blaschke [2] and first pl'oved by Knothe [5] by a very 
different way. 

1. Definiciones e identidad {ttndamental. Consideremos el espa­
cio de curvatura constante K. Por simplicidad de notacion pon­
dremos 

(11) K=k 2 

,con 10 cual k resultara imaginario si K < 0, pero las formulas ten­
dr{m siempre significado real en virtud de las igualdades 

(1.2) . sen ix = i senh x, cos ix = cosh x. 

Sea Q una hipersuperficie de clase 0 3 convexa y cerrada del es­
pacio. Si Pi (i = 1,2, ... , n-1) son los radios principales de cur­
vatura de Q en el punto P ydP indica el elemento de area en P, 
las curvaturas medias de Q se definen por 

(1.3) Mi = --1- 1. dP 1 J 1 
(Iii) ( PM Pli2 • • • Phi ) 

, i = 1, 2, ... , 11, - 1 

Q 

donde la suma esta extendida a las ( n-1) b' . d i com maClOneg . e .or-

den i de los indices 1, 2, ... , 11 -1. En particular es Mo = area 
de Q. 
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Si Ci es la linea de curvatura que corresponde a P;y Ri repre­
senta la distancia geodesica de P al punto de contacto de la nor­
mal a Q en Peon la envolvente de las normaies a Q a 10 largo de Ci, 

se sabe que es 

(1.4) Pi = 
tan kR; 

k 

como puede verse en [4, p. 214]. 
. Ademas, si da i es elangulo entre dos normales infinitamente 

proximas a 10 largo de Ci en P y dSi es el correspondiente elemento 
de areo de Ci, es 

(1. 5) ds; = sen kR;'dui. 
k 

De aqui 

(1.6) 

Para la hipersuperficie Q(A) paralela exterior a Q a distancia 
A, es 

(1. 7) Ri(A) = Ri + A , dSi(A) = k- 1 sen k(Ri + A) du;. 

Por tanto, sustituyendo (1. 6) y (1. 7) en (1. 3) resulta para 
1a i - esima curvatura media de Q(A) la expresi6n 

(1.8) 
k i - n +1 

MiCA) =-~­
(nil) 

f SC~l cos k(R~ + A)j~~~en k(R~ + A)) du! dU2 .,. dU"-l 

donde la integracion esta extendida a la esfera unidad (n -1) -­
dimensional, 0 sea, a todos los valores de aI, a2, ... , an-l que co­
rresponden a puntas P distintos de Q. 

En un trabajo anterior [6] aplicamos la formula (1.8) para 
hallar el valor de Mi (A) en funcion de las curvaturas medias Mi 
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de Q y de A. Nuestro objeto e,g ahora observar que sin necesidad de 
calcular M,; (A) se pueden obtener unas relaciones interesantes en­
tre sus derivadas. En efecto, derivando (1. 8) respecto de A, resulta 

o bien, simplificando, 

(1. 9) 

Observese que esta formula vale tambien para los casos extre­
mos i.:..... 0,' i = n:- 1. Es decir, la formula (1. 9) vale para 
i = 0, 1, ... , n - 1. 

Todavia ella se puetle completar con la siguiente. Si V (A) es 
e1 vohimen del cuerpo limitado por Q(A), la derivada V'(A) es <ll 
area de Q (A) 0 sea, igual a Mo (A). Es decir, se tiene tambien 

(1.10) 

Para K > 0, es importallte tambien la relaci6n entre las cur­
vaturas medias de dos hipersuperficies Q y Q* "duales". Se lla­
ma hipersuperficie dual Q* de Q a la paralela exterior a distallcia 
71'/2k, es decirQ* = Q(71'/2k). Llamando Mi* alai - esima curvatu· 
ra media de Q*, 0 sea a 1IIi (71'/2k), de (1.8) se deduce la formula 
import ante (valida par i = 0, 1, . .. , n - 1) 

(1.11) 

que ya fue obtellida. en [6]. Observese la relacion 

(1.12) Mi** = (_l)n-l Mi. 

2. Aplicaci6vn al 0080 n = 2. Para n = 2 en vez de V tenemos 
el area F limitada porIa curva convexa Q y en vez de Mo la longi­
tud L de la misma. Las formulas (1.9) para i = 0,1 dan 

(2.1) , M'I(A) = - k 2 LeA) . 
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De aqul 

(2.2) L"(A) + k2L(A) = 0, , M"l(A) + k 2M 1 (A) = O. 

La primera. ecuaci6n da 

(2,.3) L(A) = A cos kA + B sen kA. 

Las constantes A, B se determinan en funcion de L(O) = L 
y L'(O) = MI , quedando 

(2.4) L(A) = L cos kA + k-1 M1 sen kA. 

Teniendo en cuenta (1.10) que aqui se escribe F'(A) = L(A), 
integrando (2.4) Y determinando la constante de integracion por Bl 
valor F(O) = F, resulta 

(2.5) F(A) =F+k-1 L sen kA+k- 2 311 (I-cos kA). 

Tenemos asi las formulas (2.4) Y (2.5), bien conocidas, que 
dan la longitud y el area de Q(A). Ver por ejemplo Bonnesen [3, 
pag. 81], Vidal Abascal [7] y Allendoerfer [1]· 

AnaJogamente a (2.4), de la segunda formula (2.2) se obtiene 

(2.6) 

De (2.4) Y (2.6) resulta que £2(A) + ( k- 1M 1 (A) )2 es inde­

pendiente de A. Para el caso de curvatura positiva de aqui se de­
duce la propiedad isoperimetrica del circulo (3, pag. 81]. En efec­
to, sea Z(A) el circulo circunscripto a Q(A); tomando A tal que 
Z (A)' sea el circulo maximo de radio k~1 y longitud 2 7r k-t, 1a 10n­
gitud de Q (A) es igual 0 superior a esta (pues los arcos entre los 
punt os de contacto son geodesicas par Z(A» 0 sea L(A) ?::-27rk- 1• 

Por tanto 

(2.7) 

puesto que el primer miembro es independiente de A. 

Para introducir elarea de F en vez de Ml, hay que observar 
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que de (2.1) y de F'(A) = L(A) se deduce F'(A) + 1l1\(A) k- 2 . 0, 
de donde F(A) + M1 (A)k- 2 = C = constante (independiente de A). 
El valor tie esta constante no resulta de 10 anterior; ella esta dada 
por la formula de Gauss-Bonnet de la teoria de superficies, resul­
tando C = 27r/k2• Queda as! llll/k =2'T1"/k-kF y ladesigualdad 
(2.7) result a 

(2.8) 

que es la clasica desigualdad isoperimetrica para las cur vas esferi­
cas 0, en general, para las curvas de las superficies de curvatura 
constante k 2 • EI signo de ignaldad vale lmicamente cuando Q(A) 
coincide con Z (A) para el valor de A en que Z (A) es el circulo ma­
ximo, 0 sea, solamente si Q es una circunferencia. 

Observemos tambien que para el caso k 2 > 0 tenemos las rela­
ciones de dualitiad (1.11), que para n = 2, i = 0,1 se escriben 

(2.9) 

con 10 cual las formulas (2.4), (2.5) y (2.6) se pueden escribir 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

L(A) = Leos kA + L* sen kA, 

F(A) =F+k- l LsenkA+k- 1 L* (l-coskA), 

k- l llll (A) =L* COSkA~L sen kA. 
I 

3. El caso n = 3. Para n = 3, Ii formula (1.10) y las (1.9), 
para i = 0, 1, 2 toman la forma 

(3.1) 

V' (A) =Mo (A) 

M'o (A) =2 Ml (A) 

M\ (A) =- k2 Mo(A) + M2 (A) 

M'2 (A) =- 2 k 2 Ml(A). 

Las formulas (1.11) referentes a la dualidad, para el caso de 
curvatura positiva, son (para i = 0, 1, 2), 

(3.2) M2* = k 2 Mo. 

Una primera consecuencia de (3.1) es M'2(A) + k 2M'o(A) = 0, 
de donde 

(3.3) 
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siendo 0 independiente de A. SegUn (3.2) esta relaci6n puede esw 

cribirse 

(3.4) Mo'" + Mo = 0 k- 2 • 

Como Mo'" y Mo son las areas de Q'" y Q, un teorema de Blasch­
ke (Ver [1], formula (32)) nos dice que 0 = 4 7r. Queda asi 

(3.5) 

De (3.1) se tleducen tambien inmediatamente las relaciones 

M'O'(A) + 4 k2 MO(A) = 0 0 

(3.6) 

siendo Co y O2 independientes de A. 
Sustituyendo en la primera ecuacion (3.6) los valores duales 

(3.2) y comparando con la segunda ecuacion (3.6), resulta que 
debe ser 02=k2 CO• Por otra parte, de (3.6) y (3.5) se deduce 
O2 + k 2 0 0 = 16 k27T'; por tanto 

(3.7) 0 0 = 87r 

Con esto, integrando las ecuaciones (3.6) teniendo en cuenta 
los valores iniciales Mo(O) =1110 , Mo'(O) =2M1 (O) =2M1r 

M2 (0) = M2, M2 '(0) _ - 2 k2 M1(0) = - 2 k2 M1, resulta 

(3.8) 2k-27r-Mo(A) = (2k- 27r -Mo) cos 2kA-k-1 M 1 sen2kA, 

Por otra parte, de (3.1) se deduce tambien 

(3.10) 

de donde, con las condiciones iniciales M 1 (0) = ill b M!' (0) = 
=k2Mo+M2=47r-2k2Mo (esto ultimo segun (3.5), 

(3.11) 

De (3.8) y (3.11) se deduce que la expresi6n 

(3.12) 

es independiente de A. 
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Consideremos el caso del e8pacio esferico (curvatura cons tan­
te positiva k 2 > 0). Habiendo supuesto que Q = Q (0) es convexa, 
el volumen de Q(A) es creciente con A. Al crecer A Ilega un mo­
mento en que este volumen es igual a la mitad del volumen total 
del espacio; supongamos que esto ocurra para A = Ao. En este mo­
mento, por la desigualdad isoperimetrica en el espacio esferico, el 
area Mo(Ao) es igual 0 mayor que el area de la esfera maxima 
4 71' k- 2, que limita el mismo volumen. POl' tanto, para A = Ao, 

el valor de D es ? 471'2 k- 4 ; como D es independiente de A, esta 
acotaci6n valdra para todo A, en particular para A = 0 se tiene 

(3.13) 

que poniendo Mo = F para indicar el area con BU notacion habi­
tual, puede escribirse 

(3.14) 

Esta es la desigualdad que generaliza al espacio de curvatura 
conBtante pooitiva la chlsica desigualdad M2_ 4 71' F ? 0 de. Min­
Rowski para el caso euclidiano (k = 0) ; 

La desigualdad (3.14) se encuentra sin demostracion en Blasch­
ke [2, formula (I)]; la unica demostracion que conocemos fue 
dada pOl' H- Knothe [5] y es muy distinta de la precedente. 

Seria interesante vel' si de las identidades generales (1. 9) Be 

puede obtener la desigualdad (3.14) para el espacio de curvatura 
negativa y tambien sugeneralizacion al caoo de n> 3 dimensiones. 
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