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RESUMEN: Se estudia la propagaclOn de los modos superiores en una 
guia de ondas cilindrica, con dos diclectricos dispuesto coaxialmellte. (Fi
gura 1). 

Se obtienen dOB tipos de soluciones y, pOl' tanto, dos modos de prop a
gacion. Se verifica que, en general, no son modos trallsversales puros (elec
tdeos 0 magneti,cos), sino combinaciones de elIos. 

Sin embargo, en algunoscasos particulares los modos se hacen transver
sales; y en uno de elIos, la superficie de separacion de los dos diehictricos 
actna -en 10 que se refiere a la estrnctura del campo- como una superficie 
met:lJica. 

Se discute el caso en que la constante de propagacion del medio de me
nor constante diele,ctrica es nula, y se encuentra que para el no existe soln
cion, salvo elcaso de simetria (funciones cilindricas de orden cero) tratado 
por L. Pincherle (" Electromagnetic waves in metal tubes ", Phys. Rev. 66, 118, 
(1948) ). 

Se han calcnlado numericamente varios modos para distintos valbres de 
los radios y de las constantes dielectricas. 

1. Sol1wiones generales. Si H y E son, respectivamente, los 
campos magnetico y electrico de una onda que se propaga en una 
guia cilindrica con BU eje a lo]argo de la coordenada z, la expre
sion general de sus componentes en coordenadas cilinuricas es: 

E (z l ' (J t) E (r) e ine • ei(UJ t- Cl.z) 
"'m '" = "'m 

con 1n = Z, r, (J y n = 1, 2, ... , siendo OJ la frecuellcia angular y 
2'1r 

Ag = -la longitud de onda medida en la guia. 
a 

(*) Recibido e1 4 de mayo de 1962. 
(**) Actualmcnte en el I.M.A.F., Universidad de Cordoba. 
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En forma detallada, las funciones radiales son, de acuerdo 

con la notaci6n habitual: 

Fig. 1 

IIzm = An I n (ler) + Bn Nn (ler) (a) 

E zm = On I n (ler) + Dn Nn (ler) (d) 
(1) 

donde J n (k1') y N n( ler) son las funciones cilindricas definidas en 
Tables of functions por E. Jahnke y F. Emde, y J'n (le1') Y N'n (kr) 

son sus derivadas con respecto al argumento le1', siendo le (la cons
tante de propagaci6n) definida por le2 = W2€P-~ a2• (2) 

Se supondra que no hay perdidas a 10 largo de la guia, es de
cir, que la pared metaIica tiene conductividad infinita y los dielec
tricos, nula. 
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Resolver el problema significa que, dada una frecuencia w (0 
una longitud de onda Ao medida en el vacio) es posible determinar: 

1) el par de valores (kl' k2 ) de cada modo que se propague; 
2) los coeficientes A, B, a y D en cada dielectrico; 
3) la longitud de onda Ag. 

Las condiciones de contorno constituyen un sistema de 6 ecua
ciones lineales homogeneas con 6 incognitas, cuya condicion de com
patibilidad define la ecuacion de autovalores: 

(X- Y l) (X-(Y2)-n2 (~_~)(~ __ .1) =0 (3) 
y2 x2 ya x2 

en donde hemos dejado a un lado el subindice n y hemos puesto: 

kl R 1 = x; k2 Rl = y; R2 / Rl = a; E2 / (1 = ( 
x - J' (x) (a) 

- x.J (x) 

Y _ ~ J'(y) N'(ay) -J'(ay) N'(Y){b) 
1- Y . J (y) N'(ay) -J'(ay) N (y) 

Y _ -.!. .. J' (y) N ( ay) -c J ( ay) N' ( y ) ( c ) 
2 - Y J (y) N(ay) -J(ay) N (y) 

(4) 

A cada valor de la frecuencia w, est a ecuacion hace correspon
der un conjunto de pares (x, y) que definen una solucion cuando 
satisfacen el sistema 

{ 
X2= (k1 Rl)2= (w2(1{t-a2) RI2 

y2= (k2 Rl)2= (w2(2{t-a2) R12 
(a) } 
(b) (5) 

La solucion del problema es, considerando como coeficiente ar
bitrario la amplitud Al de excitacion del campo magnetico: 

N'(ay) 
A2 = J(y) N'(ay) -J'(ay) N(y) . J(x) Al (a) 

J' (ay) 
B2 = J(y) N'(ay) -J'(ay) N(y) . J(x) Al (b) 

(6) 
O2 = N (ay) 

Jey) N (ay) -J (ay) N(y) .J(x) 01 (c) 

J (ay) 
Dz = J(y) N (ay) -J (ay) N(y) . J(x) 0 1 (d) 



~182= 

,Vf:1' X-Y1 Ol~'/. -.-X -Y- .Ai 
IL -( 2 

(e) (6) 

Resulta asi que, en general, no se propagan modos "E" ni 
modos "H" puros sino superposiciones de ello,S. 

Sin embargo, en e1 caso n· = ° .el sistema de 6 ecuacionescons
tituido por las condiciones de contorno se desdobla en dos sistemas 
de 3 ecuaciones cada uno, 10 que hace que las soluciones magneti
cas y electricas sean independientes entre sl, y de esa manera exis
tan modns puros. 

Se ve, ademas, que la ecuaci6n de antovalores (3) se reduce, 
para n = 0, a 

que corresponde a los casos estudiados pOI' Pincherle. 
2. Los rnodos de p1'opagacion. Los autovalores correspondien

tes a cada modo de propagacion estan definidos pOI' e1 sistema. de 
ecuaciones (3) y (5), que tambien puede escribirse aSl: 

Y1 + £ Y2 
X(x) =--2-

+V(Y1- f Y2_) 2 + n2 (~ __ ~.)(~_~) 
- 2 . y2 x2y2 x2 

x2 - y2 = w2 (El - E2) Jk R12 

(a) 

(b) 

donde (7,b) se obtiene de (5) pOl' sustracei6n de aquellas. 

) 

(7) 

El doble signa implica. la existencia de' dos soluciones inde
pendientes para cada valor de la frecuencia, Y, pOl' tanto, dos mo
dos de propagaci-on distintos. Para identificarlos recurrimos al caso 
bien conocido de una gUla homo gene a (con un solo dielectrieo), 
para 10 eual hacemos £1 ~ €2, 0 sea £ ~ 1; esto, a su vez trae co' 
mO consecuencia que x ~ y. Entonces, al tomar el signa positivo 
en (7,a) resulta X = Y1, 10 que trae como consecuencia en las (6) que 
0 1 = O2 = D2.= O. Es decir, se obtiene la soluci6n rnagnetica de 
una gUla circular homogenea. 

Si en (7,a) se considera el signa negativo resulta X = £ Y!}, 10 
que en las (6) haee que Ai = A2 = B2 = 0, que eorresponde a la 
sol1tci6n eMctrica de una gUla homogenea. POI' todo esto, a los mo-
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dos de la guia heterogenea los llamaremos, respectivamente, modo 
"tipo magnetico" y modo "tipo electrico". 

Con las soluciones (x, y) correspondientes a cada modo, te
niendo presente que de (5) se obtienen 

y que, ademas 

{ 
€2 x2 - €1 y2 = a2 (f1 - €2) R12 

x2 - y2 = w2 (f1 - f2) P. R12 

w = 2 71' c/.\.o = 2 71' / .\.0 Y fO P. 

a=271'/.\.g 

siendo c 1a ve10cidad de 1a 1uz en e1 vacio, .\.0 la longitu'd de onda 
medida en e1 vacio, y fO la constante dielectrica del vacio, entonces 
se llega a 

que permite calcu1ar Ag para ca'da par (x, y) conociendo .\.0 (1). 

La velocidad de fase en la guia, Vf = w/a variara" de acuerdo 
con 1a frecuencia, entre infinito y la ve10cidad de 1a 1uz en el me
dio de mayor constante dielectrica. Be presentarlln 'dos casos, se
gun sea €2 ~ £1 : 

a) £2> €1. Bi 02 = 1/ Y€2 p. es 1a velocidad de 1a 1uz en el me

din 2 se verifica 00 ~ Vf ~ C2, 0 10 que es 10 mismo: 0 L a L w l' €2 1". 

Dentro de este caso se tienen tres posibilidades: 

1) OLa<wY~; 

2) a=wt£lp. 

3) OJ Y £1 P. < a L w Y €2 P. 

b) £2 < €1, en cuyo caso 0 L a L w l' €1 P. 

y en forma ana10ga a1 caso a) se obtienen casos b,1), b,2) Y b,3). 

e )Es mas como do calcular con una expresion ligeramente diferente (§ 5). 
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En los casos a,l) y b,l) las partes radiales estan dadas por 
funciones oscilantes en ambos medias, mientras queen los casos 
a,3) y b,3) son oscilantes solo en los medios de mayor constante 
dielectrica. Los casos a,2) yb,2,) no tienen soluci6n. 

3. Los modosl transversales. Consideremos ahora dos casos par
ticulares que definen modos de propagacion en los cua.Ies 0 bien 
el campo H 0 el E son. transversales. 

1) En principio cabe la posibilidad de que a ciertos valores de 
w corresponda y = y i tal que 

(8) 

siendo Yi, ademas de raiz de (8), una solucion de (7) donde de
fine un valor w > o. 

La (8) implica, teniendo presente la 4,b), 

Si escribimos la 7,a) en la forma 

donde fl corresponde al signo positivo y f2 al negativo, entonces se 
advierte con facilidad que cuando Y -- Y i 

{lim fl = lim Yl = 00 

lim f2 = lim ~ Y 2 = finito 

y cada una de estas posibilidades da origen a un subcaso: 
a) Sea la solucion X = fI. Entonces de 4,a) resulta J(x) = 0 

10 que trae como consecuencia (teniendo presente tanto la (8) como 
las condiciones de contorno), que 

Y N'(ay) 
A 2 =x· J'(y) N'(ay) _J~'(;-ay~)---'N=,--;-(y----c)-J'(x) Al 

B2 =-A2 • J'(ay) / N'(ay) 
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Con esos coeficientes se obtienen expresiones de las componen
tes del campo electromagnetico en el medio 1, que son formalmente 
iguales a las de la soluci6n magnetica en una guia metalica, de 
radio R1 , llena con un solo dielectrico de constantes €1 fL. Observese, 
que la configuraci6n de campos no es la misma que en una guia 
homogenea porque para est a los autovalores esM.n dados por los 
ceros de J'(x). 

En el medio 2 esos coeficientes dan componentes de campo que 
corresponden a la estructura del campo en una guia coaxial meta
lica cuando transmiteuna onda "H", con la diferencia que, para 
r = R1, en la guia heterogenea se cumple Efj =1= 0 y Hz = 0, mien
tras que en la coaxial comun es Ee = 0 y Hz =1= o. 

b) Consideremos las soluciones X = 12. En ese caso se Uega 
a (dejando a un lado el subindice j) : 

. a (1 1 ) N'(ay) , 
A2 = ~ --;;;-;;, n . y2 - X2 J' (y) N' (ay) _ J' (ay) N' (y) y J (x) 0 1 

B2 = -A2 . J' (ay) IN' (ay) 

o N(ay) J( ) 0 
2 = J(y) N(ay) -J(ay) N(y) X 1 

D2 = - O2 . J(ay) / N(ay) 

Con estos coeficientes resulta un modo que es transversal mag
netico en el medio 1, pero no en el 2. En el medio 1 vuelve a en
contrarse analogia entre esta soluci6n y la soluci6n electric a de 
una guia homogenea, pero no la hay en el medio 2 con la de una 
guia coaxial metalica. Sin embargo, para n = 0 el modo se hace 
transversal magnetico en el medio 2. 

2) En principio, tambien cabe la posibilidad de que a ciertos 
valores de w correspondan valores y = y" tales que 

siendo y", ademas de raiz de (10), una soluci6n de (7) tal que con 
el c'orrespondiente X" defina en 7,b) una w> O. 

La (10) implica, teniendo presente la 4,b), 

Hm € Y2 = 00 

lI~Yk 
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Teniendo en cuenta la (9) ahora resulta cuando y ~ Yk: 

lim f1 = lim Y 1 = finito 

limf2=limfY2 = 00 

y, como en (1), se tienen dos subcasos: 
a) Consideremos la soluci6n X = fl. De 4,a) result a J (x) #- 0, 

10 cual, teniendo en cuenta las condiciones de contorno y la (10), 
trae como consecuencia que 0 1 = 0. Los demas coeficientes son: (de
jando a un lado el subindice k) : 

N'(ay) 
A2 = J(y) N'(ay) -J'(ay) N(y) J(x) A1 

B2 = - A2 . J'(ay) / N'(ay) 

O2 - i ~n (!._~)JL N(ay) J(x) A1 
- W f1 X2 Y2· f J' (y) N (ay) - J (ay) N' (y ) 

D2 = - O2 • J(ay) / N(ay) 

El caso 2,a es analogo all,b: la, soluci6n es un modo que tie
ne la caracteristica de ser transversal" en el medio 1 y no en el 2. 
Tambien aqui se encuentra una semejanza formal en el medio 1 
entre estas soluciones y las de un modo magnetico de una guia 
homogenea; y en el medio 2 tampoco hay semejanza entre estas so
luciones y las de una guia coaxial metalica. Para n = 0, en el me
dio 2 el campo se hace transversal electrico. 

b) Sea la soluci6n X = f2' De 4,a) resulta J(x) = 0, y con ello 

O2 = JL. N(ay) J'(x) 0 1 
fX J'(y) N(ay) -J(ay) N'(y) 

D2 = - O2 • J(ay) / N(ay) 

Con estos coeficientes, el campo en el medio 1 es estriCJtarnente 
el de una onda "E" que se propaga en una guia cilindrica homo
gene a de radio R1 y de constantes £1 11', Y el campo en el medio 2 
es estrictarnenle el de una onda "E" que se propaga en una guia 
coaxial met§Jica de radios R1 y R2 con constantes £2 11" Es de sella-
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lar que la superficie de separacion de los dos dielecticos es como una 
superficie metalica (al menos en 10 que se refiere a la estructura 
del campo electromagnetico) para estas frecuencias particulares. 

5 

2 

4 

5 

{, 

Fig. 2 

<1= 1,1 
E = 6,25 

E- 0,16 

4. Las frecuencias de corte. La frecuencia de corte tie un mo
do es aquella a la que corresponde a = 0, 0 sea Ag = 0() ; pOl' tanto, 
de las (5) resulta: 

( 1 
Yc= y'Txc; 0 sea: Yc2 -"'--Xc2 =0 
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quereemplazando en la (3) tiene como. consecuencia que pueda 
verificarse 

o bien 

La primera posibilidad tiene como soluciones pares (xc, Yc) 
que corresponden a las frecuencias de corte de los modos de tipo 
magnetico; la segunda, los correspondientes a los de tipo electrico· 

X" 

5 eYz 
V~ 

4 
EYz )(1 

J 
Vi 

Vi 

2 Xi 

0 

" 
.1 

~,. 
)(" / 

I 
I )(1 

.2 , 
I 

E =6,25 Yi I 

.! Vi 
, 

E=O,16 , 
£V2 

, a=2 
... )(1 I 

EV2 
, 

EV2 
, 

... , 
eV2 

, , 
Vi 

Fig. 3 
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5. E'Z calC1tlo numer'icQ. A partir de los valores de corte de 
cada modo y dando a y valores convenientes, se resuelven los siste
mas de ecuaciones en x formados por 7, b) con X (x) = f 1 (X,Yp) , 0 

bien con X(x) = f2(X,yP) (segfl11, corresponda) en donde YP se 
mantiene fijo. 

a.:;! 
e = 6,25 ~9 

~~~----+----------

1i-------+------J*"---

o 

a.-2 
e.-O,16 

21--..-.1t-;------

4 I-___ +~-~--

5 

a- 1,1 
€ .. 6,25 

2.~~~--~------

0,5 
1 ~e 

21---~~~---+-

o 

Fig. 4 

Con el objeto de representar los resultados graficamente en 
forma practica, conviene tener presente que cuando se esta en 1a 
frecuencia de corte 1a 7,b) toma la forma 
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y por cociente con la 7,b) se obtiene 

\.2 y2 Xl 
f\~) _~_c_ 

Ac - y2_ x2 

que junto con Ia 

permiten construir las curvas (Ao / Au, Ao / Ac), que constituyen una 
manera practica de disponer los resultados numeric·os. 

Se han calculado numericamente los siguientes casos, todos 
elI os con 1'/J=1; 19 ) a=R2/Rl=I,I; £=6,25; 29 ) a=2; 
£ = 6,25; 39 ) a = 1,1; £ = 1/6,25; 49 ) a = 2; £ = 1/6,25. Se ha 
elegido el valor £ = 6,25 porque corresponde a la constante dielec
trica del vidrio para frecuencias del orlien de 10.000 megaciclos. 

Por razones de espacio no se publican las tablas correspon
dientes. 

Quiero sefialar mi agradecimiento al Dr. Jose A. Balseiro por 
las discusiones sobre este trabajo. 


