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RESUMEN: Se estudia la propagacién de los modos superiores en una
guia de ondas ecilindrica, con dos dicléctricos dispuesto coaxialmente. (Fi-
gura 1).

Se obtienen dos tipos de soluciones y, por tanto, dos modos de propa-
gacién, Se verifica que, en general, no son modos transversales puros (eléc-
tricos o magnéticos), sino combinaciones de ellos.

Sin embargo, en algunos casos particulares los modos se hacen transver-
sales; y en uno de ellos, la superficie de separacién de los dos dieléctricos
actlia —en lo que se refiere a la estructura del campo— como una superficie
metélica.

Se discute el caso en que la constante de propagacién del medio de me-
nor constante dieléetrica es nula y se encuentra que para él mo existe solu-
cién, salvo el caso de simetria (funciones cilindricas de orden cero) tratado
por L. Pincherle (‘‘Electromagnetic waves in metal tubes’’, Phys. Rev. 66, 118,
(1948) ).

Se han calculado numéricamente varios modos para distintos valores de
los radios y de las constantes dieléctricas.

1. Soluciones generales. Si H y E son, respectivamente, los
campos magnético y eléctrico de una onda que se propaga en una
guia cilindrica con su eje a lo’largo de la coordenada z, la expre-
sién general de sus componentes en coordenadas cilindricas es:

H,,pn, (Z; T, 6, 1) = Hmm(") . 61" gi(Wt—az)
Eum (2,7, 0,1) = Eppu(r) . ein®  gitwi—a2

con m=zg,r, § y n=1,2 ..., siendo o la frecuencia angular y

2 . .
Ay :%la longitud de onda medida en la guia.

(*) Recibido el 4 de mayo de 1962.
(**) Actualmente en el I.M.A.F., Universidad de Cérdoba.
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En forma detallada, las funciones radiales son, de acuerdo
con la notacién habitual:

Fig. 1
Hopn = Andn (k) + By N,y (kr) (a)
. a 4, - , we
H,,, = —1—IC—[A,,J n (k1) -+ By N’y (kr)) —Wf;z E.. (b)
Hop= _i%‘ [Cnd'n (k) + Do Ny ()} + = Heon () '
(1)

B = Cndy (IW') + D,N, (kr’) ) (d) i
By =—14 % [Cr 'n (k7) 4 Dy N’ (k)] + 7‘”"‘ n Hep (e)

Eop =i [And' (kr) + By Ny (kr)] o B (£)

donde J, (kr) y N, (kr) son las funciones cilindricas definidas en
Tables of functions por E. Jahnke y F. Emde, y J’y (kr) y N’u (kr)
son sus derivadas con respecto al argumento kr, siendo % (la cons-
tante de propagacién) definida por k* = o’ep — a?, (2)

Se supondrid que no hay pérdidas a lo largo de la guia, es de-
cir, que la pared metélica tiene conductividad infinita y los dielée-
tricos, nula.
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Resolver el problema significa que, dada una frecuencia o (o
una longitud de onda Ao medida en el vacio) es posible determinar:

1) el par de valores (%, k2) de cada modo que se propague;

2) " los coeficientes A, B, C y D en cada dieléctrico;

3) la longitud de onda A,.

Las condiciones de contorno constituyen un sistema de 6 ecua-
ciones lineales homogéneas con 6 incognitas, cuya condicién de com-
patibilidad define la ecuacién de autovalores:

V) (Ko ¥y —m (S — V(A L)y =0

(X—7;) (X—e¥y) —n (y2 002)(y2 xz)" (3)

en donde hemos dejado a un lado el subindice n y hemos puesto:
EyRi=xz;keRi=9y; Bo/Ri=a; e/ e1=¢

. J’ ()
X= 7y ' (2)
' ’ ’ T ’ > (4)
Y, = 1 J'(y) N'(ay) —J'(ay) N'(y) (b)

= YT () N(ay) — T (ay) N ()

Y, = 1 J'(y) N(ay) —d (ay) N'(y) ()
y J (y) N(ay) —J (ay) N (y) J
A cada valor de la frecuencia o, esta ecuacién hace correspon-
der un conjunto de pares (z,y) que definen una solucién cuando

satisfacen el sistema
3?2 = (k1 By)? = (0® e p— o®) By® (a) 5y -
g2 = (ko By)? = (of & p—a?) By? m | @

La solucién del problema es, considerando como coeficiente ar-
bitrario la amplitud 4; de excitacion del campo magnético:

N’ (ay)

= T W) — @) ¥y oA @

A

— J’(ay)
B= v —raywm @4 O (6)
— N (ay) - : :
C= TN @) —d @ ¥y D ©

_ T (ay) e
D= W —d @y vy T @
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_1a X=%.
G=il/ g (o) (6)

Resulta asi que, en general, no se propagan modos ‘‘E’’ ni
modos ‘‘H’’ puros sino superposiciones. de ellos.

Sin embargo, en el caso n =0 el sistema de 6 ecuaciones cons-
tituido por las condiciones de contorno se desdobla en dos sistemas
de 3 ecuaciones cada uno, lo que hace que las soluciones magnéti-
cas y eléctricas sean 1ndepend1entes entre si, y de esa manera exis-
tan modos puros.

Se ve, ademas, que la ecuacién de autovalores (3) se reduce,
para n =20, a

(X —Y1) (X—e¥s) =0

que corresponde a los casos estudiados por Pincherle.

2. Los modos de propagacién. Los autovalores correspondien-
tes a cada modo de propagacién estdn definidos por el sistema de
ecuaciones (3) y (5), que también puede escribirse asi:

X (x) _n +2 Yo |
—c € ()
iV(Yl 2lg)2+ n2 (,gz_ . ;12)(_515.._—%2_) (a)
B —y? = (e —e) p By o (b)

donde (7,b) se obtiene de (5) por sustraccién de aquéllas.

El doble signo implica la existencia de dos soluciones inde-
pendientes para cada valor de la frecuencia, y, por tanto, dos mo-
dos de propagacién distintos. Para identificarlos recurrimos al caso
bien conocido de una guia homogénea (con un solo dieléetrico),
para lo cual hacemos e —>es, 0 sea e—>1; esto, a su vez trae co
mo consecuencia que z— y. Entonces, al tomar el signo positivo
en (7,a) resulta X = Yy, lo que trae como consecuencia en las (6) que
Cy=0Cy; =D;=0. Es decir, se obtiene la solucwn magnética de
una guia circular homogénea.

Si en (7,a) se considera el signo negativo resulta X — ¢ Yz, lo
que en las (6) hace que A; = A» = B, =0, que corresponde a la
solucién eléctrica de una guia homogénea. Por todo esto, a los mo-
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dos de la guia heterogénea los llamaremos, respectivamente, modo
““tipo magnético’’ y modo ‘‘tipo eléetrico’’.

" Con las soluciones (z,y) correspondientes a cada modo, te-
niendo presente que de (5) se obtienen

e r?—ay®=d (a—e) B
{ 12— y? = o? (o —e2) pBe®
¥y que, ademés
o=2nc/M=27/dVep
a=2x/Ag

siendo ¢ la velocidad de la luz en el vacio, Ao la longitud de onda
medida en el vacio, y ¢ la constante dieléctrica del vacio, entonces
se llega a

()\0)222 y2'——'€$2
Ag «© Yy —a

que permite calcular A, para cada par (z,y) conociendo A (%).

La velocidad de fase en la guia, v = o/a variar, de acuerdo
con la frecuencia, entre infinito y la velocidad de la luz en el me-
dio de mayor constante dieléetrica. Se presentaran dos easos, se-
gln sea e Se:

a) e >e Sico=1/ }/a es la velocidad de la luz en el me- ‘
dio 2 se verifica co == v; == ¢y, 0 lo que es lo mismo: 0= aéw]/?p.

Dentro de este caso se tienen tres posibilidades:

1) 0éa<quﬁ EFP=w?ap—a®>0
2) a=ofap .. Fk*=0
3) ofan<eZolen .. k<O

b) e < e, en cuyo caso 0= a = o V?,;
y en forma aniloga al caso a) se obtienen casos b,1), b,2) y b,3).

(*) Es méas cémodo ealeular con una expresiéon ligeramente diferente (§ 5).
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En los casos a@,1) y b,1) las partes radiales estin dadas por
funciones oscilantes en ambos medios, mientras que en los casos
a,3) y b,3) son oscilantes sbélo en los medios de mayor constante
dieléetrica. Los easos @,2) y 5,2) no tienen solucién.

3. Los modos transversales. Consideremos ahora dos casos par-
ticulares que definen modos de propagacion en los cuales o bien
el campo H o el E son transversales. '

1) En principio eabe la posibilidad de que a ciertos valores de
o corresponda y = y; tal que '

J(y;) N'(ay;) —J'(ay;) N(y;) =0 (8)

siendo y;, ademéas de raiz de (8), una solucién de (7) donde de-
fine un valor o > 0.
La (8) implica, teniendo presente la 4,b),

lim Yl = 0
y>y;

Si escribimos la 7,a) en la forma

Y4 ¥,
2

Y, —eY
f17f2= 1 2€ 2__'—

(o) (=)
(Y1—5Y2)2
2 )

14n2.

donde f; corresponde al signo positivo y f. al negativo, entonces se
advierte con facilidad que cuando y — y;

lim fs =1im Y, = finito
y cada una de estas posibilidades da origen a un subeaso:
a) Sea la solucién X = f;. Entonces de 4,a¢) resulta J(x) =0

lo que trae como consecuencia (teniendo presente tanto la (8) como
las condiciones de contorno), que

01202:1)2:0

_ Y. V' (ay) () A
4y = z  J'(y) N'(ay) — J'(ay) N'(y) (@) 4

By =—4, . J'(ay) / N'(ay)
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Con esos coeficientes se obtienen expresiones de las componen-
tes del campo electromagnético en el medio 1, que son formalmente
iguales a las de la solucién magnética en una guia metilica, de
radio R;, llena con un solo dieléetrico de constantes e p. Obsérvese,
que la configuracién de campos no es la misma que en una guia
homogénea porque para ésta los autovalores estan dados por los
ceros de J'(x). ’

En el medio 2 esos coeficientes dan componentes de campo que
corresponden a la estructura del campo en una guia coaxial met4-
lica cuando transmite una onda ‘‘H’’, con la diferencia que, para
r=R;, en la guia heterogénea se cumple Fg=<0 y H, =0, mien-
tras que en la coaxial comtn es Eg =0y H,540.

b) Consideremos las soluciones X = fo. En ese caso se llega
a (dejando a un lado el subindice j):

. a 1 1 N (ay) .

By=—A45 . J (ay) / N’ (ay)

_ N(ay)
G2 = Ty M) — T @) ¥y @ &

Dy =—C,.J(ay) / N(ay)

Con estos coeficientes resulta un modo que es transversal mag-
nético en el medio 1, pero no en el 2. En el medio 1 vuelve a en-
contrarse analogia entre esta solucién y la solucion eléctrica de
una guia homogénea, pero no la hay en el medio 2 con la de una
guia coaxial metalica. Sin embargo, para n =0 el modo se hace
transversal magnético en el medio 2.

2) En principio, también cabe la posibilidad de que a ciertos
valores de o correspondan valores y — y; tales que

J (yx) N (ayx) —dJ (ayx) N(yx) =0 (10)

siendo yx, ademas de raiz de (10), una solucién de (7) tal que eon
el correspondiente z; defina en 7,b) una o > 0.

La (10) implica, teniendo presente la 4,b),

lim eY, =
LYY
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Teniendo en cuenta la (9) ahora resulta. cuando y — yx:

lim f; =1im Y, = finito

limfzzlimngz (=]

y, como en (1), se tienen dos subcasos:

a) Consideremos la solucién X = f1. De 4,a) resulta J (x) =0,
lo cual, teniendo en cuenta las condiciones de contorno y la (10),
trae como consecuencia que C; = 0. Lios demés coeficientes son: (de-
jando a un lado el subindice k) :

B N (ay)
2= T0y) ¥ (ay) — 7 (ay) N (9)
Bo=— 4y . 7'(ay) / N'(ay)
. a 1 l_ _g N(ay)
=i n (=), T w ) —r @ v N
Dy=—C;.J(ay) / N(ay)

A

J (%) A

El caso 2,0 es andlogo al 1,b: la solucién es un modo que tie-
ne la caracteristica de ser transversal en el medio 1 y no en el 2.
También aqui se encuentra una semejanza formal en el medio 1
entre estas soluciones y las de un modo magnético de una guia
homogénea; y en el medio 2 tampoco hay semejanza entre estas so-
luciones y las de una guia coaxial metalica. Para n = 0, en el me-
dio 2 el campo se hace transversal eléctrico. :

b) Sea la solucion X = fs. De 4,a) resulta J(x) =0, y con ello

.A1:A0:_32:O

Y. N(ay) ,
C= T V) —da) vy | @O

Dy =—Cs . J(ay) / N(ay)

Con estos coeficientes, el campo en el medio 1 es estrictamente
el de una onda ‘“‘E’’ que se propaga en una guia cilindrica homo-
génea de radio R; y de constantes ¢ p, y el campo en el medio 2
es estrictamente el de una onda ‘‘E’’ que se propaga en una guia
coaxial metélica de radios R; y R con constantes e p. Bs de sefia-
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lar que la superficie de separacién de los dos dielécticos es como una
superficie metalica (al menos en lo que se refiere a la estructura
del campo electromagnético) para estas frecuencias particulares.

Xy

54

34

_ a= 1
X4 \ £-625 —

€= 016 ~--
5

EYg

64

Fig. 2

4. Las frecuencias de corte. La frecuencia de corte de un mo-
do es aquella a la que corresponde « = 0, 0 sea A, = o ; por tanto,
de las (5) resulta:

€
T, = V"é"a‘c’ ;osear —5=——, =0~
Ye ¢ . Y m?
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que reemplazando en la (3) tiene como consecuencia que pueda
verificarse

X (@) = Y1(Ye),
0 bien
X(xc) =€ Yz(yc)
La primera posibilidad tiene como soluciones pares (&, ¥c)

que corresponden a las frecuencias de corte de los modos de tipo
magnético; la segunda, los correspondientes a los de tipo eléetrico-

Fig. 3
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5. El cdleulo mumérico. A partir de los valores de corte de
cada modo y dando a y valores convenientes, se resuelven los siste-
mas de ecuaciones en x formados por 7,b) con X (z) = fi(x,¥p), 0

bien con X (z) = fo(x,y,) (segiin corresponda) en donde y, se
mantiene fijo.

%

] ae1,1
2:5\ €= 6,25
2 .

) 05 4 %: o o5 1 ;\/2:

s .
a2 a=41
* \ £-016 2'5“\ £+ 046
2 N
\ ) N
X.eY)

'5 d?, 4 0 4 -
Jae * 8

Fig. 4

Con el objeto de representar los resultados graficamente en
forma préctica, conviene tener presente que cuando se estid en la
frecuencia de corte la 7,b) toma la forma

ycz—— 3302 = R12 w‘cz (62_ —_— 61) ©w
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y por cociente con la 7,b) se obtiene

[ MyE YR —ad
) T
que junto con la

(R )2__;1&6}?
o € y2——x2
permiten construir las curvas (Ao / Ag, Ao/ Ac), que constituyen una
manera prictica de disponer los resultados numeéricos. '
Se han calculado numéricamente los siguientes casos, todos
ellos con n=1; 1°9) ea=Ry/R;=11; ¢=625; 2°) a=2;
e=625; 39 a=11; ¢=1/625; 4°) a=2; ¢=1/6,25. Se ha
elegido el valor e = 6,25 porque corresponde a la constante dieléc-
trica del vidrio para frecuencias del orden de 10.000 megaciclos.
Por razones de espacio no se publican las tablas correspon-
dientes.
Quiero sefialar mi agradecimiento al Dr. José A. Balseiro por
las diseusiones sobre este trabajo. "



