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SUMMARY

‘We prove (theorem 5 of § 2) a generalization of a theorem related with
the well known Konig theorem on sums and products of cardinals. By means
of very simple examples we prove that the bounds given are the best possi-
ble; it is also proved that all of them are necessary. Next it is easily seen that
our theorem implies the axiom of choice. All the proofs are elementary in nature
and written in a detailed manner; the reading is so straighforward.

§ 1. INTRODUCCION

Investigamos aqui las relaciones entre un resultado (ef. § 2,
teoremas 2 y 4) relacionado con el clasico teorema de Konig de la teo-
ria de ntmeros cardinales y el axioma de eleceién. El desarrollo per-
tenece a un enfoque intuitivo de la teoria de conjuntos, pero esta con-
tribucién es una més de la inmensa lista de resultados que caben en ei
contexto de una cualquiera de las teorias axiomaticas corrientes.

Damos en § 2 (teorema 5) una versién generalizada del resultado
citado; los argumentos son los corrientes en estos casos. En la parte
§ 3 demostramos —hecho inmediato— que nuestro teorema implica
el axioma de eleccién. Demostramos también mediante ejemplos con-
venientemente elegidos que las cotas que expresan las hipétesis del
teorema 5 no son mejorables, esto es, que el teorema demostrado es el
més general (en el sentido de las acotaciones) relativo a las relaciones
entre productos y sumas de familias arbitrarias de nimeros cardina-
les. Estos ejemplos tienen la ventaja de permitirnos probar la inde-
pendencia de las hipétesis —de donde sigue la necesidad de todas
ellas— de nuestro teorema. ’
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Este trabajo fue presentado en la reunién de la Uniéon Matema-
tica Argentina realizada en Rosario el 12 de octubre de 1962.

§ 2. DEMOSTRACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL
El teorema de Konig dice (Sierpiﬁski [1], pég. 121):

Teorema 1. —Si {An} el {Bh} aeN Son dos familias de con-
juntos tales que:

A4, < B, para todo neN

entonces:

A, <115,

neN neEN

(N: conjunto de los nimeros naturales)

En Sierpinski [1], pig. 123 se da también el siguiente resultado
relacionado:

Teorema 2. — Si | AL} N {B,} nen SOR dos familias de con-
juntos tales que:

A, = B, para todo neN
y .
B:,.g 2 para todo neN
entonees:
“UA, <TIB,
neN neN

Estos dos teoremas hacen uso intensivo del axioma numerable
de eleccién. Usando el axioma de eleccién general, estos resultados
pueden extenderse a los siguientes:

Teorema 3. — Si {AE} e {Be} ¢z, Z =~ (75, son dos familias
de conjuntos tales que:

Tg < Bg para todo éeZ
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entonces:

Teorema 4. — Si {AE} £eZs {Bﬁ} £els Z = (7§, son dos familias
de conjuntos tales que:

g < By 'para todo éeZ
y
B:gz 2 para todo £e¢Z
* entonees :
UAg=TTE,.
ez Eez

Vamos a dar una versién generalizada del teorema 4 (que lo
implica inmediatamente) y posteriormente probaremos que es equi-
valente al axioma de eleccion.

Teorema 5. — Si {A‘é} €z {B"E} EeZ> Z 4 7§, son dos fami-
lias de conjuntos tales que:

a) Existe aeZ tal que B >_Z__J+2
donde J—{g|€eZ. B‘é,>2}
b) Bg-=-J para todo éeZ,
¢) J =2, donde J={§|2€Z-EZZ},
d) ﬁé E_g para todo £eZ,

entonces:
Eez Eez
Demostracion. — A) Trataremos primeramente el caso en que
J=3
1. — Por definicién de J, si é¢eZ—J es (usando de manera

obvia la hipétesis b) :

Bg::[ '
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Pero A:gé ﬁ:l para er——.J. Podemos, suprimiendo to-

da aparicién del conjunto vacio entre los AE , Buponer quengl
para todo e Z —J.

2. — Por el axioma de eleccién aplicado dos veces, existen fun-
ciones f, g, tales que:

. f? Z—U BE
Eez
9: Z—> U By
Eez
f(€)eBy para todo éeZ
g(E)eBE - lpal;a todo £¢Z
f(€)/=¢9 (%) para todo £eJ
3. — Sea &eJ y consideremos la siguiente propiedad (para
funciones h ¢TI BE) : ‘
Eez
h(§) =1(€) para todo £¢Z — (£}

[Zel 4060y 2 £(80)

Consideremos ademés la funcién hg, siguiente:

hg, (E)‘.‘——g (€) para todo £eZ — {.}
heo (80) =1 (&)
Definamos :

Pgy={h|hsTIBy.h cumple[Zg,]} U {heo}
. Eez
3.1, — P&o —C-HBE para todo & eJ (por definicién).
Eez

3.2, — »B,éON PEO para todo &ed.

En efecto, dado & eJ, basta poner:

Fgy(R)=R(5)  para todo he Py,
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3.21. — Fy, es biunivoca.
Si Fy, (k)= Fyy (') para h, h'e Py,
entonces :

h(éo) =1 (&) 1)
a) Si h:han R =hy, obviamente resulta: h = h’.
b) Si 2 cumple [Z‘éo] y h'Zh‘éo: es:
k(&) 1 (&)
(&) =1 (%) contra (1).
¢) Sih y A cumplen [Zg,] se tiene:
h(§) =f(é) =W () para todo EeZ — (%}
y eomo por (1): k(&) =Hh (é)
entonces resulta: h = n’.
Luego Fy, es biunivoca.
3.22. — FEO es sobre.
Sea x e BEO“
a) Siz=7F(&) es evidente que Fyg, (hgy) ==.

- b) Sixzs4f(&) basta definir: /
h (§) =1 (€) para todo £eZ — {£}
by (&) =@

para que hy eumpla [ Zg,] y sea: Fy,(h,)=h, (§)) ==.
3.3. — Si &, &’ ed, & % &’ entonees PEO N PE’0: &,

Supongamos, por el contrario, que exista un par &, & e,
& 7= &’ tal que:

PgyN Py Q.

y sea
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Tenemos entonces los siguientes tres casos de interés:
a) h cumple [Zg)] yh=hy,

b) h=hg, y h=hyg,.

¢) h eumple [Zg)] y [Zgo)-

a) En este caso:

h(€) =f(8) para todo £eZ — (£}
h(&) 7 f(&) (ya que h cumple [y i]), ¥
W(é) =g(é) para todo £eZ — {€}
h(é’) = (&) (por ser h=ihg,)

Como J = 3, existe & eJ — {0 €0} - Para un tal £ se tiene:
h(é) =f(&) pues &1eZ— (g}
k(&) = g(&) pues &1eZ— (£}

contra el hecho de que f(&) %9(51) (ya que & ¢d).

b) En este caso:

R(€) = 9(é) para todo £eZ — {}

k(&) = (%) (por ser b= hg,)
h(&) =g(é) para todo %eZ — {€'}

k(&) =f(&) (por ser h=hy'y)

Como &’eZ — [g} es:
k(&) = g(&”)
contra el hecho de que: (&) = f(&’) #g(&) (ya que &’ed).

¢) Se tiene:
h(§) =1(8) para todo £¢Z — (£}
h(é0) = f(é0) (pues h cumple [Zg))
h(€) =1(&) para todo £&Z — {€}
h(&’) 7 (&) (pues h cumple [Z¢'o])

Como §j,eZ — {¥/y}, resulta:
h(&) = f(é), absurdo.
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4. — Definamos en Z — J la siguiente relacién de equivalencia:
=g siysblosi A= Ay (§ £eZ—J)
See H=Z—J/=.

4.1. — Por el axioma de eleccién existe una funcién p selee-
tora en H, esto es, una funcién p tal que:

pH>UH=7Z—J]
p(R) eR para todo Re H

Pongamos:

& =p(R) para todo R ¢ H.

4.2. — Como para todo (e Z —J es 75:1, se tiene:
sL§8eZ—Jy AgN Ag 7= O entonces Ay = Ay,
de modo que si R, R’ ¢ H, R =4 R’, resulta -A&R n ’AER': .

4.3. — Veamos que |J AER: U AE'
Rell kez—g

Por 4.2:

U AE: AER para todo ReH .
Eer 4

; Como H es una particién de Z — J :
Udg=U (U AE)ZU Agp
Eez—g ReH Eer ReH

5. — Consideremos el conjunto §—J |J {er|ReH} € Z.
El conjunto S puede, como consecuencia del axioma de eleceién,
bien ordenarse; sea “<’’ una relacién que bien ordena §.

Definamos:

Ag=Ag —U Ay para todo £¢ 8.
£'<t
E'es

5.1. — Ay c AE para todo £eS (por definicién de A’E).
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5.2, — Para todo & £ 8, £ €, se cumple: A’E N A'E,:_—; .
En efecto, sea por ejemplo £ < & (esto es, EE v £ 8).
Luego:

p<€’
pes
Pero por definicién de A'g’i A’E'ﬂ (U AP) =,
p<t’
pes
¥y eomo: Ay NAgc Ay N(UAy)=C
p<t’
pes
resulta entonces:
A’E/ n A’gz @-
5.3.— U Ag=U Ag.
Ees ez
5.31. — U A% €U Ag € U Ag (evidente).
Ees Ees ez

5.32. — Sea gelJ AE' Entonces existe & ¢ Z tal que ge AEO'
Eez

Pueden por lo tanto presentarse los siguientes casos:

5.321. — & ¢ S. Entonces son posibles las siguientes alternativas:

a) Para todo ¢eS, ¢ & €8 = no SAE',

En particular, si é¢S es el primer elemento de S, se tiene:
xre AE " Pero por la definicién de los A’& resulta A’E = AE o
de modo que g¢ A'E'. :

b) Existe ¢S tal que 'g’ggo Y x no SAE"

Como ge AEO’ resulta & < &. Sea p el primer elemento del con-
junto {E|€cS.2e Ag}. Porla definicién de p es obvio que:

$8AP~ U Ag:A’p
E<p
Ees
De a) y b) resulta:
si & eS entonces ge ) éA’g.
R EES
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5.822. — & eZ —8.

En particular resulta: &eZ —J; luego existe EeH tal que
& e R. Pero en tal caso:

Agr=Ago.

Luego -”SA&R, y como & €S, por 5.321 resulta gelJ A’
Ees
De 5.321 y 5.322 sigue:

U Ag cu A'g

Eez Ees
De 5.31 y 5.32 se infiere 5.3.

6. — En virtud de la hipétesis d), 3.2, 3.3, 5.1, 5.2 y median-

te el uso del axioma de eleccién resulta la existencia de una familia
de conjuntos {Pgle ., tal que:

PN Py=0 para todo &8 ed, 54 €
P’E c Pg para todo &ed
A%~ Py para todo &eJ

Nuevamente por 5.2 y el axioma de eleceién es:

Udg~ UPy

Eeg Ees

7. — Visto que por la hipdtesis a) existe aeZ tal que

B > Z —J+2 ¥ que por el axioma de eleceién H < <Z—J (por
ser H una particién de Z —J), existe una funcién F tal que:

F:H— B, —{f (), g (o)}
F(R)eB, —{f(a), g(a)} Dpara todo Re H

F es biunivoca

7.1 — Es obvio que aed; comong& es J—{a}=/=(J; sea
goed — {a}. ComoJ € ZydJ=3resulta Z —{a, §}/~CF;
Luego por el axioma de eleccion TI BE = s sea f*ell Bg

Eez—{ufo} Eez—{afo}
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Definamos para cada R ¢ H la siguiente funcién hpeTI'By:
ez
hg (o) =F (R) |
hr (§y) € Bgg — {f (§o)} (caso posible pues &ed y en
consecuencia 1}”_;; 2)

he(§) =*(¢) para todo £eZ — {a, £y}
¥ pongamos:
Pygp={hp} para todo ReH.

7.2. — Para todo ReH y todo éeJ: P (‘\PE= &.
En efecto, si no fuera asi existirian éed y ReH tales que
hRSPg.
a) Si é=aq, como EjeZ —{a} ¥ como hr(é) 7 () (cf.
7.1), hg no cumple [Z,]. Ademés:

he(a) =F(R) 7 f(a)

de modo que hp 5=H,; luego hgnoeP,, v hemos llegado a un
absurdo. )

b) Siésaes aeZ —{E}.

Como

he(a) = F(R) 5% f(a), hg no cumple[zg],

Como por definicién de hg:
hr(a) 7= g(a)
resulta
hR ?/“- ;hg
y nuevamente llegamos a un absurdo, visto que hp no e Pg.

7.3. — Para todo R,R’¢H,R =~ R’ es hg 5 hg’ de modo que

P/ER N P/ER’: ) )
En efecto, como F es biunivoca:

he(a) = F(R) % F(R’) = hg’(a)
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8 — De 6, 7.1—17.3 resulta la existencia de una familia
{P'g}&ss tal que:

PN Py= para todo & £ €8, €4 ¢
Alg ~ P para todo £eS

(ya que Z_';:P’Ezl para todo £eS—J).

8.1. — Por el axioma de eleccién, 5.2 y 8:

U A’Er\: UP’g

Ees kes

8.2. — Py cTI By Dpara todo €€ 8.
ez

9 — UAEé HBE

Eez ez

Por 5.3, 8.1 y 8.2:

UAE:UA' :UP'Eé HBE

Eez Ees Ees ez

B) — Sea ahora J=2.

10.—Z < X, (X, = aleph cero) : sea por ejemplo Z=mn
(n =2, pues JEZ).
Luego ‘

B,=B,=7 —J+2=n—212=n>=2
(hipétesis a)

Como J = 2, supongamos que B, = 2. Entonces E =1 para
todo 7, 3 = t1=mn (si n=2 tales ¢ no existen).

Vamos a tratar el problema por casos:
10.1. — B1 = X, B2 = Xo.

Por el axioma de eleceibn: —B__l —l—fz = Efz



Por la hipdtesis d) : 1= 4, = B;, 1 =1=n, de donde resulta:

10.2. — B1 = Xo, Xo> Bo =1 = 2.
En este caso:

Bi+B:=Bi+r=B =Bi.r=5.B

y vale el mismo razonamiento que en 10.1.

10.3. —Xo>Bi=a=mn, Xo> B, = r=2.
Como a, b =2 es:.B:1-|——BT*2=a—|—b§a.b-_—ﬁ.§—E,

y como 1 §A—:,- = B:, =1 para 3 =1 =, resulta:

n j(J—

UAi= BA;=A,+A,+n—2=<B, +B,+n—2=a+
=1 =1 ’ : , .
+b+in'—2

Visto que e =n =2, b = 2, existen s; r =0 tales que:
e=n-4s
b=2+4+7r
Liuego: N
a.b= (n-+s) @2+ =2n424 (nFs)r=2n 4 25 +
+rZompsdr=n—2)+ (n4s) + (r +2) =

:n—2+a+b
esto es:
B G+b4+n—2=ab=5 B, =15
i=1
de donde:
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1. —Z= X,

Como-J = 2 existen &, & eZ tales que:
E;EI;Z_——_———j—{—Z:E—%—Z:f_Z_ X, (hip6tesis a)
By =2

Be—1 | para todo £¢Z — [£,, £}

Por el axioma de eleceién resulta:

Z + Bg =By,

y en consecuencia:

UAg<UBe=< U Bg+ By, + Bgy<Z —2+Bg,=Z +
ez ez Eez— {516 }

+B21+BEzzBE1+BE2§ €1 Dg== BE

Aunque bajo la hipétesis més fuerte de que7 = 3 el teorema 5
contintia siendo equivalente al axioma de eleccién (como se puede

ver claramente por una demostracién anadloga a la del teorema 7
parte 2), hemos agregado la segunda parte de la demostracién an-
terior —que muestra la validez del enunciado demostrado en el ca-
$0 J = 2 — con el objeto de probar que la conclusién de dicho teo-
rema no es vdlida si alguna de las cotas que expresan las hipdtesis
del mismo es mejorada (esto es, si las cotas inferiores que expre-
san las hipétesis a) b) 6 ¢) son disminuidas o la cota superior de
alguno de los cardinales gf en la hipétesis d) es omitida). Va-
mos a probar esta aseveracion mediante algunos ejemplos; de ellos
surge que las cotas exigidas en nuestro teorema son las éptimas
compatibles con la validez de la conclusién: se infiere también que
las hipétesis son independientes entre si; en consecuencia nuestro
teorema es también Gptimo en el sentido de que todas las hipétesis
son imprescindibles.

1. — Si cambiamos la hipGtesis a) por: a’) E—; >7Z—J+1,
tomando :
A;=B;={a, b}, Ay;=B,={c, d}, A3=DB;=1{e}

(donde @, b, ¢, d, e son elementos diferentes dos a dos)
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se tiene:
T=2 ,? =3
B, =2
Z—J+1=14+1=2
a) BizZ—J+1
b) Bi# g 1=1, 2, 3
¢) J=2
d) 4, =B i=1,2 3
y sin embargo:
= =3
iE1Ai =5>4 :igBi
2. — Si modificamos la hipétesis b) permitiendo que algin
Be pueda ser vacio, resulta evidente que TI By =@, de modo que
ez

poniendo:
B,= @, By=\a, b}, By={c, d, e}, A;=B;(i=1, 2, 3)
(a, b, c, d, e, todos distintos), se tendria: Z =3, J = 2
F_é =3
Z—J+ 2=142=
a) Bs=Z—7J+2

c) J=2
d) 4 =B; i=1,2 3
y:
3 3
UA;=5>0=1IB;
i=1 te=1
3. — Si sustituimos la hipétesis ¢) por la mas débil: ¢’) J=1,

tomando: A =B, ={a}, A,=B,=1{b, ¢, d, e} (¢ b, ¢, d, e, to-
dos distintos), tenemos:

a) Bo=4>3=7—J+2
b) B; 4 5 1=1, 2
¢) J=1 ’
d) L=<5; i=1, 2
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pero:
2 2
U Ai =5>4= TIB i
=1 =1
4. — Permitiendo, por altimo, la existencia de alglin ¢ée¢Z

tal que E&<A:E
y tomando:
A,=la, b, ¢}, Bi={a, b}, A;=B,={d, ¢},

(¢ — e, todos diferentes), se tiene:

a) By=2=2=Z—J+42
b) BiQ i=1,2
c) J=2

y sin embargo:

2 .

i1 -]
Ademds como afirmamos al comienzo:
Teorema 6. — El teorema 5 implica el teorema 4.

Demostracion. — Si {Agl ez, {B‘é} Eels Z ==y son dos fa-
milias de conjuntos tales que: :

= BE para todo ée¢Z - (D)

| & H

gz para todo £eZ

entonces:

a) Como Z—J = {J, la hipétesis a) surge de que Z=%J y
EEZ 2 para todo £e¢Z.
b) Como B:Ezz, s By == (7 (para todo £eZ).

¢) Como en el caso Z =4J =1 el resultado sale trivialmente,
basta analizar el caso en que se cumple ¢).

d) La hipétesis d) del teorema 5 se cumple por (1).
Liuego, por el teorema 5:
‘ §IIBE

Eez  Eez
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§ 3. EL TEOREMA 5 IMPLICA EL AXIOMA DE ELECCION

Teorema 7. — El teorema 5 implica el axioma de eleccion.
Demostracion. — Sea | Belgez, Z+ @, una familia arbitra-
ria de conjuntos no vacios. Definase J de la manera siguiente:

J={E|EsZ. B =2}
Téﬁese ademas Agz Be Dpara todo £e¢Z.

1. — Supongamos que 7__>__ 2.
En este caso se cumplen las hipétesis b), ¢) y d) del teorema 5.

Sea gnoeZ (1) y x, vy elementos distintos tales que x, ynoeZ —J;
definamos:

Ag=By=(Z—J) Uiz, y}

Es evidente que las hipétesis b), ¢), d) continfian siendo vali-
das para la familia { BE}‘E, ezu{q}; pero ademés se cumple —pa-

ra esta familia— la hipétesis a) del teorema 5. Luego por dicho
teorema :

2=<u Agg UAE=<__ HBE
ez EszU{q} EazU{q}

de donde:
 TIBg+=0
gezU{ g}
Entoneces obviamente:
11 B = &,
- Eez

(*) En una teoria axiomética de tipo Zermelo-Frenkel la existencia, para
todo conjunto Z, de un elemento g tal que gno e Z es facilmente demostrable. En
cambio en el caso de una teoria del tipo Von Neumann-Bernays-Godel es nece-
sario pedir que Z sea una clase diferente de la clase universal 7, para que
esta condicién se cumpla.
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2. — Sea J =1. , o

En este caso existe un Gnico & ¢Z tal que F&:Z-Z: es decir,
BE =1 para todo £e¢Z — {g,}. Definamos:

f (&) = el Gnico elemento de Be (®) si geZ —{§}

Es evidente que f es un selector de la familia {B} ¢,z
esto es, que if ¢TI By. - |

Eez

3. — Sea J =0.

Entonces basta definir:

f(&) =el finico elemento de By (2) para todo £e¢Z para
obtener, como en el caso anterior un miembro de TI BE'

Eez
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(?) La definicién formal de ésta funcién exige —en una teoria axiomética
impura— la introduccién del operador descriptor. En una teoria pura (esto es,

sin “urelements”, como en el caso de una teorfa del tipo Von Neumann-Ber-
nays-Godel) se puede definir:

f(E)=UBE=Uua
aeBE



