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RESUMEN: Se considera el potencial coulombiano cortado en el origen y en
el infinito. Se estudian los polos de Regge para la energia tendiente a infinito
y cero, Se puede verificar de esa manera que: el comportamiento para energias
grandes estd determinado por los valores del potencial a distancias pequeiias,
mientras que el comportamiento a baja energia est4 determinado por valores
del potencial a distancias grandes. Se dan también argumentos generales que
demuestran dicha proposicién y que permiten proponer la forma de la trayectoria
para los distintos potenciales considerados.

ABsTrACT: The coulombian potential cut at zero and at infinity is studied.
Regge’s poles are obtained for the energy tending to infinity and to zero. It
can be verified in this way that the behaviour for high energies is determined
by the potential values for short distances, while the behaviour for low ener-
gies is determined by the potential values for large distances. Gemeral argu-
ments are also given that demonstrate such statement and that allows us to
anticipate the shape of the trayectories for the different potentials considered.

INTRODUCCION

Es sabido que una de las herramientas matemAticas para estu-
diar las propiedades analiticas y asintéticas de la matriz S y de
otras magnitudes fisicas relacionadas) es posponer la cuantificacion
del momento angular formalmente y considerarlo no sélo como una
variable continua sino atin como compleja.

Dentro de esta técnica ocupa lugar preponderante el estudio
de las trayectorias de los polos de Reege para distintos potenciales.
Estos polos pueden considerarse como autovalores de la ecuacién
de Schrodinger, donde el problema de autovalores, generalizado del
correspondiente a los estados ligados para ! (impulso angular) y &
(raiz cuadrada de la energia) fisicos, se define como sigue:

“Para un %k determinado, imaginario positivo o real positivo,
encontrar un 7 tal que la ecuacidén:

@ W+1)
=g+ 70+ 255D Lk |vm=0
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tenga una solucién que se comporte en el origen eomo r'*+! y en el
infinito como exp (ikr).” (1).

De esta manera queda definida ! = a(%k), las trayectorias de
Regge si se cumplen ciertas relaciones sobre el potencial V(r), a
saber :

A I rVrydr < M
0

(B) [rz’V(r)drgN
0

(A) garantiza que el comportamiento en el origen va a estar
dominado por el término I(l +1)/r? y por lo tanto que habré solu-
ciones en ese punto que se comporten como r'tl y r—1,

(B) garantiza que en el infinito habra soluciones de la forma
exp (1kr) y exp(—ikr). Esta condicién no se cumple para el potencial
cuolombiano pues si V(r) =2y/r entonces las soluciones de I) se

comportan como exp (thr + il In2kr) y exp (—ikr — i% n2kr),

hay que cambiar conseeuentemente la definicién del problema de
autovalores.

Las trayectorias de Regge han sido estudiadas para el poten-
cial de Yukawa numéricamente (2), para el pozo de potencial nu-
méricamente (3) y analiticamente (4), para el potencial coulombia-
1no analiticamente (5).

En este trabajo consideramos el potencial coulombiano modifi-
cado mediante un corte ya en el origen ya en el infinito. En las dos
primeras secciones estudiamos los polos de Regge para k — oo y
k —0 respectivamente. Se podra verificar de esa manera que:

a) el comportamiento para k tendiendo a infinito estd deter-
minado por los valores del potencial V(r) para r menor que un ro
arbitrario.

b) el comportamiento para &k — 0 estd dominado por la forma
del potencial para r grande. (6)

En la seccién (3) damos argumentos generales que demuestran
a) y b), también estudiamos en qué casos los polos de Regge pue-
den tender a infinito.
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En la seccién (4) usamos los resultados de las secciones ante-
riores para proponer la posible forma de las trayectorias. Para un
potencial coulombiano cortado en el origen y en el infinito obte-
nemos, dentro de lo plausible de los argumentos usados, que la tra-
yectoria tiene un lazo en el semiplano de la derecha de 7 de tal mo-
do que para un mismo valor del momento angular (y en una mis-
ma trayectoria) puede producirse dos resonancias para distintos
valores de la energia.

~ La notacién en este articulo corresponde a la usada por Jahnke
& Emde (7) para las funciones de Bessel, y a la de referencia (8)
para las funciones de onda en un potencial coulombiano. La mayo-
ria de las propiedades analiticas usadas estdn en esas tablas.

Seccién (0)

"~ Vamos a considerar los potenciales coulombianos cortados atrac-
tivos definidos eomo: '

A

2y

Vi) =—21 r<a 5 y>0
=0 r>a
2y
Vz(T):——T 'r>a 5 ‘y>0
:._E‘Y._ r<a ;
a

Definimos la solucién irregular de (I) como aquella que satis-
face la condicién de contorno en el infinito es decir

Lim f(l, k,r)exp( —kr) =1 para Vi(r)

ikr

lim f(1, &, r)exp( i -;— m2kr) =1 para Va(r)

v la solucién regular ¢ (I, k,r) que satisface la condicion de contor-
no en el origen:

lim ¢ (L r)r—t-1=1
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Si 7 es un autovalor de (I) entonces las soluciones regular e
irregular deben ser la misma funcién salvo una constante, es decir
construyendo el wronskiano de las dos soluciones:

W f(LE ), 6(LE )] =0 (2)

En el caso de potenciales cortados es comodo resolver (2) en
el punto de corte @ pues de esta manera sblo es necesario conocer
f(Lk,r) parar=ay ¢,k r) para r < a. .

En el potencial Vi(r), (I, k, r) para r = a es idéntica a la so-
lucién correspondiente a una particula libre, es decir:

F k) = AGRrYRHD oy (k) r>a

mientras ¢ (I, k, r) para r << a es la funcién de onda de Coulomb

(k) = B.F, (-;’7 k) ver ref. (7), (8)

Para el potencial Vy(r), f(I, k,r) en la regién r == a es la solu-
cién correspondiente al potencial coulombiano que se comporta en el

infinito eomo la funcion exp (ikr + ¢ —}é In2kr). En la notacién de
(8) es:
F(LEkr) =ClFy (—x/e, kr) + 4Gy (—/e, kr)]

mientras

d(Lk,r) =D.(r)sdy (l/kz + 2y ‘l

a
Seccion (1) Comportamiento para |k |—> o
Tomemos en primer lugar el potencial Vy(r)
W(kr)e HO oy (kr), Fy (—y/k, kr)Jr—a =0 (3)
La expresion asinténica de F; ( —y/k, ka) vélida si ka>> y/k
y ko >>12 es:
Fy (g, p) = U;sen ®, 4 V; cos @, n=—vy/k;p =ka
O, =p—gn2p —Ww/2 4+ oy
oo=arg T (14141
U+ ivi =14 1=Y é@p‘”*‘l) X

(g—1) (Ip—1+1) (in—1+1) (n+1+42)
+ 51 (24p)2 T
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Para H®W;,y, (ka) la expresién asintética valida sika >> 12 es:

1+ 1)

(ka) HD,, (ka) = i-=1 exp(ika) [1 + T

1(—1)0+1(142)
ST (—ama? T ]

Reemplazando en (3), y agrupando términos obtenemos una serie
de la forma:

|2+ + + exp (—2i0) [ fo + 22
Ta (kd)2 ..... ] p 1 [,30 m-’—

B2 _
+ ha)? +...]1=0

Observemos que las ecuaciones a resolver son las mismas tanto
si hacemos tender @ — o manteniendo k fijo (distinto de cero) o ha-
cemos tender k& — co manteniendo a fijo. Esto por un lado corro-
bora la proposicién a), por otro lado permite obtener explicitamente
los polos de Regge para k cualquiera distinto de cero en un poten-
cial cortado a una distancia suficientemente grande.

En orden cero obtenemos:

exp (—20(, k) =0
es decir

T(l+14iy/k)/ TA+1—iy/k) =0

Esta ecuacién es idéntica a la que determina los polos de Regge
en un potencial coulombiano puro (5) :

l=—n—14+vy/k (n es un n® entero que caracte-
riza la trayectoria).

Es decir las trayectorias del potencial cortado tienden cuando
¢ — o a las trayectorias del potencial coulombiano puro. Ademés
este limite es uniforme en cualquier intervalo de k que no contenga
el origen. También demuestra esta férmula que para cualquier va-
lor de a las trayectorias de ambos potenciales, cortado y puro, tien-
den para k — o a los enteros negativos. ‘
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En primer orden el resultado obtenido es:

l:—n—l—}—.iy/k—}—-;;.

exp (2tka— 21vy/kIn2 ka). exp(yx/k) 1
' 20T (—n+42iy/k) " ka

Y para energias negativas, k —= h

v exp (—2ha— 2 y/hin2ha) 1
h 20T (—n+2y/h) " ha

l“—‘——n——l—,—y/h-—

Los términos sucesivos de aproximacién pueden hallarse sin
ninguna dificultad pero no introducen modificaciones significati-
vas en las trayectorias.

Para el potencial V,(r) la ecuacién a resolver es:

WV Jvgy, (Veyja+rer), Fu (—vy/k, kr) 4
+ G (— v/ kr)] a=r = 0 (4)

Los comportamientos para |k | = o son

Fy (—v/k, kr) 4 iGy (— y/k, kr) — Aexp (ikr)
Vr Ji4s, (V27/at k1) — B [exp (ikr) — exp (— ikr) ]

Reemplazando en (4) la ecuacién resulta incompatible. Esto sig-
nifiea que para |k | — o las trayectorias de Regge no terminan en
ningtn valor finito del plano ecomplejo 1 ¥y por consiguiente se van
a infinito. Notar que la ecuacién (4) es continuable analiticamente
en el semiplano Rel < — 14 por lo tanto sus soluciones en esa re--
gién determinan la prolongacién correcta de las trayectorias de Regge.

Para obtener como tiende I a infinito explicitamente, es necesa-
rio usar las expresiones asintéticas de Fy, G,y J111,2 cuando ambos
k y 1 son grandes.

Seccidn 2. Comportamiento para | k|—> 0
En el caso del potencial V; (r) tenemos que hallar el compor-

tamiento de Fi (— »,p) cuando 5 —> 4 w0, p—> 0, yp= cte
y de Y& Hiqi: (2) ecuando 2 — 0



—161 —

El primero se obtiene mediante un desarrollo de F; (v, p) em
funciones de Bessel

Fi(—mnp) =Cp" ! [&ag41 (29 p) +SE1 Bs(n) &1g—s (29 p)]
donde

én(z) =272 J, (2Vz)
47)2[?121 ;127]2,82—_‘“——1;(47]2)233: _
I 1)/2; A2 (s 1) B (214 1—8) Bos—Bosz, sS4

El segundo se obtiene a partir de

oYy, () = —— [exp (— (1 +1/2) i7)

)
sen (1 +1/2) =
Jipr () —J o (@)

2 2
2k

. P 2 (—1)F N
Te @) = @2" 3 e (o)

Reemplazando en la ecuacién a resolver vamos a obtener una
serie en potencias de k igualada a cero. De alli puede obtenerse los
polos de Regge para £ =0 que en funcién de y @ resultan:

Too (57a)=0 il ! (i)
210 (nga)— S1 0>——7)— 1

&

-

Taiger (Fg7a) =0 silo<— 5 (ii)

Es interesante comparar este resultado con el obtenido en (4)
para el pozo de potencial pues ambos potenciales son idénticos mas
alla del corte y por lo tanto de acuerdo con b) deben comportarse
de manera similar para k= 0.

Las ecuaciones que permiten obtener los polos de Regge para
el pozo son:

. 1
Jig—1,(YV @) =0 silo>—--

&

. — . 1
Jigts, (Y7 a) =0 silo < — -
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La semejanza de estas ecuaciones con (i) y (ii) garantiza que
el comportamiento de las trayectorias en ambos casos sea similar, en
particular se deduce en nuestro ecaso como en (4) que:

Las soluciones de (i) y (ii) son todas reales, simples y tienden
.asintoticamente a los enteros negativos (tanto para I— o como
cuando y e — 0). El n° de soluciones para I > —1/2 es igual al n°
«de ceros de J;(x) para 0<< X < |gya

El siguiente paso es estudiar como se separan las trayectorias
del eje real cuando k crece a partir de cero. El omportamiento es
nuevamente similar al obtenido en (4). Newton (10) demuestra que
€l orden de contacto de la trayectoria con el eje real en k =0 es
el mismo para cualquier potencial que cumpla (4) y (B) y que sea
nulo para r > ro. Un argumento simple que demuestra eso es el si-
guiente: la ecuacién a resolver (2) es:

— 1, .
Wlg Lk ), T (br)yer] —exp( (1+ 5) im) W s Lk 1),
J 1, (kr)VEr] =0
Como ¢ (L, k,7) y J« (14, (kr) son funciones reales para k

y U reales y Jyiqpyy (kr)/J iy, (kr) ~ k'*'+1 para k — 0
podemos poner la ecuacién de la forma:

W (L) =R (k) + K2+ T (L, k) =0 (4)

donde R (I,%k) es real e I (k) =0 (1) para k— 0. Es cbvio en-
‘tonces que en las derivadas parciales gm W/ols o k"en k=0,
1 =1 no va a contribuir I (I, k) mientras n < |27 + 1|. Por con-
siguiente la derivada enesima de la funcién implicita I (k) defini-
da por (4) va a ser real mientras n < |21, + 1|, lo que quiere de-
«cir que ! (k) puede escribirse como '

L(k) = an,- K+ ¢ (k)

donde n < |21+ 1|
e (k) /k"— 0

a; son reales

Liuego en primera aproximacién para k creciendo a partir de
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cero el incremento de la parte imaginaria de 1 es igual a la parte
imaginaria de e (k) mientras el incremento de la parte real es pro-
porcional a k luego:

AIml/ (A Rel)” 0 para k—0

ecuacién que nos da el orden de contacto en k& =0.
En cuanto al potencial V, (r) tenemos que hallar el limite de
la funcién G (y,p) +1F: (y,p) cuando k— 0. El resultado es:

Gi(n,p) +1F1 (q,p) > VrHat1 (Vg77)
Si tomamos el limite por valores de k reales y buscamos. un
autovalor I entonces hay dos posibilidades:
a) existe alguna solucién real y acotada
b) sblo |1| = o es solucién

Podemos desechar a) usando el siguiente argumento: en la ecua-

cién a resolver separamos parte real e imaginaria e igualamos am-
bas a cero, resulta:

w [¢ (la O; r)yﬁ J2l+1 (VB_'{?_')] =0
w [¢’ (la 0; T)’V—’FN2I+‘1 (VS_‘TT')] =0

Para que estas dos ecuaciones sean compatibles deben ser las
funciones J2; 1 y Naiy1 linealmente dependientes, lo que es absurdo.

Seccion 8

Vamos a considerar ahora algunos argumentos heuristicos por
los cuales podemos generalizar resultados de las secciones anteriores.
En primer lugar en la ecuacién (2)

Wie (Lkr),f(LEr)]=0
si hacemos tender k — o, como se cumple que f (1, k, ) — exp (ikr)

independientemente de la forma del potencial (11) resulta que toda
la informacién sobre este proviene de ¢ (I, %k, r); la cual a su vez
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dado que estd definida por una condicién de contorno en el origem
depende del valor del potencial en el intervalo (0, r). Por otra par-
te r puede tomarse tan pequefio como se quiera, luego el comporta-
miento para &k — oo estd estrictamente determinado por la forma del
potencial en un entorno del origen.

Para el comportamiento en k = 0 no podemos esperar un resul-
tado tan fuerte pues el potencial coulombiano cortado V; (r) es idén-
tico al pozo de potencial para cualquier » mayor que el corte y sin.
embargo los polos de Regge en k — 0 difieren. En cambio podemos
afirmar que si el potencial es para r mayor que un r, arbitrario
idéntico al potencial coulombiano las trayectorias deben irse a oo
para k =0 pues en el argumento de la seccién (2). para Vi(r) lo
Gnico que se utiliza de ¢ (I, k,7) (que depende de.la forma del po-.
tencial para r < 7,) es que es una funcién real para ! v k2 real.
Para cualquier potencial, por el contrario, que tienda a cero mas
rapidamente que 1/72 podemos decir que cuando I — oo

LA+1) /24 V (r) ~1(141)/r?
y por lo tanto las soluciones de la ecuaciéon de Schrédinger serian :
f (Z, k, T) :]/; ,11(1)14_1/2 (k?")
¢ (Lk,r) =VYr Jip,(kr)

luego el wronskiano no se anula para ningtin valor de % y ! incluso
k=0. Si k& 54 0 por supuesto la trayectoria de Regge no puede irse
a o con ningln potencial que se anule en el infinito pues

L(1+4+1) /r2+ k> >>V (r) para cualquier 7 si I — o

Estos argumentos obtenidos haciendo aproximaciones directa-
mente en la ecuacién diferencial, pueden ser expresados de una ma-
nera mas rigurosa recurriendo a las ecuaciones integrales gue satis-
facen ¢ (I, k,7) y f (I, k,r). De esa manera, sin embargo, se pierde
mucho de la simplicidad y transparencia que tienen.

Seccidn 4

Los resultados de las secciones anteriores, sobre todo las propo-
siciones a) y b) demostradas tienen la particularidad de relacionar
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el comportamiento local del potencial con la forma de las trayecto-
rias de Regge. Como éstas a su vez determinan las resonancias y los:
estados ligados correspondientes nos encontramos ante la posibili-
dad de estudiar qué cambios produce en el espeetro de autovalores.
de un cierto potencial el modificarlo localmente en el origen o en
el infinito. Como ejemplo podemos tratar de hallar las trayectorias:
para los potenciales Vi(r) y Va(r). El primero es un potencial
coulombiano cortado en el infinito de tal modo que sus trayectorias:
seran idénticas a las del potencial coulombiano para k tendiendo:
a infinito, mientras en £ = 0 van a asemejarse a las del pozo de po-
tencial (ver Fig. ii trazo lleno), si ahora unimos en la manera més
simple esas porciones (trazo punteado) obtenemos aproximadamente
la trayectoria.

Para Va(r) el procedimiento es similar, conocemos el comporta-
miento para k— 0, como el potencial coulombiano, y para k— o,
como el pozo (Fig. iii trazo lleno) uniendo resulta la trayectoria
de la figura.

Mas interesante es considerar un tercer potencial:

Vs (r) =—2v/a para r < @
=—2vy/r para ¢ < r <b
=0 para b < r

Este puede considerarse en primer lugar como el potencial
Va(r) cortado en el infinito. Ya se conoce el efecto que produce cortar:
de esa manera el potencial coulombiano, a saber, que la trayectoria en.
vez de irse a infinito para k¥ = 0 y luego aparecer en el semiplano-
de la izquierda, termina en un valor finito para energia cero, sale:
del eje real y atraviesa el primer cuadrante antes de aparecer en
el semiplano de la izquierda. Se puede suponer que en este ecaso ocu--
rrird el mismo tipo de modificacién y que por lo tanto la trayee--
toria tomara el aspecto de la figura iv.

Pero ademés el potencial V3(r) puede verse como una modifi-
cacion de Vi(r) en el origen y por lo tanto su trayectoria debe ser-
obtenible a partir de la correspondiente a este filtimo mediante una,
deformacién idéntica a la que permite obtener la trayectoria de-
Va(r) a partir de la coulombiana. En la figura se ve que al pasar
de (i) a (iii) se produce la misma modificacién que al pasar de:
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(ii) a (iv). Es decir la trayectoria obtenida anteriormente es com-
patible con esta nueva consideracién. )

Pero todavia podemos hacer tender b — @ de tal manera que-
este potencial se convierta en el pozo, en este caso tiene que ser po-
sible una deformacién continua de la trayectoria correspondiente a
Vs(r) hasta que coincida con la del pozo. Esto es obviamente posi--
ble con s6lo hacer que el lazo que aparece en la trayectoria tienda:
a cero.

Todo esto conduce a pensar que la forma de la trayectoria di--
bujada en iv es la forma correcta para el potencial coulombiano cor-
tado en el origen y en el infinito.

Como resultado interesante se observa que para Va(r) puede
haber en una misma trayectoria y para un mismo impulso angular
un estado ligado y una resonancia lo cual en Vs(r) se transforma
en 2 resonancias posibles.
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da y por haber sido él quien orienté este trabajo.
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