
GRUPOS DEL PLANO RESPECTO DE LOS CUALES 
PUNTOS Y DE RECTAS 

MEDIDA INVARIANTE 
LOS CONJUNTOS DE 

ADMITEN UNA 

!por L. A. SANTALO 

SUMMARY. Let P. be the group of collineations of the real n·dimensional pro· 
jective space on itself. Giyen a subgroup G of P. there is a general method 
for deciding if sets of linear subspaces Lr (0:0:= r :o:=n -1) have or have not 
an invariant measure mith respect to G [2], [6]). The inverse problem is 
less easy; "given the integer r (0 2 r 2 n - 1) find the subgroups G of P. 
osuch that the sets of Lr have an invariant measure with respect to G". 
,Since the number of subgroups G of P. is finite, a first way of solving the 
problem is to compute one by one for all these subgroups. This way is rela· 
tively simple for n = 2 and we will follow it in this paper; however, ,for 
n::=::: 3 the method is rather long and it should be desirable to have a shorter one. 

rt the present paper we only consider the 'case n = 2 for which the possible 
'cases are r = 0 (points) and r = 1 (straight lines) . The problem we solve 
is then: Find the subgroups of the group of collineations of the projective 
plane on itself such that the sets of points and the sets of straight lines have 
an invariant measure with respect to them. In the cases in which such an 
invariant measure exist we compute also its explicit expression. The obtained 
results may be summarized as follows: 

1. The only 2- parameter projective groups of the. plane for which there 
>exist an invariant measure for sets of points and for sets of straight lines 
are the following: 

xp. yq; xp, q; p + xq, q; q, ",xp + yqj 
q, p+yq; q, xp+(x+y)q; q-2yp, 2xp+yq. 

2. The only 3- parameter projective groups of the plane for which there 
-exist an invariant measure for sets of points and for sets of straight lines are 

, p, 2xp + yq, x(xp + yq); p, q, xq; q, xq, 2xp + yq; 
p, q, xp-yq; p+y(xp+yq), q+x(xp+yq), xp-... yq. 

The last of these groups correspond to the group of Cayley (collineations 
which leave invariant a fixed conic) and has been well studied [6]; the fourth 
group is isomorphic to the group of euclidean motions and is also well known; 
the other three groups probably deserve a little more attention from the 
point of view of the integral geometry. 

3. There are not projective groups of the plane depending on more than 
3 parameters for which there exist an invariant measure for sets of points 
and for sets of straight lines. In this case one could consider sets of pairs 
of elements' (two points, two lines,point and line) and ask for the groups 
which give an invariant measure for sets of such pairs of elements. Some 
particular cases are known [7], [8]. 

) 
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1. INTRODUCCI6N. Sea p .. el grupo de las colineaciones del es
pacioproyectivo real 'n-dimensionaLsobre simismo: Dado un subgrup(}; 
G de P 'fI, existe un metoda general para averiguar si los conjuntos 
de subespacios lineales Lr (0 < r < n -1) admiten 0 no una me
dida invariante respecto de G. Mas' generalmente, se puede calcu
lar de manera facil si conjuntos de figuras formadas por subespa
cios lineales que se transform an transitivamente por G, admiten 
o no una medida invarianteresp'ecto de Gj ver Chern [2], Santal6 
[6], Varga [12], Luccioni [13]. Veamos algunos ejemplos: 

a). Los conjuntos de hiperplanos L n - 1 no poseen medida in-
variante respect,o de P 'fI' pero si la poseen respecto del grupo de' 
las centro-afinidades unimodulares [5], [4] y tambien respecto del 
grupo de los movimientos, euclidianos 0 no (Blaschke [1]); 

b) Los conjuntos de "pares de hiperplanos paralelos" no po
seen medida invariante respecto de P n, pero si respecto del grupo de
las afinidades unimodulares [7]; 

c) Los conjuntos de "ternas de rectas paralelas" del espacio< 
proyectivo de tres dimensiones no poseen medida invariante con 
respecto de P 3 pero si respecto del grupo de las afinidades uni
modulares [8]; 

d) Los conjuntos de "pares de rectas" del plano proyectivoe 

no poseen medida invariante respecto de P2 , pero si la poseen 
respecto del grupo centro-afin y tambien respecto del grupo afin· 
unimodular (Stoka [9]. 

Ejemplos del mismo estilo se conocen en abundancia. Mase 
complicado es el problema inverso, a saber: dado Lr (0 una confi
guracion formada por subespacios lineales) encontrar todos los sub-
grupos G de P n respecto de los cuales los conjuntos de Lr (0 los 
cOlljuntos de configuraciones dadas) admiten una medida invariante' 
respecto de G. 

Nos limitamos a subgrupos G de P n puesto que los subespa
cios lineales para cuyos conjuntos deseamos saber si existe 0 no, 
medida invariante, deben transformarse transitivamente por G. Si 
en vez de subespacios lineales 0 de configuraciones con ellos, se' 
consideran otras figuras y en vez de P n se considera un grupo, 
de transformaciones mas general, el problema directo es tambien 
facil de resolver y el problema inverso se plantea igualmente, con, 
solucion tambien al parecer menos simple. 

Naturalmente que un camino para resolver el problema in
verso enunciado consiste en ir probando sucesivamente todos los sub-
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grlpos G de P n. Puesto que ya desde Sophus Lie se conoce um 
metodb patacalCulartodosestos subgrupos,' que son en nunrero £i
nito, probando uno por uno se tendra resueIto el problema. Sin 
embargo, para n = 3 el problema ya es largo ypara n > 3 el me
todo resuIta impracticable dado el gran numero de subgrupos de' 
P n. No es dificil dar algunos criterios que permiten simplificar la 
tarea, por eliminaci6n de familias de subgrupos, pero de todas: 
maneras una soluci6n directa y c6moda seria deseable. 

En este trabajo nos limitamos al caso del plano proyectivo' . 
(n = 2) para el cual los unicos subespacios son los puntos Lo y 
las rectas L 1• El caso de los puntos ha sido estudiado desde otro, 
punto de vista (Stoka [10]), pero aqui vamos a dar la forma 
expllcita de la medida invariante en los casos en que existe. 

En resumen, el problema que resolvemos es: averiguar todos' 
los subgrupos del grupo de las colineaciones del platW proyectivo real, 
respecto de los cuales los conjuntos de punt os 0 los conjuntos de' 
rectas admiten una medida invariantey dar la forma explicit a de' 
esta medida en cada caso. 

Los grupos para los cuales existe me did a invariante para con- . 
juntos de puntos y para conjuntos de rectas estan resumidos en 
el numero final. Ellos son los unicos para los cuales tiene sentido·· 
estudiar una geol1letria integral en el sentido usual de esta pala
bra. Midiendo conjuntos de puntos y de rectas particulares y te
niendo en cuenta que las transforl1laciones proYe'ctivas conservan la 
convexidad proyectiva de los conjuntos de puntos,es posible que de 
ello resulten propiedades de los conjuntos convexos invariantes res
pecto de deterl1linado grupo. Para los grupos que no adl1liten medida 
invariante para conjuntos de puntos y rectas, cabe considerar con-· 
juntos de pares de estos elementos, de cuyas l1ledidaspueden re
suItar tambien propiedades interesantes para la teoria de los con
juntos convexos, como fueron obtenidas por ejemplo en [4], [7],. 
[8]. Dejamos este estudio para otra oportunidad. 

En lugar de "l1ledida" hablaremos en general de "densidad'" 
invariante, bien entendido que la densidad para un conjunto res
pecto de determinado grupo es la forma diferencial cuya integrar 
da una medida invariante. Tratandose de conjuntos transitivos, 
es bien sabido, ademas, que la densidad 0 la medida invariante, 
caso de existir, eS siempre unica salvo un :factor constante. 

2. GRUPOS PROYECTIVOS DEL PLANO. Los grupos proyectivos del' 
plano (subgrupos del grupo de las colineaciones) fueron obtenidos· 
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por SophusLie. Con el simbolismo usual estos· grupos sort los. si
;guientes (ver, por ejemplo, G. Kowalewski [3] pag. 384): 

I. Grupos dependientes de un s6lo parametro. 

No nos van a interesar, puesto que no pueden ser transitivos 
'respecto de lospuntos ni respecto de las rectas, que son depen
~ientes de dos parametros. 

II. Grupos dependientes de 2 parametros: 

1. p, q; 2. xp, yq; 3. xp, q; 4. p + xq, q; 
5. q, xp+yq; 6. q, yxp+yq (y#O, 1); 
7. q, p+yq; 8. q, xp + (x+y)q; 
9. q - 2yp, 2xp +yq; 10. q, xq; 11. q, yq. 

III. Gntpos dependientesde 3 parametros. 

1. p, q, xp + yq; 
2. p, 2xp + yq, x(xp + yq); 
:3. p + yq, q, xq; 
4. p, q, (a+1)xp+ (a-1)yq; 
5. q, xp, yq; 
6. p, q, xp + (x + y)q; 
7. q, xq, xp + y yq; 
8. p, q, xq; 
9. p - xq, q, xp + 2yq; 

-10. p + y(xp + yq), q -I- x(xp + yq), xp-yq; 
11. q, xq, yq. 

IV. Grupos dependientes de 4 parametros: 

.1. p, xp, q, yq; 
2. p, q, xq, xp + yyq; 
.3. p, q, xq, yq; 
-4. q, xp, xq, yq; 
'5. p, xp, yq, x(xp + yq). 

\T. Grupos dependientes de 5 parametros: 

1. p, q, xq, 2xp + yq, x(xp + yq); 
2. p, q, xp,yq, xq; 

,.3. p, q, yp, xq, xp - yq. 



-123-

/ 

VI. Grupos dependientes de 6 parametros. 

1. p, q, xp, yq, xq, x(xp + yq); 
2. p,q,xp,yp,xq,yqj 

VII. Grupos dependientes de 7 parametros: no existen. \ 

VIII. Grupo proyectivo, ° grupo de todas las colineaciones, 
dependiente de 8 parametros: 

p, q, xp, xq, yp, yq, x(xp + yq), y{xp + yq). 

Para nuestro objeto es conveniente tener expresados estos gru
pos de manera explicita, como grupos de transformaciones del pla
no proyectivo sobre si mismo. Bsto es 10 que haremos en cada caso. 
El resultado podra presentar uno de los dos siguierites tipos: 

1. Tipo afin. En notacion matricial sera de la forma 

(2.1) x'=Ax+B 

-siendo A una matriz 2 X 2 no singular y B una matriz 2 X 1. Las 
.coordenadas son no-homogeneas. En este caso las formas de Mau
rer-Cartan 0 componentes relativas del grupo, que ''representare
mos siempre por w, y que estan definidas salvo una combinacion 
lineal entre ellas con coeficientes constantes, son los elementos de 
las matrices (ver [7]): 

(2.2) o2=A-1 dB 

y las ecuaciones de estructura, obtenidas por diferenciacion ex
terior de estas matrices, toman la forma 

(2.3) 

2. Tipo proyectivo. En este caso hay que usar coordenadas 
homogeneas y la forma matricial de las formulas de transforma
cion es 

(2.4) x' = Ax 

siendo ahora A una matriz 3 X 3 que por tratarse de coordenadas 
homogeneas se puede siempre normalizar de manera que sea det. 
A = 1. Las formas de·· Maurer-Cartanson ahora los elementos de 
la matriz 

(2.5) . O~=A-ldA 
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y las ecuaciones de estructura seexpresan 

(2.6) dn_-nl\n. 

Otra manera comoda de haHar las formas de Maurer~Cartan en; 

este caso proyectivo, consiste en considerar lasfilas· de la matriz A. 
como coordenadas homogeneas de tres puntos A o, AI, A 2 ; toman
doestos puntos como base de un sistema de coordenadas homoge-· 
neas, las formas de Maurer-Cartan estan determinadas por las re-
laciones 

(2.7) 
2 

dAi = ~ roik Ak 
k-O 

de las cuales se deduce, por ejemplo 

(2.8) 

i= 0,1,2, 

woo = JdAo Al A2 I, WOl = J Ao dAo A2 J, WlO = J dAl Al A~ J, etc. 

donae los segundos miembros indican los determinantes cuyas filas; 
son las coordenadas de los elementos indicados (ver [7], [5]). 

3. GRUPOS PROYECTIVOS DEPENDIENTES DE 2 PARAMETROS. En este 
caso la medida para conjuntos de puntos 0 de rectas debe coincidir 
con la medida invariante del grupo, Hamada en geometria integral 
la medida cinematica del grupo y que es bien sabido que existe' 
siempre (es la medida de Haar para estos grupos particulares). 
Lo unico que hay que ver es si el grupo es transitivo 0 no respecto· 
de los puntos 0 rectas del plano; si es transitivo, la medida del 
grupo nos da la medida correspondiente y solo hara falta expre
sarla en fun cion de las cObrdenadas del punta 0 de la recta segu.n 
el caso. 

En todo este trabajo, al decir que un grupo es transitivo res
pecto de los puntos 0 de las rectas entenderemos que es "en ge
neral" transitivo, 0 sea, transitivo salvo posiciones excepcionales. 
Por ejemplo, el grupo x' = ax, y' = by diremos que es transitivo
respecto de las rectas, si bien hacen excepcion las rectas que pa
san por el origen, puesto que ellas se transforman siempre en rec
tas que tambien pasan por el origen. Tampoco distinguiremos, por
no ser necesario para nuestro objeto, entre la transitividad local y 
Ia global; por ejemplo,respecto del grupo de las colineaciones que 
dejan invariante una conicareal (grupo de Cayley) diremos que 

\ 
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10.s punto.s se transfo.rman transitivamente, si bien es evidente que 
,los puntos interio.res no. pueden transfo.rmarseen exterio.res. 

Pasemo.s a examinar, CaBo. po.r caso, lo.s grupo.s proyectivo.s de~ 
pendientes de 2 parametro.s. 

1. p, q. ' 

Es el grupo. de las traslacio.nes 

x' = x + a, y' = y + b. 

Existe medida para co.njunto.s de punto.s, que es el area ordi
naria (integral de la densidad dP = dx /\ dy), pero. no para co.n
,juntos de rectas, puesto. que el grupo. no. es transitivo. respecto de 
.ellas. 

2. xp, yq. 

Es el grupo. 

'(3.2) x'=o,x y'= by 

,que es transitivo. para punto.s y para rectas. Por tanto., existe densi
,dad invariante para co.njunto.s de puntos y para co.njunto.s de rec
'1)as. Para hallar la ;fo.rma expllcita de estas densidades, se o.bserva 
que segun (2.2) las fo.rmas de Maurer-Cartan so.n 

do, 

a 
db 
b 

y la densidad cinematica sera WI, A W2. Para interpretar esta den
::sidad cinematica en cada caso., se o.bserva que el punto de coo.rde
nadas (1,1) po.r la transfo.rmaci6n general (3,2) pasa al punto. de 

,eo.ordenadas(o" b) y, por tanto., llamando. x,y a las eo.ordenadas 
·de este punto. general se tiene, co.mo. densidad para eo.njunto.s de 
'punto.s, 

dP = rlx A dy 
xy 

Para rectas, la recta que no. pasa po.r el o.rigen de eeuaci6n 
. -.x + y -1 = 0 se transfo.rma en x'/a + y'/b -1- 0; po.r o.tra par

-ie la ecuacion no.rmal ae esta recta general es 

.(3.5) x' Co.s tP + y' sen tP - p = 0, 

, ' 

\ 
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siendo pIa distancia al origen y cpel angulo de la normal coner 
eje x. POl' tanto es a =p! coscp,' b= pi sen cpo Sustituyendo en. 
(3.3) -ymultiplicando exteriormente, resulta que la densidad para 
conjuntos de rectas, salvo el signa que es inesencial pues las den~ 
sidades invariantes est an siempre definidas salvo un factor cons
tante, es 

(3.6) dG = __ d-=-p_/\_"_dcp'-----_ 
.p sen cp cos cp 

3. xp, q. 

Es el grupo 

(3.7) x' = ax y' = y + h 

que es transitivo para puntos y para rectas y, por t~nto, admite' 
densidad invariante para ambos conjuntos de elementos. Segun (2.2) 
las formas de Maurer-Cartan son 

(3,8) 
da 
a 

Yla densidl1dcinematicasera «>1/\ «>2. EI punto (1,0) pasa al pun
to general (a, h)"y pOl' tanto la densidad para. puntos P (x, y) es 

(3.9) dP= 
dx /\ dy 

x 

" La recta x + y ----' 1 = Opasa ax' /a + y' ,-- h -1 ~ 0, que com
parando con" la forma normal (3.5)" "nos dice que a = tan cp, 
h '= pi sen cp -1. De '. aqui, sustituyendo en (3.8) y haciendoe"fi 
producto "exterior, resulta que ladensidad para conjuntos de rec
tas G(p, cp) es 

(3.10) 

4. 

(3.11) 

p+xq 

dG = _-=dP=o:--A_"d-,-cp--,--,
sen 2cp cosq; 

Es el grupo 

x'= x+ e,"" y'= ex +'y+h 
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que es transitivo para puntos yrectas; POI' ·tanto existe densidad' 
invariante para ambos conjuntos de elementos. Para hallar la for
ma explicita de estas ;uensidades, se' observa que las form as de· 
Maurer-Cartan son 

~. (3.12) WI = de , Ill2 = - e de + dh 

ypor tanto la densidad cinematica WI;\ W2 = de A dh . 
... . El punt~(O~O) pas~ al (e, h) y pOl" tanto la densidad para, 
conjuntos de puntos es 

(3.13) ill> ~ dx 1\ dy. 

La recta y = 0 pasa a ex' - y' + e2 + h = 0, de donde, com
parando con (3.5) resulta e = -cot cp, e2 + h = p / sen cpo De aqu!,. 
Ii dens'{al'id'einematica mediante los paramet'ros p, cp: de la recta. 
G, se 'expresa 

dG = rlp ;\dcp '. 

sen3cp 
(3.14) 

que es la densidad;pm'a conjuntos de rectas .. 

5. q, xp + yq'~ 
Es el grupo 

(3.15) x' = ax , y' = ay + h . 

Los puntos se transforman transitivamente, pero no as! las: 
rectas, puesto que la tr~nsfoI'~ada de una recta es siempre una. 
paralela a ella. POI' tanto: existe densidad invariante para conjun
t6~ de puntos,pero no para conjuntos de rectas. 

'£aexpresi6~ de la densidad para conjuntos de puntos se ve' 
inmediatamente que es 

(3.16) dP = dx,lX dy 
. x2 

" 

.6. q, y xV +yq (y# 0,1). 

, Es . elgrupo ' 

(3.17) 

que es transitivo para puntos y rectas, 0 sea: existe densidad in-· 
variante para conjuntos de puntos y para· conjuntos de rectas. 
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Las, :formas de Maurer-Cartan son 

,(3.18) 
do, dk 

WI=Y- , W2=-
a a 

El punto (1,0) pasa al punto general (aT, k) y por tanto 

poniendo x = 0,1 ,Y = h, la densidad para conjuntos de puntos 
resulta 

,(3.19) dP= dxAdy 
X HI 

1 

Para reCias, se observa que la'recta y = x pasa a la recta ge
neral y' = a -HI x' + h. Por tanto, comparando con (3.5) re-

:Bulta 0,-1+1= - cot cf.>, h = p/sen cf.> y la densidad para rectas re
sulta ser 

·(3.20) 

7. q, p + yq. 

Es el grupo 

(3.21) 

1-2 
1=-1· dp I\. dcf.> 

dG = (-tancf.» 
sen3c/> 

x' = x + log a , y' = ay + k 

-que es transitivo para puntos y rectas, 0 sea: existe densidad in
. variante para conjuntos de puntos y para conjuntos de rectas. 

Las ·:formas de Maurer-Cartan son 

-(3.22) 
do, 
a 

.Y la medida cinematic a WI I,,> W2. La expresi6n de esta densidad pa
ra conjuntos de puntos resulta observando que el punto (0,0) se 
transforma en el punta general (log a, h) y por tanto, llamando 
.x, y a sus coordenadas, resulta 

,(3.23) dP = e,-I! dx 1\ dy . 
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Para rectas se observa que la recta y =x pasa a y' = ax' -
- a log a + h y por tanto es a = - cot cp, h-a log a = p/sen cp 
,de donde, sustituyendo en (3.22) y multiplicando exteriormente, 
result a la siguiente expresion para la 'densidad para conjuntos de 
rectas 

«3.24) 

8. 

dG= ~ 1\ dcp 
cos2cp sen cp 

Es el grupo 

(3.25) x' =,ax , y' = a log ax + ay + b 

·que es transitivo para puntos y rectas, 0 sea: existe densidad inva
riante p.ara conjuntos de puntos y para conjuntos de rectas. 

Aplicando (2.2) resulta 

(3.26) 
db 

, (/)2 = a 

El punto P(l,O) pasa al P (a, a log a + b) 0 sea, poniendo 
.(J, = x, a log a + b = y, sustituyendo en (3.26) y haciendo el pro
·ducto exterior, resulta que la expresion de 1a densidad para pun
tos P (x, y) es 

·(3.27) 

Para rectas, tomando la y = 0 que se transforma en la recta 
'general y' = x' log a + b, y comparando como siempre con la ecua
cion normal (3.5) resulta log a = - cot cp, b = pi sen cp con 10 
-cual, diferenciando, sustituyendo en (3.26) y haciendo el produc
to exterior, resulta 

«3.28) dG = ecot t/> dp 1\ ._dj>~ . 
sen3 cp 

9. q - 2yp , 2xp + yq . 

Es el grupo 

1\3.29) x' = a2x - 2ahy - h2 , y' = ay + h 
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de las afinidades que dejan invariante a la c6nicay2 +x= O. Pues
to que tanto los puntos como las rectas se transforman transit iva
mente por este grupo, resulta. que existe medida invariante para:, 
ambos elementos. Aplicando (2.2) resulta 

dh 
W2= -

a 

El punta (1,0) pasa al punto general (a2 - h2, h); por tantO' 
las coordenadas generales de un punto son a2 - h2 = x h = y,. 
con 10 cual la sen sid ad cinematica WI /\ w2 toma la·forma 

(3.30) dP = _d_x _A_d-.::y'---
(y2 + X)3/2 

que es la expresi6n de la densidad para puntos. 
Para rectas, se observa que la recta x = 1 se transforma en la 

recta :general x' + 2hy' -'- a2 - h2 = 0, de donde, comparando con. 
( 3. 5) resulta 2h = tanq" a2 + h 2 = p/ cosq,. De aqul, un calculo· 
inmediato da para la densidad cinematic a la nueva expresi6n 

dG = ___ d~p_I\_' _dq,~ __ 
(4 p cosq, - sen2q, )3/2 

(3.31) 

qlleeslaexpresi6n de la densidad para conjuntos de rectas (siem
pre salvo un factor constante). 

10. q, xq. 

Es el grupo 

(3.32) 'x'=x y'= ax+ y+ b 

que no es transitivo para puntos, pero si 10 espara las rectas. Por
ta,nto :no existe densidad invariante para conjuntos de puntos, 
pero si existe para co~juntosde rectas .. 

Para hallarla se procede como siempre, observando que lase 
'formas de Maurer-Cartan son WI = da, W2 = db y que la recta 
y = 0 se tra,nsforma en la recta general ax' - y' + b = 0, por 10" 
cual se puede poner a' wtq, , b = p/senq, y la densidad para 
conjuntos de rectas (igual a la densidad cinematic a da A db) re
sulta 

{3.33) 
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q yq. 

Es el grupo 

(3.34) x'=x y' = ay + b, 

No es transitivo para los puntos, pero si para las rectas, 0 sea: 
no existe densidad invariante para conjuntos de puntos, pero si 
existe para conjuntos de rectas. Para hallar est a ultima basta obser
var que aplicando (2.2) resulta 

(3.35) 
db 
a 

y que la recta y = x pasa a la recta general y' = ax' + b, por 10 
cual se puede v\jner a = - cot</> , b = p/sen</> y por consiguiente 
la densidad para conjuntos de rectas (igual. a la densidad cinema
tic a WI f\ (2) resulta valer 

(3.36) dG= 
dp 1\ dcp 

4. GRUPOS PROYECTIVOS DEPENDIENTES DE 3 PARAMETROS. Vamos a 
analizar uno por uno. 

1. p,q xp + yq. 

Es el grupo 

(4.1) x' = ax + e, y'=ay+h. 
l 

No es transitivo para las rectas, pues toda recta se transforma 
en una paralela, pero si 10 es para los puntos. Veamos si para estos 
ultimos existe densidad invariante. 

Segun (2.2) las formas de Maurer-Cartan son 

(4.2) 
da 
a 

de 
W2 , a Ws= 

y las, ecuaciones de estructura, segun (2. 3) , 

(4.3) 

dh 
a 

El punta (0,0) se transform a en el punta general (e, h); e1 
sistema que define los puntos es por tanto W2 = 0; Ws = 0. Si existe 
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densidad invariante, ella debe ser (1)2 /\ (1)3 Y para que esta forma 
sea una densidad, segun la teoria general [5], [6], debe ser nula 
su diferencial exterior. Teniendo en cuenta las ecuaciones de es
tructura (4 . 3), se tiene 

Por tanto: no existe densidad invariante para conjuntos de 
puntos ni para conjuntos de rectas. 

Es el grupo 

(4.4) 
, ax+b 

x = ----:-~ 
cx+k 

y' = y , ak - be = 1. 
ex + k 

Las matrices que aparecen en (2.5) son en este easo 

o 
1 
o 

A-1 = ( ~ 
-e 

y por tanto las formas de Maurer-Cartan son 

o 
1 
o 

(4.'5) (1)1 = cdb - adk, (1)2 = h db - b dk, (1)3 = - c da + a de 

y las ecuaciones,de estruetura, segun (2.6), 

(4.6) 

El punto (0,1) se transforma en el punto general (blh, 11k). 
Por tanto las ecuaciones que definen los puntos son (1)2 = 0, 
0(1)1 = O. Siendo ,il «(1)1 1\ (1)2) = 0, resulta que existe densidad para 
conjuntos de puntos. Para hallar la forma explidta de la misma 
basta poner x = blh,y ~ 1/h, eon 10 eual resulta (teniendo en 
,cuenta la relaci6n ah - be = 1), (!I1 1\ W2 = - dh 1\ db = k 3 dx 1\ 
/\ dy = y-3 dx 1\ dy, 0 sea, la densidad para conjuntos de puntos es 
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Para rectas, se observa que la recta y = x se transform a en la 
recta general y' = hx' - b. Las ecuaciones que definen las rectas 
son por tanto Wl = 0, W2 = O. Siendo d(Wl !\ W2) = 0, resulta que 
las rectas tienen tambien densidad invariante. Parahallar su for
ma explicit a, comparando y' = hx' - b con la forma normal (3.5) 
resulta h = - cot <p, b = - p/sen <p y por tanto el producto 
Wl A W2 = dh A db se escribe 

( 4.8) dG = dp 1\ d <p 
sens <p 

\ 
Observese que en coordenadas homogeneas (x, y, t) el grupo 

( 4.4) se escribe 

(4.9) x' = ax + bt , y' = y , t' = ex + ht 

con la condici6n ah - be = 1 que se puede imponer siempre por 
tratarse de coordenadas homogeneas. Por el cambio de coordena
das x --+ x, y --+ t, t --+ Y el grupo (4.9) se escribe x' = ax + by, 
y' -:- ex + hy, t' = t 0 bien, pasando nuevamente a coordenadas 
no-homogeneas 

(4.10) x' = ax + by, y' = ex + hy, ah - be = 1, 

que es el grupo de las centro-afinidades unimodulares. La existen
cia de densidad para punt os y rectas, invariante respecto de este 
grupo, es conocida y tiene mucha importancia [4]. 

3. p + yq, q, xq. 

Es el grupo 

(4.11) x' = x + log e , y' = ax + ey + h , 

Aplicando (2.2) result a que las formas de Maurer-Cartan son 

(4.12) 
. da de a de . dh 

Wl= -, W2= - W3=- -- + -.-
e e e2 e 

y las ecuaciones de estructura 

(4.13) 
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, El, punta (0,0) pasa alpunto general (log e, h); por tanto el 
E;istema que define los ,puntos eSOJ2 = OJ3 = 0; siendod(0J21\.0J3) ~ 0, 
:como resulta aplicando las e~uaciones de estructura, existe uensidad 
paraconjuntos de puntos. Poniendo log e = x, h = y, resulta que 
llit formaexpl~cita de esta ciensida4 es 

(4.14) 

Para conjuntos de rectas se observa que la recta y = ° sE:} 
transforma en la recta general y' = ax' + h -Ia log e. Para que 
esta recta quede fija debe ser da= 0, d(h -a log e) = 0, 0 sea 
OJ1 = 0, OJ3 ,= 0.' Seg{m. las ecuaciones de estructura es 
d(OJ1 1\ OJ3) = 2 OJ1 1\ OJ2 A OJ~ =F 0. Por tanto: no existe densi
dad invariante para conjuntos de rectas. 

4. p ,q, (a + 1) xp + (a - 1) yq. 

Es el grupo 

'(4.15) x'=aa+1 x+e , y'=aa-l y+h, 

para el cual las formas de Maurer-Cartan son 

dh (4.16) OJ1 = da , OJ2 = I dC+ 1 , 
a aa - OJ3= aa-1 

y las ecuaciones de estructura 

El punto (0,0) pasa al punto general (e, h)'. 'Las ecuaciones 
que definen los puntos son, por tanto, .OJ2 = 0, OJ3 = 0. Siencio 
d (~ ''\{O3) = -2 a OJ1t'~, OJ2 1\ OJ3 =F 0, ~esuita: no <' existe densidad 
~variante para conjuntos de puntos, excepto para el caso a = 0. 

El caso a = ° corresponde al grupo 

(4.18) x'=ax+c , 
1 

y'= -, y+h a 
, " 

para el cual la densidad para los puntos es 

(4.19) dP = dx I\dy. 
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Para rectas, se observa que la recta y = x se transforma en la 
y' = a- 2x' - c a-2 + It; por tanto las ecuaciones que definen las 

rectas son w! = 0, W2 - W3 = O. Siendo d(w! A (W2 - (3) =0, re
sulta que existe densidad para conjuntos de rectas. La forma, ex-
1>licita de la misma resulta de las igualdades a2 = - tan</>, 

-- c/a2 + It = p/sen</>, de donde 

'0 bien, prescindiendo de un factor constante, 

Para el caso a = 0 del gmpo (4.18) esta densidad toma la 
forma 

,(4.21) dG = -----:-_d-"'-p_I\-:, :-d</>,=-:-z-o 
(- sen 2</»3/2 

La existencia de densidad jnvariante para puntos y rectas 
para el grupo (4.18) era de preyer, pnesto que este grupo es 
proyectivamente equivalente al de los movimientos del plano eu
·clidiano. En efecto" el grupo de los movimientos es 

,(4.22) 

·de donde 

x' = x cosB - y senB + a, y' = x senB + y cosB + b 

; x' + i y' = eiB (x + ~y) + a + ib, 

x' - iy' = riB (x - iy) + a-ib 

:y por el cambio lineal de coordenadas X = x + iy, Y = x - iy, 
,poniendo ei a = A, a + ib = B, a - ib = C, resulta 

X'=AX +B, 

Ique es el grupo (4.18). 

Y'=} -, Y+C 
A' 
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5. q , xp , yq. 

Es el grupo 

(4.23) x':...-ax, , y'=by+h. 

Las :formulas (2.2) y (2.3) dan 

( 4.24) 

(4.25) 

do, 
(/)1= -

a 
db 
b 

W3= 

En el punto (1,0) pasa a1 punta general (a, h) y por tanto las: 
ecuaciones quedefinen los puntos son W1 = 0, W3 = 0. Siendo 
d (W1 /::,. (3) = W1 /:). W2 /), W3 7'= 0; resulta: no existe densidad inva· 
riante para conjuntos depuntos. 

La recta y = x pasa a y' = (b / a) x' + h. Las ecuaciones que
definen las rectas son, por tanto, W2 - W1 = 0, W3 = ° y siendo, 
d(w3 1\ (W2 - W1)) = -W1 A. W2 A Wll 7'= 0, resulta: no existe den
sidad invariante para conjuntos de rectas. 

6. p, q , xp + (x + y)q. 

Es el grupo 

( 4.26) x' = ax + e, y' = (a log a) x + ay + h 

cuyas formas de Maurer-Cartan son 

(4.27) 
da 

W1= a' 
de 

W2=a' 

y las ecuaciones de estructura 

(4.28) 

de dh 
W3 = -log a - + - -

a a 

EI punto (0,0) pasa al (c, h); por tanto las ecuaciones que' 
definen los puntos son W2 = 0, Wa = 0. Siendo d(w2 1\ ws) = 
= - 2W1 6 W2 1:\ W3 7'= ° resulta: no existe densidad invariante para, 
conjunto de puntos. 
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La recta y = ° pasa a la recta general y'=x' log a-c log a+h.~ 
Las ecuaciones que definen las rectas son, pOI' consiguiente,. 
WI = 0, Ws = 0. Siendod(w1 D (3) =0, resulta que existe densidad' 
invariante para conjuntos de rectas. Para hallar su forma explicit a 
se tienen las ecuaciones log a -:- - cot</>, - c log a + h =p/sen</>" 
de donde sigue que la densidad WI 1\ Ws para conjuntos de rectas; 
se puede escribir 

(4.29) 

7. 

Es el grupo 

I (4.30) x' = ax , y' = bx + a 1 y + h 

para el cual se obtiene 

(4.31) 
dh 

Ws= 
a l 

(4.32) 

EI punto (1,0) se transforma en el punto general (a, b + h)' 
y por tanto las ecuaciones que definen los puntos son WI = 0, 
W2 + Ws = 0. Siendo d(Wll\ (W2 + ws)) = 0, resulta que existe· 

. densidad para puntos. Esta densidad es WI 1\ (W2 + (3), que ponien
do x = a, y = b + h resulta 

(4.33) dP = dx 1\ dy 
x H1 

Para ver si hay den sid ad para rectas, se procede como siem
pre. La recta y = x se transforma en y' = (a T -1 + b/a)x' + h. 
Las ecuaciones que definen las rectas son por tanto _ (y -1) W1 + 
W2=0, ws=O. Siendo d[wsl\ «y-1)1~1+W2)]- (2y-1)w1 

. I\ w2 !\ Ws oF 0, resulta: no existe densidad invariante para conjun
tos de rectas . 

. Hace excepci6n el caso y = ~ para el cual existe densidad par/l;l 
2 

rectas cuya forma explicita result a ser, como se obtiene facilmente" 

(4.34) 
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x' . x + c , y' = ax + y + b 

'para el cual se obtiene 

(4.36) 

(4.37) 

W1 = da, W2 --,- dc, W3 = - a de + db, 

dW2 = 0, dW3 = - W1 1\ W2. 

La densidad para puntos existe .en este caso de manera eviden
ete y vale 

(4.38) dP = dx 1\ dy. 

La recta y = x se transforma en la recta general y= (a+ 1) x'
- ae + b -'- e. Las ecuaciones que definen· las rect'as son 
W1=0, W3-W2-0; siendo d(Wl/\ (W3-W2)) =0, resulta que 
existe densidad para rectas. Su forma explicita resulta de las igual
dades a+ 1 = - cote{>, - ae+b - c = p/sene{>, con 10 cua1 1a den
sidad para conjuntos de rectas Wi /\ (W3 ~ (2) puede escribirse en 
]a forma 

.< 4.39) 

9. p - xq , q , xp + 2yq. 

Es el grupo 

'\ 4.40) 
b 

x' = ax + ,y' = - bx + a2y + h. 
a 

Segun (2.2) y (2.3) sus formas de Maurer-Cartan son 

- ,(4.41) 
da b da db 1 

d (~-), 

.Y las ecuaciones de estructura 



-139-

«4.42) 

El punto (0,0) se transform a en el punto general (b/a, h) y 
por tanto las ecuaciones que definen los puntos son W2 = 0, 

"wS =0. Siendo d(W2 !\.wa) = - 3WI A (ll21l Ws ~,O, resulta: J;l0 

·existe densidad invariante para conjuntos de puntos. 
La recta y = ° se transforma en la recta generaly' = 

- (b/a)x' + b2/a2 + h. Por consiguiente las ecuaciones que defi
.. nen las rectas son las mismas W2 = 0, W3 = 0. Es decir: tampoco 
'existe densidad invariante para conjuntos de rectas. 

10. p+y(xp+yq),. q+x(xp+yq), xp-yq. 

Es el grupo del as proyectividades que dejan invariante a la 
,conica 2xy+ 1 = ° (Kowalewski· [3], pag. 389). Es, por consi
guiente el llamado grupo de Cayley, para el cual se sahe que 
·existe densidad para puntos y para rectas. La expresioh y pro
-piedades de' estas densidades son bien conocidas ([ 6], pag.110). 

11. q, xq , yq. 

Es el grupo 

·(4.43) x' = x , y' = ax + by + c. 

No es transitivo respecto de los puntos, pero si 10 es respecto 
,de las rectas. Siendo 

{4.44) 

,{ 4.45) 

y observando que la recta y = ° se transIorma en la y' = ax' + c 
y que, por tanto, las ecuaciones que definen las rectas son WI = 0, 

·(Os = 0, se calcula d(Wl /\ ws) = 2 WI A I\W2''\ Ws ~ 0. Por consiguien
te: tampoco existe densidad invariante para conjuntos de rectas. 

5. GRUPOS PROYECTIVOS DEPENDIENTES DE 4 PARAMETROS. Son los 
,siguientes: 

1. p, xp ,q ,y q. 

Es el grupo 
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(5.1) x' _ ax + b , y' = ey + h . 

Por el metodo general se obtiene 

(5.2) 
do, 
a ' 0)2 = 

de db dh 
e 

con las ecuaciones de estructura 

EI punto (0,0) pasa al (b, h) ; luego las ecuaciones que defi-
nen los puntos son _ 0)3 = 0, 0)4 = 0. Se tierie -f[ (W3 A.. W4) = 
- W1 f\ '03 A.. 0)4 + w3 f\ W2 A.. W4 =1= 0. Por tanto: no hay densidad! 
invariante para conjuntos de puntos. 

La recta y=x pasa a y'= (c/a) x'-eb/a+h y por tanto 
las ecuaciones que definen las rectas son W1 - W2 = 0,. - W4 = O. 
Siendo d [ ( W1 - (2) A.. (W3 - (4)] =1= 0, resulta: no hay densidad 
'uvariante para conjuntos de rectas. 

Este grupo es isomorfo al grupo de las semejanzas del plano: 

x' = p (x cos 8 - Y sen 8) + a, 

y' = p (x sen 8 + y cos 8) + b 

En efecto, se tiene 

x'+iy'=peiO (x+iy) +a+ib , x'-iy'=pe-iB (x-iy) + 

+ a - ib y con el cambio de coordenadas X = x + iy, Y = x - iy' 
y poniendo 

peiO = A, pe- iQ = B, 0,+ ib = C, a - ib = II 

resulta X' = AX + C, Y' = BY + II 

que es el grupo (5.1). Se tiene as! el hecho ya conocido de que
para el grupo de las semejanzas del plano no existe densidad in
variante para puntos ni para rectas. En cambio se puede ver que 
existe densidad invariante para conjuntos de circulos (STOKA 
[9] ), la cual vale R-2 dx f\ dy, si R es el radio y x,y son las coor-
denadas cartesianas ortogonales del centro. 
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2. p, q, xq, xp + a yq . 

Es el grupo 

,{5.4) x' = ax + b, y' = ex + arx y + h . 

Segun (2.2) y (2.3) se obtiene 

da e da de db 
WI = a ,W2 = - a~+l + -a;-' W3 = a' 

e db dh 
W4 = - - ----- + --

arx+l arx 

,con las eeuaciones de estructura 

.{5.6) dWI=O, dW2 = (1-a) WI 1\ W2, dW3=-WI!\W3, 

dW4 = - W2 l\ W3'- a W1 !\. w4' 

EI punta (0,0) se transforma en el punta general (b, h) 
y por tanto las ecuaciones de los puntos son W3 = 0, W4 = 0. Es 
.d (W3 1\ W4) = - (1 + lL) WI !\. W3 !\ W4 Por tanto, no existe densidad 
invariante para conjuntos de punt os, excepto para el caso a = -1 

Para ver que sucede con los conjuntos de rectas, se observa 
'4ue la recta y = ° se transforma en la y' = (eja)x' - eb/a + h; 
por tanto las ecuaciones que definen las rectas son W2 = 0, W4 = 0. 
Siendo d(wd\ W4) = (1- 2 a) Wi /\ W2 !\ W4, resulta: no hay densi
.dad invariante para rectas excepto en el caso a = 1/2. 

Por consiguiente conviene distinguir los dos casos siguientes: 

'(5.6) 

a) a =-1. Es el grupo 

x' = ax + b , y' = ex + -y- +h 
a 

'4ue admite densidad para puntos (pero no para rectas), que vale 

{5.7) dP= dx 1\ dy. 

b) 
1 a=-. 
2 

Es el grupo 

,(5.S) x' = ax + b , y' = ex + aV2 y + h 
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que admite. densidad para rectas (pero no para puntos) .La forma 
exp1icita de esta densidad se obtiene, como siempre, comparando la 
recta y'= (e/a)x'-eb/a+h, transformada de la y=O, con S11 

ecuaci6n normal (3. 5), 10 cual da e / a. = - cotcp, - eb / a + h = 
p/sencp. De aqui, 1a expresi6n W2 /\ W4 de 1a densidad· para conjun
tos de rectas result a que se puede escribir 

(5.9) 

3. p, q , xq , yq. 

Es el grupo 

(5.10) x' = x + a , y' = bx + ey + h. 

Las form as de Maurer-Cartan y las ecuaciones de estructura 
son 

(5.11) 
db 

(1)1== --, 
e 

de 
W2==- --, 

e 

b da dh· 
W3=- -.-- + -- ,w4=da 

e e 

E1punto .(0,0) pasa al (a, h); por tanto las ecuaciones que de
finen lospuntos son W3 = 0, W4 = ° y siendo d(Wl/\ (4) =;1= 0, l1esul
ta que noexiste densidad invariante para conjunto!S de puntos. 

La recta y = ° pasa a la y' = bx' - ba + h; por tanto 
las rectas estan definidas por WI = 0, W3 = 0, y siendo 
d (WI 1\ (3) = Wl/\ w2 /\ W3 =;1= 0, resulta: no existe densidad inva
riante para conjuntos de rectas. 

4. q, xp , xq , yq. 

Es e1 grupo 

(5.13) x' = ax , y' = bx + ey + h 

cuyas formas de Maurer-Cartan y ecuaciones de estructura, segUn 
(2.2) y (2.3), son 

(5.14) da 
WI-a' 

b da db 
W2·=·-~+7' 

de 
11)3= c' 

dh 
c 
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(5.15) 

El punto (1,0) pasa al punto general (a, b + It); pOl' tanto las 
ecullCiones que definen los puntos son W1 = 0, W2 + W4 = 0. Puesto' 
que es d [wJ 1\ (W2, + (4)] oF 0, resulta: no existe densidad inva
riante para conjuntos de puntos. 

La recta y = ° pasa a la recta general y' = (b/a)x' + h; por 
tanto las ecuaciones que definen las rectas son W2 = 0, W4 = 0. Sien-
do d(w2/\ (4) = WI /\ W2/\ w, ¥= 0, resulta: no existe densidad in
variante para conjuntos de rectas. 

5.p, xp, yq, x(xp + yq). 

Es el grupo 

(5.16) , ax + b x - ----
-. ex+h ' 

iNa hace falta un estudio especial. En efecto, este grupo admi-
te al grupo p, xp, yq (grupo nQ 5 de 3 parametros, con la permuta
cion x por y) como subgrupo. Es el subgrupo qque resulta parae 
e = 0. Como dicho grupo no admite densidad invariante para pun
tos ni para rectas, igualmente el grupo actual no admite densidad' 
invariante para conjuntos depuntos ni para conjuntos de rectas. 

6. GRUPOS DEPENDIENTES DE 5 PARAMETROS. Son los siguientes:. 

1. p , q , xq , 2xp + yq , x (xp + yq) . 

Es el grupo 

(6.1) , ax + c , bx + y + h x = ---;---, y = --- --- , 
mx+r mx+r 

(ar - me = 1) ._ 

Aplicando el metoda indicado en el nQ 2 se obtiene 

WI = r da - e dm 
, \ ' 

W2 = r de - cdr, 

W3 = (mh - br) da + db + (be - ah) dm, 

W4 ,.~mh - br) de + dh-t(be ~ ah) dr; 

W5 =-m da +adm 
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.con las ecuaciones de estructura-

El punto (0,0) se transforma en (e/r, h/r) y para que se man
tenga fijo debe ser W2 = 0, W4 = O. Siendo 

:resulta: no existe densidad para conjuntos de puntos. 

La recta y = ° se transforma en la recta y' = (br - hm) x' + 
+ ha - be y para que sea fija debe ser W3 = 0, W4 = O. Puesto que 
,d(W3/\ W4) = ° resulta que existe densidad para rectas. Para ver 
la interpretacion geoinetrica de la misma, se observa que 
br - hm = - cotcp, ha - be = p/sencp, de donde rW3 - mtu4 = 
,- dcp / sen2cp, - eW3 + a W4 = dp / sencp + ( ... )dcp, de donde re
,'sulta que ladensidad W3 A W4 se escribe 

2. p, q ,xp , y.q , xq. 

Es el grupo 

'(6.2) x' = ax + m , y' = bx + ey + h 

que tiene como subgrupo el nQ 4 de 4 parametros (para m - 0). Como 
--este ultimo grupo no admite densidad invariante para puntos ni pa
ra rectas, tampoco las admitira el grupo actual. 

3. p, q , yp , xq , xp - yq . 

Es el grupo de las afinidades unimodulares 

,(6.3) x' = ax + by + e, , y' = mx + gy + h (ag-bm=l). 

Es bien sabido que para este grupo existe densidad invariante 
:para puntos (dP = dx A dy) pero nl) existe densidad invariante 
para rectas (v~r [6]). 
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7. GRUPOS PROYECTIVOS DEPENDIENTES DE 6 PARAMETROS. Son los 
siguientes : 

1. p , q , XP , yq , xq , x (xp + yq) . 

Es el grupo 

(7.1) x'= 
ax + by + c 

ny+r 
my+h 

y'= ny+r· 

Para hallar las formas de Maurer-Cartan y las ecuaciones de 
estructura, vamos a seguir el segundo metoda indicado en el nQ 2. 
La matriz A que alli aparece es ahora 

b 

(7.2) m 

n 

cqn la condici6n det. A. 1. Los puntos Ao, Al A2 son los puntos 
Ao (a, b, c), A 1(0, m, h), A 2(0, n, r) (en coordenadas homage
neas). Segun las f6rmulas (2_.8) y ana10gas, las formas de Mau
l'er-Cartan no nulas resultan sel' 

Woo = (mr - nh) da, WOl = - (br - nc) da + ar db - an dc, 

(7.3) W02 = (bh - me) da - ah db + am dc, Wn = ar dm - an dh, 

W12 = - ah dm + am dh, W21 = ar dn -.an dr, W22 =-ah dn+am dr 

observandose la relaci6n woo + Wn + W22 - ° que se obtiene dife
reneiando el determinante lAo Al A21 = 1. 

Las ecuaciones de estl'uetura son 

d Wik = :::i1 Wis /\ Wsk 

Para que el punta Ao se mantenga fijo de la rela
ci6n dAo = woo Ao + Wol Al + W02 A2 se deduce que debe ser 
WOI = 0, W02 = 0. Estas son las ecuaeiones que definen los puntos. 
Aplieando las eeuaeiones de estructura resulta d(WOI A W02) = 
-,-J. 3 woo !\ WOl f:... W02 =/=- 0, 10 eual prueba que no existe densidad in
val'iante para conjuntos de puntos. 
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Para conjuntos de rectas, se observa que para mantener fija 
la recta Ao Ai debe ser W02 = 0, W12 = 0. Aplicando las ecuaciones 
de estructura, teniendo en cuenta que las Wij que no figuran en 
(7.3) son nul as, resulta d(W02 A (12) = 3 W02 A W22 1\ W12 =1= 0. Por 
consiguiente: no existe densidad invariante para conjuntos de rectas. 

2. p , q , xp , xq , yp , yq . 

Es el grupo afin general 

(7.4) x' = ax + by + G , y' = mx + ny + r 

con an - bm =1= 0, para el cual se sabe que no existe densidad in
variante ni para conjuntos de puntos ni para conjuntos de rec
tas [6]. 

Queda finalmente el grupo proyectivo general 

p, q, xp, xq, yp, yq, x(xp+yq),y(xp+yq) 

cuyas ecuaciones son 

(7.5) 
,_ ax + by + G 

X = --- -
mx+ny+r 

, ex+gy+ h 
y = - - ----,-

mx+ny+r 

Este grupo ha sido bien estudiado (Varga [12]) y tambien en 
[5], [6] y se sabe que no admite densidad invariante ni para con
juntos de puntos ni para conjuntos de rectas. 

8. RESUMEN DE RESULTADO. De todo 10 anterior resulta: 

1. Los grupos proyectivos del plano dependientes de 2 parame
tros p'ara los cuales existe medi-da invariante para conjuntos de 
pllntos y para conjuntos de rectas son los siguientes: 

q, p+yqj q, xp+ (x + y)q; q-2yp, 2xp+yq. 

2. Los grupos proyectivos del plano dependientes de 3 parame
tros para los cuales existe medida invariante para conjuntos de 
puntos y para conjuntos de rectas del plano son los siguientes: 

p, 2xp + yq, x(xp + yq); p, q, xqj q, xq, 2xp + yq; 

p, q, xp -yqj p + y(xp + yq), q + x(xp + yq), xp-yq. 
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De estos cuatro gnipos, el ultimo corresponde al grupo de Cay
ley y ha sido bien estudiado [6]; el cuarto es isomorio al grupo 
ile los movimientos del plano y su geometria integral es tambien 
bien conocida. Los otros tres grupos, en cambio, es probable me
rezcan un estudio mas detallado desde el punto de vista de la geo
metria integral. 

3. No existen grupos proyectivos del plano dependientes de mas 
de 3 parametros que admitan medida invariante pa:J;'a los conjun
tos de puntos y para los conjuntos de rectas. En este caso, cabe 
sin embargo estudiar que pasa con los conjuntos de pares de ele
mentos (dos puntos, dos rectas, punto y recta). Hay grupos para 
los cuales estos conjuntos de pares admiten medida invariante y 
otros no. Algunos casos particulares son conocidos (ver [7], [8], 
y varios trabajos de Stoka [9], [10], [11] y Luccioni [13]), pero un 
estudio sistematico que agote y ordene todos los casos posibles no ha 
sido hecho, aunque no parece que ofrezca mayores dificultades. (Ver 
[14]) . 

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales 
Universidad de Buenos Aires. 
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