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SUR L'ALGEBRE DES PUISSANCES DIVISEES
D'UN MODULE MONOGENE

Norbert Roby

Soit A un anneau commutatif. Nous nous proposons d'étudier en dé-
tail la structure de 1'algebre des puissances divisées de tout A -
module monogéne; pour cette notion, on pourra se reporter a {1}.
L'étude du cas oh A = Z a été faite en {2}.

Cette étude sera faite dans la seconde partie du présent article;
dans la premidre partie, nous &tudions la constructionde certains
idéaux de A qui seront importants par la suite.

PREMIERE PARTIE

1) LES IDEAUX Dn(I).

Soit I un idéal de A. Nous lui associons une suite Dn(I) (n > 0)
d' idéaux de A, définis de la maniére suivante:

DEFINITION. Pour tout entier n > 0, Dn(I) est L'idéal de A engendré
par les éléments du type:
((a,n-a))i"

o 1 <a<n, icelI. (On rappelle qu'on pose: ((p,a))=(p+q) /p"ql).
Autrement dit:
D (I) est 1'idéal de A engendré par les coefficients des polyndomes

X+ D -x (1eI).

Par exemple: DO(I) =0
Dl(I) =1
Dn(O) =0

Dn(A) = A pour n

"W
—_

On a : D“(I) < I.

PROPOSITION 1. Soit F un systeme de générateurs de l'idéal I. Alors,
Dn(I) est engendré par les éléments de la forme:

((a,n-a))i®
o 1 <a<neticcVF.

En effet, soit I 1'idéal de A engendré par les &léments de la forme
précédente. On a: Hi’c Dn(I).' Pour montrer que Dn(I) < In, il
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suffit de montrér’que les €léments a € A tels que ((a,n-a))aa e I
pour 1. <'a < n constituent un idéal de A.

n

Or, si a € A possdde cette propriété, il est clair que ba (beA) 1'a
aussi. Et si a et b ont cette propriéte, on a:

((2,n-a)) (a+b)* = Ifuq((a,n-)) ((k,a-k))a*p*"*
Si k > 1, on &crit:

((a,n-2)) ((k,a-k))a"b*"® = ((n-a,a-k)) ((k,n-k))a"b*"* e 1_

(car ((k,n-k))a* e 1.).

n

Pour k = 0, on-a le terme: ((a,n-a))ba e I

Donc, a + b a aussi la propriété indiquée, C.q.f.d.
2. SUR UNE AUTRE MANIERE D'ENGENDRER LES IDEAUX Dn(l).

PROPOSITION 2. Soit F un systéme de générateurs de l'idéal I. Pour
n > 0, 1'idéal D (I) est engendré par les éléments de la forme:
ai®

ou: i ¢ F, d et § sont des entiers > 0 tels que d& = n.

La démonstration qui suit a &té &€laborée par A. BATBEQAT.

On suppose n > 1 , car la proposition est triviale pour n = 0 et n=1.
Soit J 1'id&al de A engendré par les di® considérés. 7
-: On montre que Dn(I) c Jn :

Considérons un générateur x de Dn(I):

n(n-1) ... (n-a+1) 1%

x = al

(a>1 , ieF)

Posons: u =n Aa (p.g.c.d. de n et a),

Alors:

Comme A A u =1, divise ((a-1 , n-a)). Si 1l'on pose:

((a-1 , n-a))/u

C , alors:
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x = C i*"".aiv

eJ (car Au = n == Ai% ¢ J ).
n n
-: On montre que Jn < Dn(I).

Soit un générateur y de J,oys= ai , ieF, dé = n. On peut sup
poser 6 > 1 , car on sait que ni e.Dn(I). Soit

rs .
s = TT?-lij (r; > 0)

la décomposition de § en facteurs premiers. Posons: p;j = qj' On a:

[
((qj,n-qj)) = d(a;)((qj-1,n-qj)).

Au second membre, le facteur §/q. est premier avec pj. Quant au
coefficient binomial ((qj-1 , n-qj)), il s'écrit:

q;:-

j 1 n-q. +k

Soit B 1'exposant de P, dans la décomposition de k en facteurs pre-

miers (B > 0) ; ona : B < iy Alors, p?

r-
divise ij , donc § ,
donc n, et aussi k: il divise n - qj + k ; p.” rontre, p§+1 divise
encore p;j , n , mais pas k: il ne divise pas n - qj + k. Ainsi, B
est l'exposant de P; dans la décomposition en facteurs prgmiers de
n - qj + k. On pourra donc simplifier la fraction (n - qj + k)/k
par pg , en sorte que p; ne divise plus ni le numérateur ni le dé-
nominateur. Il en résulte que ((qj -1, n - qj)) est premier avec

p; -

On peut donc écrire
. n - q. = dx, ou A, est premier avec p..
((qJ s a;)) j o 3 p ‘ Py

Le p.g.c.d. de (G,AI,...,Aa) est 1, car aucun facteur premier de &
ne divise tous les xj. Donc, en multipliant par d: le p.g.c.d. de
(n, ((q1 , N - ql)), vee s ((qg 5 n - qa))) est d. Cela entraine

qu'il existe des entiers m et mj tels que:

d =mn + Z?,lmj((qj , n - ;)
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Alors:

I T 3 B a (86-q5 _ . a3
di mi .ni +,Zj_1mj1 J.((qj , n qj))l e D (I). C.q.f.d.

3.  SUR LA COMPOSITION DES APPLICATIONS D :

On peut définir une application Dn: I — Dn(I) de 1l'ensemble des i-
déaux des A dans lui-meéme. ' '

PROPOSITION 3. Pour deux entiers m et n > 0 et tout idéal I, on a:

D, o Dn(I) = Dmn(I)‘

On peut supposer m et n > 2.

-: On montre que Do Dn(I) = Dmn(I).
D'apres la proposition Z,VDm o D_(I) est engendré par les éléments
de la forme:
' nw 268" 8! 3 181 e o
x =d'(d" i° ) (ielI,d's'=m, d"s" =n).
Or:

x = adta an it ep (D (car d'd"§'s" = mn).

-: On montre que Dmn(I) = Dm ) Dn(I).

Remarquons, en raisonnant par récurrence sur le nombre des facteurs
premiers de m, qu'on peut se limiter a démontrer la proposition 3
lorsque m est un nombre premier p. Il reste donc a voir que:

D, (I) = D, o D (D).

Or, Dpn(;) est engendré par les éléments y de la forme

§

y=di (iel, dé = pn).

-ou bien p divise d, auquel cas d = p dl et

§

y=pd, i%e D, o D (I) (car d;8 = n —>d, i% e p_(1)).

" -ou bien p ne divise pas d ; dans ce cas, on a:
ar-! =

1 (p) , ce qui entraine 1'existence d'un entier k tel que:

d = dP + kpd. En outre, p divise § et on écrit: § = pé,. Alors ,

y = u + VvV , avec:



131

§,p Sp
u=4gP il et v=kpdil .,
On a:
u=(@iHP ¢ D oD (I) (car ds, =n —> d i1 ¢ p (1)
1 €% °"n 1 € "n 74t
8yp-8, 8 5 ‘
v=Kki .p di € DP ° Dn(I) (car di € Dh(l) -=f>
LS |
p di € Dp ° Dn(I))'

Finalement, dans tous les cas, on a: y ¢ DP ° Dn(I) » C.q.f.d.

COROLLAIRE 1. Pour deux entiers met n > 0 on a:

Dmn(I) = Dn(I).

En effet:
Dm 0 Dn(I) S Dn(I).

Ce corollaire résulte aussi du fait suivant: le polyndme

(X + i)™ - X™ est multiple du -polyndme (X + it - x®,

COROLLAIRE 2. Pour deux entiers m et n > 0 on a:
m Dn(I) S Dmn(I).

En effet: .
m Dn(I) S D‘n 0 _Dn(I). ,

COROLLAIRE 3. St l'entier positif m est inversible dans l'anneau
A/l (i.e. 82 mA + I = A) on a, pour tout n > 0:

D (1) = D__(I)

On peut supposer n > 0.

SimA+ I =A, on a aussi mA +van(I) = A ; sinon, en effet , il
existerait dans A un idéal maximal qui contiendrait mA et Dmn(I) y

: . .Mn . PR . . .
donc aussi i pour tout i ¢ I , donc aussi i : il contiendrait
mA + I , ce qui est absurde.

I1 existe donc i e D (I) et a ¢ A tels que:’
mn mn ]

; + 1 = .
mg in 1
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Alors:
Dn(I) = (ma + imn)Dn(I) cm Dn(I) + imn Dn(I)

S Dpa(I) + D, (I) = D, (I) = D _(I) , C.q.f.d.

4. LE TREILLIS DES IDEAUX D, (I):

PROPOSITION 4. Soient m et n deuxr entiers >0, mAn leur p.g.c.d.
(0A O =20). Alors, on a:

D,(I) + D (I) = D, (1)

Posons d = m An.
La propriété étant triviale si moun = 0 , on supposem et n > 1 .,

Du corollaire 1 & la propriété 3, découle:

D,(I) = Dy(I) et D (I) = Dy(I) , d'ou : D (I) + D (I) = D, (I).

Reste a montrer 1'inclusion inverse.
I1 existe deux entiers p et q tels que:
d = pn + gm .

Si p=10, c'est que q =1etd=m; alors, m divise n et la rela -
tion D (I) + Dn(I) = Dm(I) est vraie, car Dn(I) 3 Dm(I) (corollaire

1 & la proposition 3). On peut donc supposer p # 0 et de m&me q # 0.
Alors, des deux entiers p et q , 1'un est positif et 1l'autre est né-
gatif ; supposons, par exemple, p > 0 et q < 0.

D'aprés la définition, D4 (I) est 1'idéal de A engendré par les coef-
ficients des polyndmes

d

P,x) = (x+ i)d - X (ie1)

Un petit calcul montre qu'on a:

X+ D7 P ) = [(X+ PP - X - xA[x + )T - XTI

Les coefficients du polyndme (X + i)P™ - XP® appartiennent & Dpn(I),
donc a D (I) (corollaire 1 a4 la proposition 3). De méme, les coef-
ficients du polynome xd[(x + i)™ _ x"9®] appartiennent & D_qm(I)',

donc a D (I) . Il en résulte que les coefficients du polyndme

x + i) " P, (X) sont dans D (I) + D_(I) .
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Si 1'on peut déduire de 13 que Pi(X) a aussi ses coefficients dans
D, (I) + D (I) , on aura montré que D,(I) « D (I) + D (I), C.q.f.d.

I1 suffit donc de démontrer le lemme suivant:

LEMME, Soient P ¢ A[X] , a ¢ A, J un idéal de A , h un entier > 1.
Si le polyndme (X + a)hP a ses coefficients dans J, alors P a aussi
ses coefficients dans J. ‘

Par récurrence sur h, on se raméne au cas h = 1 ; alors la démons-
tration du lemme est immédiate.

COROLLAIRE 1. 8% Ny 5 eee s np gont des entiers > 0 , on a:

D, (I) + ... + D, (1) = D A... An (M.
1 P L 4

COROLLAIRE 2. 5% n; , ... , n, sont des entiers > 0 premidré dans
leur ensemble, on a:

Dnl(I) + ...t an(l) =1.

PROPOSITION 5. Soient m et n des entiers > 0 , m v n leur p.p.e.m.
Alors, on a:

D, (I) N D_(I) = D, (

I).
Posons m v n = M,

Du corollaire 1 & la proposition 3 résulte:
Dy, (I) = D _(I) et Dy (I) = Dn(I).
D'oli: _
.~ Dy(D) =D (D) aD (D).
Reste.3 prouver 1l'inclusion inverse.~

Posons: M = am = un .,

Si x e D (I), ona:xce AD (1) < DM(I) (corollaire 2 3 la préﬁo-
sition 3).
Six e Dn(I) , on a de méme, ux € DH(I)'

Comme A et u sont premiers entre eux, il existe deux entiers p etﬂq
tels que : pA + qu = 1. vAlors, si x e Dm(I) n Dn(I) on-a :
X = p.AX +Uq.X € Dﬁ(;); c.q.f.d.
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COROLLAIRE. &Si n; 5, -0 np sont des entiers > 0, on a:

Dnl(I) N eee N an(I) = DnI V ooy np(I).

REMARQUE. L'ensemble des propriétés exprimées par le corollaire 1
3 la proposition 3, les propriétés 4 et la propriéte 5 est résumée
dans 1'énoncé suivant:
Pour tout idéal 1 de A, l'application définie par:
nZ ——+'Dn(I) k (n > 0)

est un homomorphisme du treillis des idéauxl de 1 dans le treillis des
idéaux de A.

5) AUTRES PROPRIETES DES Dn(I)'

Soit (Ik)(k ¢ K) une famille d'idéaux de A. Comme 1'idéal ZkeK Ik

est engendré par l—JieKIk’il résulte de la proposition 1:

PROPOSITION 6. Pour toute famille (Ik)(k e K) d'idéaux de A et tout
entier n > 0, on a:

Dy QieerTi) = LiePn(Ti)
On a aussi:

PROPOSITION 7. Soit (Ik)(k = 1,...,p) une famille.finie d'idéaux
étrangers dans leur ensemble

(t.e.: [P 1T, = A).

Alors, pour tout systeme (nk)(k = 1,...,p)’d'entiers > 0, les idéaux
Dn (Ik) sont aussi étrangers dans leur ensemble.

*
Cela vient de ce que tout élément de I, aune puissance dans an(Ik);

ou encore:
Posons n = n; ... n,. Le corollaire 1 3 la proposition 3 entraine:

an(Ik) = Dn(Ik)‘ Alors:

za_lnnk(rk) > Zﬁ-ﬂ)n(lk) = Dn(z"_’llk) (prop. 6) = D_(A) = A.

i
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DEUXIEME PARTIE.

Soit M un A-module monogéne, engendré par un élément e. En notant
I 1'annulatelr de e dans A, on peut identifier les A-modules M et

A/1, en identifiant e & la classe de 1 modulo I. On notera q la
surjection canonique A — M définie par 1 — e.

On sait que la composante homogeéne du degré n de r(M) (algébre des
puissances divisées du module M), notée I (M), est un module monogé
ne de générateur e[“]. La structure de mgdule de r(M) sera entidre
ment explicitée quand on connaitra 1'annulater In de e[“]; on aura ,
en effet:

NORPV

La structure multiplicative de r(M) sera ensuite explicitée par les

relations: e[“] e[m] = ((m,m)) e[“*“] .
6. DETERMINATION DES MODULES Pn(M).

L'application linéaire surjective q: A — M se prolonge en une ap-
plication linéaire surjective I?~): Ir(A) — r(M) qui, en degré n ,
donne une surjection

r(@:r (A) —r M ,
avec:

ra@alely - el

On sait que Pn(A) est un module libre ayant pour base 1[n]; donc
rn(A) ~ A. Si, pour le moment, on identifie Fn(A) i A, 1[“] i1 ,

on a donc: In = Ker rn(q).

Or, Ker I'(q) est 1'idéal de I (A) engendré par les éléments i% , 1 el
et a>1 ({1}, prop. IV-8, p. 284). Comme T(A) est engendré lindaire-

ment par les 1[p] (p > 0) , alors Ker r(q) est engendré linéairement
par les éléments

lal qlel o gaqlal qlo] o (@ pni® 1l e, a5 1,02 0.
Enfin, comme Ker Fn(q) = Ker T(q) n rn(A), on voit que Ker Fn(q) est

engendré linéairement par les &léments ((a,n-a)) it 1[“1 (a>1 , iel).

I1 en résulte que%est 1'idéal de A engendré par les‘élémehts
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a

(@ , n-a)) i (@ > 1, i € I). Ainsi:

In = Dn(I).

PROPOSITION 8. Il existe un isomorphisme de modules:
rn(M) ~ A/Dn(I)

qui permet d'identifier e[“] a la classe de 1 modulo Dn(I)'

I1 résulte de cette proposition que les propriétés des idé&aux Dn(I),
établies dans la premiere partie, vont entrainer des propriétés co-
rrespondantes concernant les modules rn(M).

Parmi ces propriétés, certaines se retrouvent simplement par des mé-
thodes directes; d'autres constituent des résultats essentiellement
nouveaux.

7. INTERPRETATION DES RESULTATS DE LA PREMIERE PARTIE.

a) Nous commengons par interpréter la relation Dmn(l) < Dn(I) (co
rollaire 1 & la proposition 3). Elle signifie:

PROPOSITION 9. Pour tout couple d'entiers m > 0 et n > 0, il exig
te une application lineaire

¢Illtl,l.'l : Pmn(M) - rﬂ(M)

telle que: elmn] _, clnl,

Cela signifie aussi qu'il existe, sur le couple (M , rn(M)), une loi
polyndme f homogéne de degré mn, dont la restriction & M vérifie :

f(e) = e[“] .

On retrouve ce résultat comme suit. Soit u la loi identique du module
M. Comme M est isomorphe i A/I, on peut le munir d'une structure de

A-algeébre dans laquelle e est 1'élément unité. Alors, ({3}, § 4),1les
lois polyndmes sur le couple (M(M)) constituent aussi une A-algdbre ,
et 1'on peut donc considérer la loi polynbme ™, homogd®ne de degré m.

La restriction de y™ & M est définie par: w™(x) = x™ , et en particu-
lier u™(e) = e.
Si eﬁ désigne la loi polyndme universelle de degré n sur le couple

W, rn(M)) (13] , §5) , alors la loi polynome f = ¢§ o ™ est défi-.
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nie sur le couple (M , rn(M)), elle est homogéne de degré mn , et
sa restriction 4 M vérifie:

fle) = e[“]
b) Nous allons maintenant interpréter la proposition 3.
Notons qu'on a les isomorphismes:

A/D_ 0D (1) =T (A/D (1)) =T oT (I).

Si 1'on note par le signe { } les puissances divisées des éléments
Fn(M) , 1l'isomorphisme A/Dmo Dn(I) = Fm o rn(I) permet d'identifier

la classe de 1 modulo D_ o D,(I) 2 1'élément (elr){m}, La propo -

sition 3 donne donc le résultat suivant:

PROPOSITION 10. Pour tout couple d'entiers m > 0 , n > 0 | {1 existe
un igomorphisme

roor (M) = 0

qui associe les Eélémentes (e[n]){m} et e[mn].

L'existence d'une application linéaire: an(M) —_ Fm o Fn(M) telle

que: e[mn] —_— {e[n]){m} était claire i priori; elle résulte de la

r_(m) M

loi polyn8me e n °oe homog&ne de degré mn sur le couple (M ,

T, ©° rn(I)).
Par contre, dans l'autre sens, l'application linéaire

r,or (I) —r, (1) avec (e[n]){m} N ebd fournit le résultat

moins trivial suivant:

PROPOSITION 11. Pour tout couple d'entiers m » 0 , n.> 0 , il existe
une application polyndme de degré m:

gm'n: Fn(M) —_ rmn(M)

telle que: a e[“]——---> ame[mn] (a e A).

Ce résultat est plus fin que ce que nous pouvions obtenir dans le
cas d'un module quelconque. Dans le sens Fn(M) — rmn(M), nous

étions seulement capable, pour n > 1 , d'appliquer la loi Yo de

miamepuiséance divisée (cf. {4}, §10, Théor2me 1), de telle sorte

que

v, (a e[n]) - Con & el on Cp,n = (m M)/ (n1)"me
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Lorsque M est un module.monogdne, il est donc possible de s'affran-
chir en outre, du facteur numérique C_ .
’

¢) Le corollaire 2 4 la proposition 3 fournit le résultat suivant:

PROPOSITION 12. Pour ‘tout couple d'entiers m > 0 , n > 0, il exig
te une app{?cation linéaire
r_M) — 1 (M)

telle que: e[n] — m e[mn]-

COROLLAIRE. Pour tout couple d'entiere m > 0 , n > 0 , il existe
une application polyndme de degré n:
’ M — T__(M)
mn

telle que: ae—ma® e[mn] (a ¢ A).
d) Passons i la proposition 4. Notons les isomorphismes:
A/D (1) + D (1) » A/D (1) © A/Dn(I) ar (M) e r, (M)

qui permettent d'identifier la classe de 1 modulo Dm(I) + Dn(I) a

1'é1ément el™ @ e[®] | 1La proposition 4 s'énonce alors:

PROPOSITION 13. Soient m et n des entiers > 0 , m A n leur p.g.c.d.
(0 AO =0). Alors, il existe un igomorphisme

™)

qui associe les éléments e[“] ® e[“] et e[mA n]

rm(M) ® rn(M) L .

e) En ce qui concerne la proposition 5, ou plutat\la forme plus
générale donnée dans son corollaire, on se convainc aisément qu'elle

-~

équivaut 3 1'énoncé suivant:

PROPOSITION 14. Soient des entiers > 0 : nl,...,np. Soit nlv...vnp
leur p.p.c.m. Alors, il existe un homomorphisme injectif de modules

I‘nl Vee.oV n ™) — I‘nl(M) Xoeee X I‘n ‘M)
P P
tel que:
e[“lv"'v“p] —_— (e[“ll,...,e[“p]).

On sait que, pour deux idéaux I et J d'un anneau A, il existe une
suite exacte de A-modules:

0 — A/I N J 2 A/T x A/JJ L+ A/T + T — 0 ;



139

si IIvdésigne la classe de 1 modulo I, u estdéfini par:
Ting — (1) 5 v est défini par:

(1,0 — My et (0,15) — -1,,,.

En appliquant ce résultat aux idéaux Dn(I) et Dm(I) on a, en vertu
des proposition 4 et 5:

PROPOSITION 15. Soient m et n des -entiers > 0, man leur p.g.c.d.,
mVn leur p.p.c.m. Alors, il existe une suite exacte de modules:
0 — M) = 1 (M) x T (M) =T ™M) — 0

rm\ln mAn

ol u est défini par: e[mv“] — (e[m],e[n]) et ol Vv est défini par:

a el b elrly o (s - by elmrn] (@, beA).
f) Nous donnons enfin la traduction du corollaire 3 % la prop. 3.

PROPOSITION 16. Si l'entier m > 0 est tel qu'il existe un élément
X € M vérifiant mx = e , alors, pour tout entier n > 0 , il existe >
un isomorphigme ’

r M) = T 00

tel que eln] corresponde a e[mn].

(Notons que 1'hypothése faite sur m signifie que m est inversible
dans 1l'anneau A/I).

8) AUTRES RESULTATS DIVERS;V

a) Soit M un module monog&ne. Pour deux entiers n>0etp>20,
soit 3 déterminer rn(MP)L )

On a:

r_(MP) = ® ., _ I (Me...er M) = ® . _ T ).
n k1+...+kp n kl kp k1+...+kp n kl“"‘“kp

Ainsi:

I

rnﬂﬁﬁ est une somme directe finie de modules du type rd(M), oli d est
un diviseur de n. '

b) Soient M et M' deux modules monogénes, de générateurs e et e'.
Soit I (resp; I') 1'annulateur de e (resp. e') dans A. On sait que
(proposition 6):

D (I +I') =D (I)+D (I')- (n > 0).
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Comme A/Dn(I + I') = rn(A/I + I') = rn(M ® M') ‘et que

A/D_(I) + D_(I') = A/Dn(;) ® A/D_(I') = T (M) @ r_(M') , on voit que:

~PROPOSITION 17. 5i M et M' sont des modules monogénes de générateurs
e et e' on a, pour tout n > 0, un isomorphisme

r,(M @M') =T (M) ® T (M")

qui associe (e @/e')[n] a e[n] ® e'[n]

c) Soient M et M' deux modules monogénes, de générateurs e et e'
dont les annulateurs sont I et I'. On suppose M ® M' = 0 , ce qui
signifie que I + I' = A,

Pour un entier n > 1 on a:

rMxM) = p+2'n rn(M) ® ’rq(M') .

Or, l'annulateur de rp(M) ® rq(M') est 1'idéal DP(I) + Dq(I’) .

Si p et q sont > 0 , il résulte de la proposition 7 que
DP(I) + Dq(I') = A et donc : PP(M) ® rq(M') = 0 ., Dans la décom-
position de rn(M x M') il ne reste donc que les deux terme s

rn(M) ® A = rn(M) et A® rn(M') ] rn(M') . En outre, comme dans
1'isomorphisme précédent, 1'&lément elP] o erla] 4e rp(M) e rq(M')

correspond au générateur (e,O)[p] (O,e')[q] de Fn(M x M') , on

peut énoncer:

PROPOSITION 18. Soient M et M' deux modules monogénes de générateurs

eete'. Si M®M' =0, alors il existe pour n > 1 un igomorphisme
1 = [}
Fn(M x M") rn(M) x rn(M )

~

qui associe (e,O)[n] a (é[n]‘O) et (O;e')[n] a (O,e'[n]) .

On a: T (M) ® T (M) si p > 0.6t q> 0, et aussi te,0) [Pl o,erylala o,

Pour une fois, c'est de cette propriété des modules de puissances di
visées qu'on va déduire une propriété des idé&aux Dn(I)

En gardant nos notations, on sait que le module M x M' est isomorphe

-

a A/INI' , en sorte que l'annulateur de rn(M x M') est 1'idéal



141

Dn(I nI')., Comme 1'annulateur de. ’th) x rn(M') est 1'idéal

D (In D (I') , on peut Qire (méme' pour n = 0) :

PROPOSITION 19. Pour deux idéaux étrangers I et I' de A et tout
entier n > 0, ona :

D,(In1') =D (I) n D_(I')

Cette relation se généralise au cas d'une famille finie d'idéaux
deux a deux étrangers : ’

Dn(Iln oo Ik) = Dn(II)n eeef Dn(lk) .
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