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SUR L'ALGEBRE DES PUISSANCES DIVISEES 
D'UN MODULE MONOGENE 

Norbert Roby 

Soit A un anne au commutatif. Nous nous proposons d'etudier en de
tail la structure de l'alg~bre des puissances divisees de tout A -
module monog~ne; pour cette notion, on pourra se reporter a {1}. 

L'etude du cas oh A = Z a ete faite en {2}. 

Cette etude sera faite dans la seconde partie du present article; 
dans la premiere partie, nous etudions la construction de certains 
ideaux de A qui seront importants par la suite. 

PREMIERE PARTIE 

1) LES IDEAUX DnCI). 

Soit I un ideal de A. Nous lui associons une suite DnCI) Cn ~ 0) 

d' ideaux de A, definis de la maniere suivante: 

DEFINITION. Pour tout entier n ~ O. DnCI) est L'ideaL de A engendre 
par Lea eLements du type: 

Cca,n-a»ia 

o~ 1 ~ a ~ n , i £ I. COn rappelle qu'on pose: (Cp,q»=Cp+q)!/~!q!). 

Autrement dit: 

DnCI) est L'ideaL de A engendre par Lea aoeffiaients des poLynomes 

CX + i) n _ Xn Ci £ I) . 

Par exemple: DoCI) 0 

D1 CI) I 

Dn CO ) 0 

!ln CA) A pour n > 

On a : Dn (I) c::: I. 

PROPOSITION 1. Soit F un aystame de generateurs de L'ideaL I. ALors. 

DnCI) est engendre par Les eLements de La forme: 

CCa,n-a»ia 

o~ 1 ~ a ~ n et i E F. 

En effet, soit In l'ideal de A engendre par les elements de la forme 

precedente. On a: In c::: DnCI).· PourmontrerqueDnCI) c::: In' i1 
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suffit de montrer queles 6lEments a E A tels que ((a,n-a))aa E In 
pour 1 < a. ~ n constituent un id6~1 de A. 

Or, si a ~ A poss~de eette propri6t6, il est elair que ba (bEA) l'a 
aussi. Et si a et bont cette propri6t~, on a: 

« a fa k a-k a,n-a)) (a+b) • 'k_O((a,n-a))((k,a-k))a b 

Si k ~ 1, on 6crit: 

(a,n-a)iC(k,a-k))akba- k • «(n-a,a-k)) «k,n_k))akba - k E In 

(ear «k,n-k))ak E In)' 

Pour k • 0, ona le terme: «a,n-a))ba E I • n 

Done, a + b a aussi la propriete indiquee, C.q.f.d. 

Z. SUR UNE AUTRE MANIERE D'ENGENDRER LES IDEAUX Dn(I). 

PROPOSITION 2. Soit F un sY8t~me de g~n~~ateu~s de l'id~al I. Pou~ 

n > O.l'ideal Dn(I) est engend~~ pa~ les ~Z~ments de la fo~me: 

dill 

ou: i E F, d et 0 Bont d.es entie1'8 > 0 tela que do = n. 

La demonstration qui suit a ete elabor6e par A. BATBEDAT. 

On suppose n > 1 , ear la proposition est triviale pour n = ° et n=l. 

Soit I n l'ideal de A engendre par les dill eonsideres. 

-: On montre que Dn (I) c: I n : 

Considerons un generateur x de Dn(I): 

x = n~n-1) ~n-a+1) 
a! i a (a~ 1 , hF) 

Posons: u n 1\ a (p.g.e.d. <I.e n et a) , 

n = AU a = IIU 

Alors: 

= A«a-1 , n-aD .a 
x 1 II 

Comme A 1\ II = 1 , divise ( (a-1 , n-a)). Si l'on pose: 

«a-1 n-a))/II C , alors: 



(car AU 

-: On montre que I n c: Dn (I). 
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n ===> Aiu £ J ). 
n 

Soit un g6n6rateur y de I n : y .. di 6 , i .£ F , d6 
poser 6 > 1 , car on sai t que ni £. Dn (1) • Soi t 

n. On peut suI!. 

6 (r. > 0) 
J 

la d6composition de 6 en facteurs premiers. 

6 ((q.,n-q.)) = d(--q )((q.-1,n-q.)). 
J J j J J 

Posons: p~j 
J 

Au second membre, Ie facteur 6/qj est premier avec Pj' Quant au 
coefficient binomial ((q.-1 , n-q.)), il s'6crit: 

J J 

On a: 

Soit II l'exposant de p. dans la d6composition de k en facteurs pre
J 

II r· 
Miers (II ~ 0) ; on a II ~ i. Alors, p. divise p.J , donc c5, 

J J J 
donc n, et aussi k: il divise n - qj + k ; ~_ 

r· 
encore p.J , n , mais pas k: i1 ne divise pas 

J 

~nntre, p~+l divise 
J 

n - qj + k. Ainsi, f3 

est l'exposant de p. dans 1a d6composition en facteurs premiers de 
J 

n - qj + k. On pourra donc simplifier 1a fraction (n - qj + k)/k 
II par Pj , en sorte que Pj ne divise plus ni Ie num6rateur ni Ie de-

nominateur. II en resuite que ((q. - 1 , n - q.)) est premier avec 
J J 

On peut donc ecrire 

((qJ' , n - q.)) = dA. , ou A. est premier avec PJ" 
J J J 

Le p.g.c.d. de (c5,A l .... '\l) est 1. car aucun facteur premier de t5 

ne divise tous les Aj . Donc, en muItip1iant par d: Ie p.g.c.d. de 

(n • ((ql • n - ql))' .... ((qa • n - qa))) est d. Ceia entra1ne 

qu'il existe des entiers m et m. teis que: 
J 

d = mn + L~=lmj ((qj , n - qj)) 
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Alors: 

3., SUR LA COMPOSITION DES APPLICATIONS Dn 

On peut di§finir une application Dn: I --+ Dn(l) de l'ensemble des i" 
di§aux de s A dans lui -meme • 

PROPOSITION 3. Pou~ deu~ entie~8 m et n ~ 0 at tout idea~ I. on a: 

On peut supposer m et n ~ 2. 

_0 On montre que Dm 0 Dn(I) c: Dmn(l). 

D' apres la prop'os i tion 2, Dm 0 Dn (I) est engendri§ par les Ui§ments 
de la forme: 

(i £ I , d' 6' m , d"6" n). 

Or: 

(car d'd"6'6" • mn). 

-: On montre que Dmn (I) c: Dm 0 Dn (I). 

Remarquons, en raisonnant par ri§currence sur Ie nombre des facteurs 
premiers de m, qu'on peut se limiter a di§montrer la proposition 3 

lorsque m est un nombre premier p. 11 reste donc a voir que: 

Or, D (I) est engendri§ par les i§li§ments y de la forme pn-_ 

(i £ I , d6 = pn). 

-ou bien p divise d, auquel cas d = P d1 et 

d1 i 6 D Dn (I) (car d16 => d1 
06 

£ Dn (I)) . y = P £ 0 = n 1 
p 

-ou bien p ne divise pas d dans ce cas, on a: 

dP- 1 - 1 (p) , ce qui entraine 1 'existence d'un entier k tel 

d = dP + kpd. En outre, p divise 6 et on i§crit: 6 = p6 1• Alors 

y = u + v , avec: 

que: 



131 

et 

On a: 

u • 
IS 

di1&D(I)). 
n 

v • 
6 

(car di 1 & D (I) -> 
it 

Finalement, dans tous lescas, on a: y & Dp 0 Dn(!) , C.q.f.d. 

COROLLAIRE 1. Pour deu:J: entiers m et n ~ 0 on a: 

En effet: 

Ce corolla ire resulte aussi du fait suivant: Ie polynome 

(X + i)mn -' Xmn est multiple du llo1ynome (X + i)n - Xn. 

COROLLAIRE 2. Pour deu:J: entiers m et n ~ 0 on a: 

m Dn(l) c:: Dmn(I). 

En effet: 

COROLLAIRE 3. Si Z'entier positi! m est inversibZe dans Z'anneau 
A/I (i.e. si rnA + I = A) on a, pour tout n ~ 0: 

On peut supposer n > O. 

Si rnA + I = A , on a aUssi rnA + Dmn (I) = A ; sinon, 
existerait dans A un ideal maximal qui eontiendrait 

done aussi imn pour tout i £ I , done aussi i : il 

rnA + I , ee qui est absurde. 

11 existe done imn £ Dmn (I) et a £ A tels que:' 

-rna + imn = 1. 

en effet , il 
rnA et Dmn (I) 

eontiendrait 

, 



132 

Alors: 

C.q.f.d. 

4. LE TREILLIS DES IDEAUX Dn(I): 

PROPOSITION 4. Soient m et n deu~ entieps > 0 , mAn Zeup p.g.c.d. 
(0 A 0 = 0). AZors, on a: 

Po sons d = mAn. 

La propriete etant triviale si m ou n = 0 , on suppose m et n ~ 1 • 

Du corollaire 1 a la propriete 3, decoule: 

Reste a montrer l'inclusion inverse. 

II existe deux entiers p et q tels que: 

d pn + qm . 

Si P = 0 , c'est que q et d = m alors, m divise n et la rela -

tion Dm(I) + DneI) Dm(I) est vraie, car Dn(I) c Dm(I) (corollaire 

1 a la proposition 3). On peut donc supposer p # 0 et de m~me q # o. 

Alors, des deux entiers p et q , l'un est positif et l'autre est ne
gatif ; supposons, par exemple, p > 0 et q < O. 

D'apres la definition, Dd(I) est l'ideal de A engendre par les coef
ficients des polynomes 

Pi(X) = (X + i)d - Xd 

Un petit calcul montre qu'on a: 

(i E I) 

(X + i) -qm P. (X) = [(X + i)pn - Xpn] - Xd [eX + i) -qm - X·qmJ 
1. 

Les coefficients du polyn5me(X + i)pn - Xpn appartiennent a D (I) , pn 
donc a Dn(I) (corolla ire 1 a la proposition 3). De meme, les coef

ficients du polyn5me Xd[(X + i)-qm - X-qm] appartiennent a D_qm(I)·, 

donc a Dm (1) II en resulte que les coefficients du pOlynome 

(X + i) -qm P. (X) t d D (I) + D (I) 1. son ans m n' 
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Si l'on peut dMuire de 18 que Pi(X) a aussi ses coefficients dans 
Dm(I) + Dn(I) ,on aura montr~ que Dd(I) c Dm(I) + Dn(I) , C.q.f.d. 

11 suffit donc de d~montrer 1e1emme suivant: 

LEMME. Soient P E: A[X] , a E: A , J un id6a1 de A , hun entier ~ 1. 
Si 1e P91ynome (X + a)hp a ses coefficients dans J, a10rs P a aussi 
ses coefficients dans J. 

Par r~currence sur h, on se ramene au cas h· 1 

tration du 1emme est imm~diate. 

COROLLAIRE 1. Si n l , . . . , np sont des entiezos 

a10rs 1a d~mons-

~ 0 • on a: 

Dn (I) + ... + D (I) = D (I) • n n l " ... " n I 

COROLLAIRE 2. Si n l , 
Z.euzo ensembZ.e. on a: 

p P 

.... , np sont des entiezos 

+ ••• + Dn (I) • I • 
p 

~ 0 pzoemi821s dans 

PROPOSITION S. Soient m et n des enti8zos ~ 0 • m v n Z.euzo p.p.c.m. 
A z.ozos. on a: 

Posons m v n • M. 

Du corolla ire 1 8 1a proposition 3 r~su1te: 

et 

D'ou: 

DM(I)C Dm(I) n Dn(I)· 

Reste a prouver l'inc1usion inverse. 

Posons: M • Am • ~n 

Si x E: Dm (I) , on a 

si tion 3). 

Ax E: ADm (I) C DM (I) (corollaire 2 a 1a pr.crpo" 

Si x E: Dn(I) , on a de meme, ~x E: DK(I). 

Comme A et ~ sont premiers entre eux, i1 existe deux entiers p et'q 
te1s que: pl- + q~ = 1. A1ors, si x E: Dm(I) n Dn(I) ona: 
x • p.Ax +~q.x E: DM(I)~ c.q.f.d. 
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COROLLAIRE. Si n1 ' ... ,np sont des entiers > 0, on a: 

D (I) n ••• n Dn (I) 
n 1 p 

D n (I). n 1 v ••• v p 

REMARQUE. L'ensemble des proprietes exprimees par Ie corollaire 
a la proposition 3, les proprietes 4 et la propriete 5 est resumee 
dans l'enonce suivant: 

Pour tout idea7. I de A, 7. 'appUcation definie pal': 

k (n ~ 0) 

es t un homomorphisme du trei His des ideau:C1 de Z dans 7.e trei 7. Us des 

ideau:c de A. 

5) AUTRES PROPRIETES DES Dn(I). 

Soit (Ik)(k E K) une famille d'ideaux de A. Comme l'ideal LkEK Ik 

est engendre par UfEKlk,il resulte de la proposition 1: 

PROPOSITION 6. Pour toute fami7.7.e (Ik)(k E K) d'ideau:c de A et tout 

en tiel' n ~ 0, on a: 

On a aussi: 

PROPOSIT.ION 7. Soit (Ik)(k = 1, .•• ,p) une famiHe finie d'ideau:c 

st:zoangers .dans 7.eul' ensembLe 

A7.0rs, pour tout systeme (nk)(k = 1, ... ,p) d'entiers > 0, 7.es ideau:c 

D "(Ik) sont aussi strangers dans 7.eur ensembLe. 
nil<, 

Cela vient de ce que tout element de lk a une puissance dans D (lk); n k 
ou encore: 

Posons n = n1 ... np. Le corollaire 

D (Ik) => Dn(I k ). Alors: n k 

a la proposition 3 entraine: 

A. 
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DEUXIEHE PARTIE. 

Soit M un A-module monogene, engendre par un 6lement e. En notant 
I l'annulateur de e dans A, on peut identifier les A-inodules M et 
All, en identifiant e a la classe de 1 modulo I. On notera q la 
surjectioncanonique A -+M d6finie par 1 -+ e. 

On sait que la composante homogene du degr6 n de reM) (algebre des 
puissances divis6es du module M), noUe r (M), est un module monog! 
ne de g6nerateur ern]. La structure de m~dule de reM) sera enti~re 
ment explicit6e quand on connaitra l'annulater I de e[n]; on aura-, 

n 
en effet: 

La structure multiplicative de reM) sera ensuite explicitee par les 

relations: ern] erm] • ((m,m)) e[n+m} 

6. DETERMINATION DES MODULES rn(M). 

L'application lineaire surjective q: A -+ M se prolonge en une ap
plication lineaire surjective r(~): rCA) --+ reM) qui, en degre n , 
donne une surjection 

avec: 

r (q)(1 [n]) = ern] • 
n 

On sait que rn(A) est un module libre ayant pour base 1 [n]; donc 

rn(A) ~ A. Si, pour Ie moment, on identifie rn(A) a A, 1 [nl a 1 , 

on a donc: In = Ker rn(q). 

Or, Ker r(q) est l'idbl de rCA) engendr6 par les Uements i a , i E I 
et a~l ({O, prop. IV-8, p. 284). Comme rCA) est engendre lineaire
ment par les 1 [p] (p ~ 0) , alors Ker r(q) est engendr6 lineairement 
par les elements 

ira] 1 [p] = i a 1 [a] 1 [p J = ((a, p) ) i a 1 [a +p]. ( i E I, a ~ 1. P ~ 0). 

Enfin, COmme Ker r n (q) = Ker r (q) n r n (A), on voi t que Ker r n (q) est 

engendr6 lin6airement par les e16ments ((a,n-a)) i a 1 [n1 (a~l , iEI). 

lIen resul te queI est l' idbl de A engendre par les· UemEl~ts 
n 
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«a, n-a)) i a (a > 1 , i £ I). Ainsi: 

PROPOSITION 8. IZ e~iste un isomorphisme de moduZes: 

r (M) '" AID (I) n - n 

~ui permet d'identifier ern] a Za cZasse de 1 moduZo D (I). 
n 

11 resulte de cette proposition que les proprietes des ideaux Dn(I), 
etablies dans la premiere partie, vont entrainer des proprietes co
rrespondantes concernant les modules rn(M). 

Parmi ces proprietes, certaines se retrouvent simplement par des me
thodes directes; d'autres constituent des resultats essentiellement 
nouveaux. 

7. INTERPRETATION DES RESULTATS DE LA PREMIERE PARTIE. 

a) Nous commen~ons par interpreter la relation Dmn(I) C Dn(I) (c~ 

rollaire 1 a la proposition 3). Elle signifie: 

PROPOSITION 9. Pour tout coupZe d'entiers m ~ 0 et n ~ 0 • iZ e~i!. 

te une appZication Zineaire 

~mn.n : rmn(M) --+ rn(M) 

teZZe que: e[mnl --+ e[n]. 

Cela signifie aussi qu'il existe, sur Ie couple (M , rn(M)), une loi 
polynome f homogene de degre mn, dont la restriction a M verifie 

fCe) = ern] . 

On retrouve ce resultat comme suit. Soit II la loi identique du module 
M. Comme M est isomorphe a All, on peut Ie munir d'une structure de 
A-algebre dans laquelle e est l'element unite. Alors, ({3}, § 4),les 
lois polyn5mes sur Ie couple CM(M)) constituent aussi une A-alg~bre , 
et l'on peut donc considerer la loi polynOme 11 m, homog~ne de degre m. 

La restriction de 11m a M est definie par: IIm(X) = xm , et en particu
lier IIm(e) = e. 

Si eM designe la loi polynome universelle de degre n sur Ie couple 
n 

(M , r (M)) (131 , § 5) , alors 1a loi po1ynome f = eM 0 \.1m est defi-. n n 
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nie sur 1e couple (M , rn(M)), e11e est homog~ne de degr~ mn , et 
sa restriction i M v~rifie~ 

fee) a e [n] 

b) Nous allons maintenant interpr~ter 1a proposition 3. 

Notons qu'on ales isomorphismes: 

AID ° D (I) .. r (AID (I)) .. r ° r (I). m n m n m n 

Si l'on note par 1e signe { } 1es puissances divis~es des elements 
r (M) , l'isomorphisme AID ° D (I) .. r ° r (I) permet d'identifier n m n .m n 
1a c1asse de 1 modulo Dn o.Dn(l) A l'e1~ment (elnl){m}. La propo -

sition 3 donne donc 1e resu1tat suivant: 

PROPOSITION 10. Poup tout aoupte d'entieps m ~ 0 • n ~ 0 • it existe 

un isomopphisme 
r ° r (M) .. r (M) 
m n mn 

qui assoaie tes etementes (e[nl){m} et e[mnl. 

L'existence d'une application 1ineaire: rmn(M) --+ rm ° rn(M) te11e 

que: e [mnJ --+ {ern] r{m} etai t claire a priori; elle resu1 te de 1a 

10i p01yn6me e.!n(M) ° e.: ' homogllne de degr~ mn sur 1e couple (M, 

rm ° rn(I)). 

Par contre, dans l'autre sens, l'app1ication 1in~aire 

rm ° rn(I) -rmn(I) avec (e[n]){m} - e~ti1 fournit 1e resu1tat 

moins trivial suivant: 

PROPOSItION 11. Poup tout aoupte d'entieps m ~ 0 • n·~ 0 • it existe 
une appUaation potyname de deg2'e m: 

gm,n: rn(M) 

telle que: a e[n]_ ame[mn] 
- rmn (M) 

(a £ A). 

Ce r~su1tat est plus fin que ce que nous pouv~ons obtenir dans 1e 
cas d'un module que1conque. Dans 1e sens rn(M) --+ rmn(M), nous 

~tions seu1ement capable, pour n ~ 1 , d'app1iquer 1a 10i Ym de 

mi'mepuissance divisee (cf. {4}, §10, Th~or~me 1), de te11e sorte 
que 

[mn1 .. e ,Ou C m,n 
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Lorsque M .. est un module.,mOn?gene, i1 est donc possible de s~affran-
chir en outre, du facteur numerique C . " m,n 
e) Le corollaire 2 a la proposition 3 fournit Ie resultat suivant: 

PROPOSITION 12. Pour ~out couple d'entiers m ~ 0 • n ~ O. il e~i~ 
te une application liniaire 

'" 
telle que: 

rn(M) --+ rmn(M) 

ern] --+ m e[mnl. 

CPROLLAIRE. Pour tout couple d'entiers m ~ 0 • n ~ 0 • il e~is·t.ta, 

une app lication po lynome de'degr~ n: 

M --+ rmn(M) 

telle que: a ~ --+ m an e [mn1 (a £ A). 

d) Passons a la proposition 4. Notons les isomorphismes: 

qui permettent d'identifier la classe de 1 modulo Dm(l) + Dn(l) a 
l'element elm] Q ern] . La proposition 4 s'enonce alors: 

PROPOSITION 13. Soient m et n des entiers ~ 0 • mAn leur p.g.c.d. 

(0 A 0 = 0). Alors. il existe un isomorphisme 

rm(M) Q rn(M) ~ rmAn(M) 

qui associe les elements e [m] Q e [n] et e [m An] 

e) En ce qui concerne la proposition S, ou plutot"\la forme plus 
generale donnee dans son corollaire, on se convainc aisement qu'elle 
equivaut a l'enonce suivant: 

PROPOSITION 14. Soient des entiers ~ 0 : nl, ••• ,np • Soit nlv .•• vnp 

leur p.p.c.m. Alors. il existe un homomorphisme injectif de moduZes 

r (M) --+ r (M) x ••• x r n (M) nl v ... v np nl p 

tel que: 
e [nlv •.. vnpl --+ ( [nll [n ]) e ••.• ,e p • 

On sait que, pour deux ideaux I et J d'un anne au A, il existe une 
suite exacte de A-modules: 

o --+ A/I n J ~ A/I x A/J ~ A/I + J.--+ 0 
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si 1 I d6signe 1a classe de 1 modulo I, u est dHini par:' 

11 nJ --+ (1 1;l J ) ; vest d6fini par: 

(1 1 ,0) --+ 11+J et (O,l J ) --+ -1 1+J • 

En appliquant ce r6sultat auxid6aux Dn(I) et Dm~I) ort a, en vertu 
des proposition 4 et 5: 

PROPOSITION 15. $oient m et n des ·entiers ~ O. m An leur p.g.a.d., 

m V n leur p.p.a.m. Alors. il eziste une suite ezaate de modules: 

O. --+ rm v n(M) ...!!.... rm(M) x r (M) ~ r II (M) --+ 0 n m n 
eTmvn] 

, 
(e[m] ,ern]) ou uest defini par: --+ et o~ v est dlfini par: 

(a e[ml ,b e[nl) --+ (a - b) :'[mlln] (a , b t A). 

f) Nous donnons enfin 18 t.raduction du corollaire 3 ti la prop. 3. 

PROPOSITION 16. Sil'entier m > 0 est tel qu'il eziste un element 

X E M verifiant mx = e • alors. pour tout entier n ~ 0 • il eziste~ 
un isomorphisme 

rn(M) ~ 7: mn (M) 

tel que ern] aorresponde a e[mnl. 

(No tons que l'hypothese faite sur m signifie que m est inversible 
dans l'anneau A/I). 

8) AUTRES RESULTATS DIVERS. 

a) Soit M un module monogene. Pour deux entiers n > 0 et p > 0, 

so ita determiner r n (MP) •. 

On a: 

Ainsi: 

r n (M'?) es tune somme directe finie de modules du type r d (M). ou d est 
unaivi-se\l.!.. 4e n. . 

b) Soien.t M et M 'deux modulesmonogfmes, de generateurs e ~t. e' • 

Soit I (resp.' I') l'annulateur de e (re·sp. e') dims A. On sait que 
(proposition 6): 

D(I+I') 
n 

(n ~- OJ. 
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PROPOSITION 17. Si M et M' sont des modules monogenes de gBnBl'qtellZ'S 

e et e' on a. pOUl' tout n ~ O. un isomol'phisme 

qui associe 

r n CM (I M') .. r n CM) (I r n CM ' ) 

Ce e e'l[n] a e[n] (I e,[n] 

c) Soient M et M' deux modules monogenes, de g6n6rateurs e et e' 
dont les annulateurs sont I et I'. On suppose M (I M' • 0 , ce qui 
signifie que I + I' • A. 

Pour un entier n ~ on a: 

Or, l'annulateur de rpCM) (I rqCM') est l'id6al D (I) + D CI') . 
p q 

Si P et q sont > 0 , il r6sulte de la proposition 7 que 

A et donc r (M) (I r (M') = 0 p q Dans la d6com-

positionde rnCMICM') ilnerestedoncquelesdeux termes 

rn(M) (I A .. rnCM) et A (I rn(M') .. rnCM') . En outre, comme dans 

l'isomorphisme pr6c6dent, l'6l6ment e[p] (I e,[q] de rp(M) (I rq(M') 

correspond au g6n6rateur Ce,o)[p] (o,e,)[q] de rnCM IC M') , on 

peut 6noncer: 

PROPOSITION 18. Soient M et M' deu:x: modul.ss mo.nogenes de gBnel'atel.l1'8 

e et e'. Si M (I M' • Q. al.Ol'8 il. e:x:iste pour n ~ 1 un isomorphisme 

rnCM IC M') .. rn(M) IC rn(M') 

qui associe (e,O)[n] a Ce[n] ,0) et CO,e,)[n] a CO,e,[n]) . 

On a: rpCM) (I rqCM) si p> O,et q> 0, et aussi Ce,o)[pl(o,e,)[q] .. O. 

Pour une fois, c'est de cette propri6t6 d~s modules de puissances di 
vis~es qu'on va d~duire une propri~t~ des id~aux Dn(I) . 

En gardant nos notations, on sait que le module M IC M' est isomorphe 
a AlInI' ,en sorte que l'annulateur de rnCM IC M') est l' id~al 
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Comme l' annulateur. d,~' .r eM) x r (M') 
In n 

est l'id6al 

Dn (I) n Dn (I') , on peut ~ire (meme' pour n • 0) : 

PROPOSITION 19. Pour deu: ide au: strangers I et I' de A et tout 
entier n ~O • on a 

Cette relation se g6n6ralise au cas d'une famille finie d'ideaux 
deu: a deu: etrangers : 
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