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SUMMARY. H. GIGER and H. HADWIGER [2] and R.E. MILES [3] have
recently considered different questions related to lattices of
figures (convex bodies, r-flats or convex cylinders) in En.
These lattices are assuymed generated by N independent figures
which intersect a fixed sphere S of radius R as R and N tends to
» in such a way that N/R tends to a positive constant, called the
density of the lattice. In this paper we prove:

a) The result does not change if instead of the sphere S we con-
sider a convex body of arbitrary shape, which expands to the
whole space En; this is a consequence of our Lemma 2.

b) This result is applied to Theorem 1 (distribution function
(3.4) of the number of cylinders of a lattice which are intersect
ed by a convex body Ko placed at random in space), which is essen
tially due to MILES [3] with different proof.

c) Theorem 2 refers to lattices of convex cylinders in E3 cross-
ed by an arbitrary convex cylinder and we find the distribution
function (4.6) of the number of intersected cylinders.

1. INTRODUCCION Y FORMULAS FUNDAMENTALES. Todo cuerpo convexo
Kn del espacio euclideano n-dimensional En tiene asignadas sus
proyecciones medias Wi(Kn) (i=1,2,...,n-1). Estos invariantes
fueron introducidos por Minkowski y reciben distintos nombres: en
alemin se llaman Quermassintegrale, en francés travers exterieurs,
en inglés, a veces mean cross sectional measures y también
Quermassintegrals. Un estudio de los mismos puede verse en la
cldsica obra de BONNESEN-FENCHEL [1]

Los valores extremos de las proyecciones medias son

(1.1) WO(Kn) = V = volumen de Kn s
nwl(Kn) = F = drea de Kn ,

nW (K.) = B = norma o anchura media de K
n-1""n n
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W, (K,) = K, = volumen de la esfera unidad de E,s
o sea,
"n/Z
“n T T a.
r(1 +-2‘)

donde T es la funcidén 'gamma" que tiene la propiedad de recurren-
cia T (h+1) = hr(h).

. Para una esfera de radio R de E_ , las proyecciones medias valen

n
(1.2) W, (esfera) = « pPE
Para n = 3 , es
(1.3) Wo =V , W =F/3 , W,=M3 , Wy= (4/3)r

donde M es la anchura media de K3, que si 3K es de clase C2 coin
cide con la integral de curvatura media de Ky

Para el plano, n = 2, es

(1.4) Wo=f , W =u/2 , W,=r

donde f es el drea de la figura convexa plana y u su perimetro.

Sea Ln_p un subespacio lineal de dimensién n-p de E vy sea K

un cuerpo convexo contenido en L

n-p
n-p* Supondremos siempre que se
trata de cuerpos convexos acotados, de manera que los invariantes

Wi son todos finitos.

DEFINICION 1. Llamaremos cilindro Zp de seccidn recta Kn_p al
conjunto de los subespacios lineales Lp que son ortogonales a
Ln_p en los puntos de Kn_p

El nGimero p = 1,2,...,n-1 se llama el rango del cilindro Zp y es

igual a la dimensidén de sus generatriceés.

DEFINICION 2. Llamaremos proyecciones medias WE(ZP) de Zp a las
proyecciones medias LA de la seccibn recta Kn_p considerada como

cuerpo convexo de Ln_p.
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El acento indica, precisamente, que Kn_p debe considerarse como
un cuerpo convexo de Ln_p, no como un cuerpo convexo aplastado de
E, . Por tanto, para W}(Zp) s6lo hay las posibilidades i = 1,2,..

.,-p , siendo WB(ZP) el volumen de la seccién recta de Zp y

- = K
wn-P(ZP) n-p
Supongamos ahora un conjunto de cilindros congruentes con Zp. La
densidad para medir conjuntos de cilindros congruentes, invarian-
te con respecto al grupo de los movimientos de En, es

1.5) ' LA
(1.53 de = de dKn_p[O]
donde de es la densidad para subespacios lineales de dimensién
p, referente a un subespacio generatriz de ZP y dKn_p [o] €S la

densidad cinemdtica en el espacio ortogonal La-p alrededor del
punto O en que se cortan Ln_p y Lp . La flecha sobre Lp indica
que este subespacio debe considerarse orientado. Esta densidad
se encuentra en [4] para n = 3 , p = 1 y la generalizacién a En
no ofrece dificultades (ver también MILES [3]).

Con la densidad (1.5) la llamada férmula fundamental para cilin-
dros, que da la medida del conjunto de cilindros Zp que tienen
punto comln con un cuerpo convexo fijo K se escribe (ver [4] para
n=23)

(1.6) m(Zp;Zp NK # ¢) = n(n-1)...(p+1)rn_1...np+1
n-1 n-p .
i=p-1 [i-p+1 ) Wipr (K WO, 5(2)

Como ejemplos de esta férmula, consideremos los casos posibles de
E

? 1 n=3 , p=1 Resulta

.7 m(Zz;er\K # ¢) = 2n(7F + uM + 4nf)
2, n=3 , p=1

(1.8) m(Zl;Zln K#¢) = 2M + 4na.

En este dGltimo caso, Z1 es una banda de planos paralelos a distan

cia a.
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2. DOS LEMAS. " En los trabajos referentes a conjuntos de cuerpes
convexos o de subespacios lineales o de cilindros distribuidos al
al azar, con ley uniforme, en E_, lo que se hace siempre es:

a) Considerar un conjunto de N cuerpos convexos o espacios linea
les o cilindros que cortan a un cuerpo convexo fijo dado K;

b) Suponer luego que K crece de tamafio hasta cubrir todo En, al
mismo tiempo que también N crece, de manera que entre N y una ca-
racteristica de K (el volumen, el drea o cualquiera de las Wi(K))
exista una relacién constante # 0, =« que se llama la densidad en
E_  de las figuras geométricas consideradas.

En general, por simplicidad, se toma que K sea una esfera, pero
cabe la duda de si, partiendo de otra familia de cuerpos convexos,
se hubiera llegado o no al mismo resultado. Es decir, queda la
duda de saber si se puede hablar de una "red de figuras" (cuerpos
conveXos, r-espacios o cilindros) o si debe especificarse la mane
ra como esta red fué generada a partir de un cuerpo convexo K que
crece a todo el espacio. '

En los casos considerados por GIGER-HADWIGER [2] y MILES [3] el
resultado es independiente de K y por tanto estd justificado que
esos autores tomen una n-esfera cuyo radio crece hasta infinito.
Pero falta la demostracién, que vamos a dar aqui. Para ello necg
sitamos dos lemas.

LEMA 1. GSea R el radio de la esfera maxima contenida en un
euerpo convexo K de E_. Vale entonces la desigualdad

(2.1) Wy (K) > R W, (K)
Demostracion. Puesto que WO(K) es el volumen de K, llamando h a
1a funcién de apoyo respecto del centro de la esfera mdxima conte

nida en K y do el elemento de 4rea en el punto.de contacto, es

(2.2) W (K) =%J8Khdo )

Pero en cualquier direccién es R < h, de donde, teniendo en cuenta
que W, (K) = F/n, resulta (2.1).
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LEMA 2. Sea K(t) una familia de cuerpos convexos de E (0 <t <)
tales que:

i) Para t; < t, es K(tl) c K(tz) ;

ii) Para cualquier punto P de E» existe un to tal

que, para todo t > tP es P € K(t).

ILa hltima condicidn indica que K(t) tiende a llenar todo el espa-

eio para t +» =. Con estas condiciones es

W, . (XK(t))
(2.3) lim —* =0
t>o
W (K(E)
para i = 0,1,...,n-1, cualquiera que sea K(t).

Demostracién: Pongamos Win) en vez de Wi(K) para poner de mani-
fiesto la dimensién n del espacio que contiene K. Supongamos que
proyectamos ortogonalmente K sobre un hiperplano Ln_1 y sea dOn_1
el elemento de 4drea de la esfera unidad de En correspondiente a
1a direccién de proyeccién. Obtenemos asi el cuerpo convexo pro-
yectado K _, cuyas proyecciones medias representamos por Wén'l)
Dentro de Ln_1 proyectamos Kn_1 ortogonalmente sobre un L_, segln
la direccidn definida por don—z’ obteniendc un nuevo cuerpo COn-
vexo cuyas proyecciones medias representamos poT win—Z) . Proce-
diendo sucesivamente, para cada r, q (r >4) vale la siguiente
férmula (generalizacién de una clisica férmula de KUBOTA) (ver [5D,

n-q _
2.4) w - J w1 40 A ... ACO
r no_ ....0 r-q n-1 n-q
n-2 n-q-1

donde O, indica el 4rea de la esfera i dimensional, o sea estd re
lacionada con los «; por la igualdad 0, = iky

Apliquemos (2.4) ar=r ,q=7T ya TF= r+1 , q = r. Resulta

n-r
(2.5) W - J w®T) 40 A ... AdO
r no ) 0 . 0 n-1 n-r
n- n-r-
n-r
(z.6) W™ - J w1 40 A ... AdO
r+l no 1 n-1 n-r
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La desigualdad (2.1) da
(2.7) wépmT) > R Wi

donde R es el radio de la esfera mixima, de dimensidn n-r, conte-

nida en K .
n-r

Si Rn es el radio de 1a midxima esfera n-dimensional contenida en
K. es R < R y por tanto vale también
(n-r) (n-r)
WO >,RnW]

De.aqui y de (2.5), (2.6) resulta

(n) (n)
wr > Rn w1-+1

y puesto que Rn + o cuando K(t) crece hasta llenar todo el espa-
cio (o sea, cuando t » =), resulta (2.3).

El caso n = 3. Consideremos en particular el caso del espacio or
dinario de 3 dimensiones. Las relaciones (2.3) se escriben

(2.8) M Lo Moo, AT,

\'s F 3M

siendo la Gltima trivial.

32,y wmyv o, M3V,

para t » = Las cldsicas desigualdades isoperimétricas dan

Cabe considerar qué sucede con los cocientes F

3/2 3
(z 9) e m, MEsqp. , Msug,
v v v

2

En cambio no existe una acotacidn superior. Consideremos por .e-
jemplo un paralelepipedo recto cuya base sea un cuadrado de lado
a y la altura sea b. Es

Vv=a’ , F=2a’+4ab ,M=2nra+1b.

Supongamos que a > » y b =21 a (A = constante). Resulta
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p3/2 . (2+4))3/2 MF _ (2+4)) (2+)\)« M3 (2etan)3

’ ’

Vv A \'s A . \' A

y estos valores pueden ser tan grandes como se quiera tomando A
suficientemente pequefio.

3. CUERPOS CONVEXOS EN UNA RED DE CILINDROS.

Sea K = K(t) un cuerpo convexo de En Yy supongamos que contiene en
su interior otro cuerpo convexo Ko. Se dan N cilindros Z_ al
azar (vale decir, con la densidad (1.5)), independientes, que cor
tan a K(t). ;Cudl es la probabilidad de que exactamente r de e-
llos corten a Ko?.

La solucidn es inmediata, a saber,

(3.1) P, =(N)p" (1-pVT

r

siendo

m(Zp;anK0 # ¢)

(3.2) p = -
m(zp,zp K # ¢)

donde el numerador y el denominador estdn dados por la férmula

(1.6).

Supongamos ahora que K(t) sea una familia de Cuerpos convexos en
las condiciones del Lema 2 y hagamos t + « » al mismo tiempo que
N » » | de manera tal que

N W2 (Z)
(3.3) —0"®° L
WP(K)

siendo D una constante positiva, que llamaremos la densidad de
los cilindros Z_ en E
P n

Sustituyendo 1la expfesién (1.6) en (3.2), haciendo t + «» y tenien
do en cuenta (2.3) y también que W;_p(Zp) = Kn-p resulta, en el
limite



n-1 [ N-p

(3.5) R R ] Wigr (Kg) Wo1o3(2p)

Por consiguiente:

TEOREMA 1. Dada en E_ una red de cilindros convexos Zp colocados
al azar e independientemente unos de otros con densidad D, el ni-
mero de eilindros cortados por un cuerpo convero de' prueba K, co-
locado al azar en el espacio, sigue una distribucidon de Poisson
de parametro

D i
“a-p W (Zp)

En consecuencia, el nlmero medio de cilindros que son cortados

por KO es

E(r) = A

L., REDES DE CILINDROS EN E3

Queremos considerar ahora el caso en que, en vez de K,, tenemos
otro cilindro Zq, es decir, queremos buscar la distribucién del
‘ntimero de intersecciones de un cilindro de prueba Z_ con los ci-
lindros de una red que cubre el espacio con densidad D. Los re-
sultados son un poco complicados para el caso general de E_ por
1o cual nos vamos a limitar al caso de By y de cilindros convexos
propiamente dichos.

Sea K un cuerpo convexo fijo de drea F y curvatura media (o
proyeccidn media) M. Sea Z, un cilindro que corta a K y sea fo el
drea y u, el perimetro de la seccién recta de Z,. Exceptuando po

siciones del contorno que no van a influir en el 1imite, podemos
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suponer que la interseccidn ZOIWK es un cilindro limitado,de area

2f0+au0+e y proyeccidén media (o curvatura media) wa+(n/2)ud+e,sie2
do a la longitud de un segmento de generatriz contenido en K e in-
dicando con e cantidades (diferentes) tales que e/a~+0 para a -+« .

La medida de los cilindros Z; (cuya seccidn recta tenga por &drea
fl y perimetro ul) que cortan a Z0 N K, segln (1.7) vale

(4.1) m(zl;zlrwzotwk#¢) = 8n2f1+2w2(2f0+au0)+2nu1(aﬂ+(w/2)u0)+e.
La medida de los Z, que cortan a K es

(4.2) m(Z,;2, NK#P) = 8n2f, + Zn2F + 2mu M

y por tanto: la probabilidad de que Z,, supuesto dado al azar con
la densidad uniforme le, corte a Z0 N K sabiendo que corta a K

vale

41r2f1 + 1r2(2f0 +aug) +mu;(ra + (v/2)uy) + ¢

(4.3) P =
4172‘f1 + 72F +1ru1M

Si suponemos N cilindros congruentes con Zys independientes, que
cortan a K, la probabilidad de que r de ellos corten a Z0 N K es-
td dada por

N- N-
Po=(p)p" (0 -p)F

Supongamos ahora que K es una esfera de centro un punto fijo O,
cuyo radio R crece hacia infinito, al mismo tiempo que el nimero
N de cilindros que cortan a K también crece de manera tal que

(4.4) N oLy
47R

siendo D una constante positiva. Diremos entonces que se tiene
en E; una red de cilindros Zy de densidad D. Recordemos que para
una esfera de radio R es F = 4 1 R? , M= 41R,

Si h es la distancia de O al cilindro Zy » S (a/2)2 =R%2 - n?+
y por tanto
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(4.5) a=R (1-(h/R)H2% 4

es decir, se cumple a/R » 1, cualquiera que sea la posicién fija

de 0 (o sea, cualquiera que sea h). Sustituyendo (4.4) y (4.5)

en la expresidén de P_y haciendo N » « resulta, en el limite
(ugtu,) * DF

(4.6) Pi = f————::————— exp(—(u0+u1)D)

Es decir:

TEOREMA 2. Supuesta en el espacio E, una red de eilindros con-
vexos Z1 distribuidos al azar con densidad D, el nimero de cilin-
dros que son intersecados por un cilindro convexo Zgs sigue una

distribucién de Poisson de pardmetro
A= (u0 + ul) D .

Se observa que solamente intervienen los perimetros de las seccio
nes rectas de los cilindros, no las dreas.
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