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Es sabido que las distribuciones homogéneas de orden A en la rec-
ta real satisfacen la ecuacidén de Euler de las funciones homogé-

neas ordinarias, a saber
m xf'(x) =AE(x) ,

obtenida de la relacidén fundamental que verifican dichas funcio-
nes

(2) £(ax) = a f(x)

La solucidén general de (1) para el caso M # -n, n = 1,2,3,...
resulta

£0x) = ¢ lx|M + ¢ylx| sg x

donde lek y |x|xsg x son las distribuciones utilizadas por Gel-
fand-Schilov [1].

En el caso X = -n se obtiene

£(x) = ¢, xM+ ¢, s 1 x)

donde x ™ es la distribucién correspondiente a las anteriores pa-

ra n par o impar respectivamente y sl

den n-1 de la delta de Dirac [1].

(x) es la derivada de or-

En esta nota hemos tratado de obtener los resultados andlogos a
los anteriores para el caso en que se considere la circunferencia
unidad en lugar de la recta real.
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Para ello podemos considerar las soluciones de (1) como las auto-
funciones del operador xé%— del cual hallaremos la correspondien

te expresién en la circunferencia unidad mediante la transforma-
cién conforme que representa los semiplanos superior e inferior
de 1la variable compleja z = x+iy en el interior y exterior del
circulo unidad, transformacidn que hemos utilizado ya en otro tra
bajo [21, '

1a cual transforma el semiplano Im z > 0 en el circulo jw] <1y

-

el semiplano Im z < 0 en la regién |w| > 1. En particular la rec
. . i

ta real Re z = x se transforma en la circunferencia w = € ® con

|w| = 1. Se tiene asi que la transformacidn de la recta en la

circunferencia estd dada por la expresidn

ie _ _ x-2i
© x+21
de la cual se obtiene
o 1-ei® _ 8
(3) x = 2i 1+eie = 2 tg 2
lallemos el transformado del operador xiL mediante (3). Tenien

dx
do en cuenta que de esta Gltima se obtiene

&l
[e>]
[}
7]
o
o
|

y que se puede poner

4 . e d d _, 4,0 1 4
de 2 tg 2 dx de 2 tg 2 dx de
)
resulta
d _ a_1 4. [} e d . 4
(4) x3x T 2 tg 5 Toc28 s 2 sen 5 cos - oo sen 6 5
2

Nuestro probema es entonces resolver la ecuacién diferencial
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(5) sen @ df(e) A f(e)
de

PRIMER CASO. X # -n

Supongamos 6 # 0. Separando variables se tiene

dfe)=)\J doe

I f(e) sen 6
o bien
lglf(e)] = A 1g |tg 7
de donde se obtiene
[£()| = Itg §

Esta relacidn nos da dos soluciones posibles, una par y otra im-
par, a saber

£(6) = |tg -Z-P‘ y £(0) = |tg $1Msg o
Tratemos de obtener la solucién general para toda la circunferen-
cia, incluido ¢ = 0 (cfr. [1], pg. 310).

Consideremos la distribucidn

- 8 (A 8 |\
(6) £,(0) = £() - Cltg 2N -c ltg $hsg o

donde f(6) es la solucidén de (5) en toda la-circunferencia.

Por consiguiente fo(e) es solucidn de (5), puesto que los térmi-

nos restados en (6) también lo son. Resulta entonces que fo(s)=0
para 6 # 0 y por lo tanto fo(e) tiene soporte en 6 = 0. Pero es

sabido que si una distribucién tiene soporte puntual ella es una

combinacidén lineal de la delta de Dirac y sus derivadas en dicho

punto. Es decir, sera:

= ym k "
fo(e) k=0 %k 8§%(e) , para algln m.
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Encontremos los coeficientes ak. Puesto que fo(e) satisface la €

cuacidn (5) tendremos:

a 8%(0)

d m m k
sen 6 g5 Lo %k M=o 4 20

o bien
m k+1 m k
= o
sen 6 ), _o %0 (6) = X Jrcg % O (0) s
o en otra forma

(7 Tkeo % Sen o 8%+ (e) = Te=0 Yk 5% (o)

En el primer miembro de esta igualdad aparecen productos de la &
y sus derivadas multiplicadas por la funcidn indefinidamente di-

ferenciable sen 6.

Aplicaremos 1la siguienté férmula del producto multiplicativo de u

na derivada de la & por una funcidén indefinidamente diferenciable

k

e (x) 85 (x) =I5, -13** cd ke 0y 83 ()

donde Ci son los ndmeros combinatorios y D el simbolo de derivada
de una funcién (cfr. (3], pg. 119).

Para nuestro caso se tiene:

k+1 _ovk+l o o k+i-1 4] iy T 5]
sen 6 (8) = Zj=0 -1 Cp_y sen(k i*1) 3 8 (9)

Reemplazando en (7) obtenemos:

AN« 5 a)

m k+1 B k+j-1 3j s w j
Zk=0 a, zj=0 (-1 Ck+1 sen(k Jf1) 5 57 (9)

o bien,

m+l ¢j m i k+j-1 j s T A §m 8j
It 830 Thoy, O o, €I, sen(k-j+1) 1% @507

(S]]

pues en el primer miembro se debe tomar k = 0 en lugar de k = -1
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para j = 0; y para j = m+1 el correspondiente término de la suma-
toria se anula; en el segundo miembro se ha cambiado el nombre
del indice

Igualando los coeficientes de ambos miembros se obtiene

m _qyk+j-1 j s T
Zk=j—1 -1 o Ck+1 sen(k-j+1) 5 k‘aj
de donde, haciendo sucesivamente
j=m+l ,m ,m-1, ... , 1,0

y observando que para j = m+1 resulta, como ya se dijo

I I e ol osen(k-jen) 7=
= ™™l e BT sen(melom-1) Z= @ .0 =0,

se obtiene ordenadamente:

-a (m+1) = A o o bien a (N+m+1) =0

- .M = A a1 " am_l( AN+m) =0

—am_z(m-1) = kvam_z " am_z(k +m-1) = 0
y en general
(8) ajU\+j+1) =0 ,
con j=m+tl , m , m-1, , 1,0

Puesto que debe ser X # -j-1 resulta aj = 0 para cada j, y por
consiguiente se tiene

fo(e) =0

Llevando este resultado a (6), se obtiene:
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- 6 A 8N .
£(e) = C |tg S| +C, [tg 5| sz

como solucidn general de nuestro problema en el caso A # -n , con
n=1,2,3,...

SEGUNDO CASO. X = -n

En virtud de la ecuacidn (2) puede verse que f(p) es par para n

par e impar para n impar. En efecto, haciendo a = -1 se obtiene:
f(-8) = (-1)7" f(8) = 2f(8) ,
seglin que n sea par o impar.

La solucidn de la ecuacién diferencial (1) para 6 # 0 resulta ser

entonces, en este caso,

La diferencia

fo(e) = f(e) - C, tg™™

N @

tiene, como en el primer caso, su soporte en ellorigen y por con-
siguiente puede repetirse el mismo argumento. De la ecuacidén (8)
resulta entonces:

a, =0 para j # n-1

o = C , C2 arbitrario

La solucién general de la (1), en este caso, tiene entonces la

forma

_ -n 8 sn-1.g
(9) £(8) = C, tg 5t ¢, ()
CASO PARTICULAR. n =1 , C1 = % , C2 =0
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-1

1
£(0) = 7 tg !

que se utiliza en las series de Fourier para obtener la serie

conjugada.

BIBLIOGRAFIA

(1] GELFAND-SCHILOV, Funciones genernalizadas, I.
[2] R. SCARFIELLO, Sobze La senie de Fouriern de La distnibucibn
vp I cotg 1 6, u.M.A., XX, 1960, pdg. l46-154.

2 2

[31 L. SCHWARTZ, Theordie des distnibutions, I.

Universidad Nacional de Buenos Aires

Argentina

Recibido en marzo de 1971.



