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SOBRE LAS DISTRIBUCIONES HOMOGENEAS 
EN LA CIRCUNFERENCIA UNlOAD 

R. Scarfiello 

Es sabido que las distribuciones homogeneas de orden A en la rec­

ta real satisfacen la ecuaci6n de Euler de las funciones homoge­

neas ordinarias, a saber 

(1 ) xf' (x) ~ A f(x) 

obtenida de la relaci6n fundamental que verifican dichas funcio­

nes 

(2) f(ax) A 
a f (x) 

La soluci6n general de (1) para el caso A 1 -n, n 

resulta 

f(x) 

1 ,2,3, ... 

donde Ixl A y IxlAsg x son las distribuciones utilizadas por Gel­

fand-Schilov [1]. 

En el caso A -n se obtiene 

f(x) = C1 
-n 

X 

donde x- n es la distribuci6n correspondiente a las anteriores pa­

ra n par 0 impar respectivamente y On-1(x) es la derivada de or­

den n-1 de la delta de Dirac [1]. 

En esta nota hemos tratado de obtener los resultados analogos a 

los anteriores para el caso en que se considere la circunferencia 

unidad en lugar de la recta real. 



344 

Para ella podemos considerar las soluciones de (1) como las auto-

funciones del operador d Xax del cual hallaremos la correspondie~ 

te expresion en la circunferencia unidad mediante la transforma­

cion conforme que representa los semiplanos superior e inferior 

de la variable compleja z = x+iy en el interior y exterior del 

circulo unidad, transformacion que hemos utilizado ya en otro tra 
bajo [21, 

z-2i 
w = - z+2i 

la cual transforma el semiplano 1m z > a en el circulo Iwl < 1 y 

el semiplano 1m z < a en la region Iwl > 1. En particular la re~ 
ta real Re z = x se transforma en la circunferencia w = e iB con 

Iwl = 1. Se tiene asi que la transformacion de la recta en la 
circunferencia esta dada por la expresion 

de la cual Sa obtiene 

(3) 

Ilallemos el 

x = 1 - e i6 
2i 

1 +e i6 

transformado del 

e 
2 tg "2 

operador d mediante x-
dx 

do en cuenta que de esta ultima se obtiene 

dx sec 2 e 
de "2 

y que se puede poner 

d 2 tg e d d 2 tg e 1 d x- "2 dx de "2 dx era dx as 

resulta 

(4) d 2 fl d 2 ! ~ d 
x- tg "2 de" sen cos 

dx sec 2.§. 2 2 de 
2 

(3) . Tenien 

e d sen 
de 

Nuestro probema es entonces resolver la ecuacion diferencial 
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(5) sen e df (8) = A f ( 8) 
d8 

PRIMER CASO. A 1 -n 

Supongamos 8 '1 O. Separando variables se tiene 

o bien 

r df (8) 

J f (e) 

19 If (e) I 

de donde se obtiene 

d e 
sen 8 

A 19 I tg ~ 

Esta relaci6n nos da dos soluciones posibles, una par y otra im­

par, a saber 

f (8) = I tg ~ I A Y f (e) 
2 

I tg ~ I A sg 8 
2 

Tratemos de obtener la soluci6n general para toda la circunferen­

cia, incluido 8 = 0 (efr. [11, pg. 310). 

Consideremos la distribuci6n 

donde fee) es la soluci6n de (5) en toda l~·circunferencia. 

Por consiguiente fo(8) es soluci6n de (5), puesto que los t€rmi­

nos restados en (6) tambi€n 10 son. Resulta entonces que f o (8)=0 

para e 1 0 y por 10 tanto fo(e) tiene soporte en 8 = O. Pero es 

sabido que si una distribuci6n tiene soporte puntual ell'a es una 

combinaci6n lineal de la delta de Dirac y sus derivadas en diche 

punto. Es decir, sera: 

f (e) 
a 

para algun m. 
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Encontremos los coeficientes a k . Puesto que fo (e) satisface la ~ 

cuacion (5) tendremos: 

sen e d lID a ok (e ) A I~=o a ok (e ) 
de k=O k k 

0 bien 

sen e IID aok+l(e) A I~=o a ok (e ) 
k=O k k 

0 en otra forma 

l7) ,ID a k sen e ok+l (e) 
L.k=O 

En el primer miembro de esta igualdad aparecen productos de la 0 

y sus derivadas multiplicadas por la funcion indefinidamente di­

ferenciable sen e. 

Aplicaremos la siguiente formula del producto mUltiplicativo de ~ 

na derivada de la 0 por una funcion indefinidamente diferenciable 

I{! (x) 0 k (x) 

donde Cj son los numeros combinatorios y D el simbolo de derivada 
k 

de una funcion(cfr. [3], pg. 119). 

Para nuestro caso se tiene: 

Reemplazando en (7) obtenemos: 

,ID ,~+l (_l)k+j-l Cj (k . 1) 7r oj ( ) 
L.k=O a k L.J=O k+l sen -J+ "2 e A ,m a 0 'f1) 

L.k=O k ' 

o bien, 

,m+l oj(e) ,m (_l)k+j-l Cj (k . 1) ~ = A ,m a.oj(e) 
L.j=O L.k=j-l a k k+l sen -J+ 2 L.j=O J 

pues en el primer miembro se debe tomar k o en lugar de k - 1 
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para j = 0; y para j = m+1 el correspondiente termino de la suma­

toria se anula; en el segundo miembro se ha cambiado el nombre 

del indice 

Igualando los coeficientes de ambos miembros se obtiene 

,m _ (_l)k+j-l cx k Ck
j + 1 sen(k-J-+1) 11" 

Lk=]-l . 2 

de donde, haciendo sucesivamente 

m+1 , m , m-1 , ... , 1 , 0 

A cx_ 
] 

y observando que para m+1 resulta, como ya se dijo 

,m (_l)k+ j -l cx Cj sen(k-J-+1) 11" 
Lk=m k k+l 2 

(_l)m+m+l-l CX 
m 

Cm+1 sen(m+1-m-1) 11" 
m+l 2 

se obtiene ordenadamente: 

- cx (m+1 ) A 
m 

- cx 
m-l 

.m A 

-cx m_ 2 (m-1) A 

y en general 

(8) 

cx 

cx 

cx 

o bien 
m 

m-l 

m-2 

CX_(A+j+1) 
] 

" 

o 

con m+ 1 , m , m -1 , ... , 1 , 0 

cx ( A +m+ 1 ) 
m 

cx m_ 1 ( A + m) 

cx m_ 2 ( A +m-l) 

" 

CX .0 
m 

0 

0 

0 

o , 

Puesto que debe ser A 1 -j-1 resulta cx. 
] 

o para cada j, y por 

consiguiente se tiene 

Llevando este resultado a (6), se obtiene: 
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f (8) = C1 I tg ~ I A + Cz I tg t I A sg 8 

como solucion general de nuestro problema en el caso A # -n , con 

n = 1,2,3, ... 

SEGUNDO CASO. A -n 

En virtud de la ecuacion (2) puede verse que f(8) es par para n 

par e impar para n impar. En efecto, haciendo a = -1 se obtiene: 

f(-8) = (-1)-n f(8) ±f (8) 

segun que n sea par 0 impar. 

La solucion de la ecuacion diferencial (1) para 8 # 0 resulta ser 

entonces, en este caso, 

C tg- n 8 
1 2 

La diferencia 

f (8) 
o 

tiene, como en el primer caso, su soporte en el" origen y por con­

siguiente puede repetirse el mismo argumento. De la ecuacion (8) 

resulta entonces: 

IX 
j 

IX 
n-l 

o para # n-1 

Cz arbitrario . 

La solucion general de la (1), en este caso, tiene entonces la 

forma 

(9) f (8) 

CASO PARTICULAR. n o 



f (8) 
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1 -1 8 
2" tg 2" 

1 8 2" cotg 2" 

que se utiliza en las series de Fourier para obtener la serie 

conjugada. 
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