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CASI - NORMAS EN ANILLOS

.por Jorge Edelman y Angel Larotonda

Dedicado al profeson Albernto Gonzdlez Dominguez

INTRODUCCION. Los anillos de Banach han sido utilizados reciente
mente en algunas cuestiones de K-teoria (ver [1],[2]). EIl objeto
de este trabajo es determinar bajo qué condiciones un anillo topo
16gico es un anillo casi-normado, lo cual se hace en el teorema 1;
el método de construccidén de una casi-norma se basa esencialmente

en el teorema de metrizacidén de espacios uniformes ([31).

DEFINICION 1. Un anillo topoldgico A consiste de un anillo pro -

visto de una topologia que hace continuas las aplicaciones
(x,y) = x+y , (X,y) » X.y , X > -X

DEFINICION 2. Una casi-norma en un anillo A es una aplicacidn
p: A - R que verifica las condiciones:

QN;) p(x) >0 para todo x € A, p(0) =0
QN,) p(x) = p(-x) para todo x € A

QN3) p(x+y) <p(x) + p(y) si x€A,ycA
QN,) p(x.y) <p(x) . p(y) si x€A,y€EA

Es evidente que si p es una casi-norma en A, la funcién

(x,y) > Ix-yl = p(x-y)
es una seudométrica en A; A provisto de la topologia asociada a
esta seudométrica es un anillo topoldgico. Es claro también que
A resulta separado si y sélo si '"p(x) = 0 sélo es posible para

x = 0". Diremos que un anillo topolégico A es casi-normable si

existe alguna casi-norma en A que induce la topologia de A.

TEOREMA 1. Sea A un anillo topoldgico. Entonces A es casi-norma

ble si y sblo si: existe un sistema fundamental de entornos de 0,
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(Un)nzl que wverifica:

a) Uk+1 C U, para todo k>1

b) U, = -U, para todo k>1

c) U .U cU sz n,m > 1
n m n+m

d) U +U +U cU para todo n > 1
n n n n-1

Demostracidén. Las condiciones son necesarias; en efecto si

p: A = R es una casi-norma definimos Un = (x : p(x) < 2-3n} para
n>1y es claro que los Un (n > 1) forman una base de entornos

de 0 que cumple las condiciones a),b),c),d).

La suficiencia se prueba asi: pongamos Uo = Ay sea yp: A->R

definida por

2”7 si x € Un yxe&Uu

p(x) =

y sea p: A > R definida por p(x) = inf { Zw(xi) ) x, =x}

Es evidente que esta aplicacién p verifica la condicidn QNl); asi
mismo QN2) se deduce de la condicidn b). Para QN3) se procede co
mo sigue: dado € > 0, sean X5 (1 <i<n) vy x; (1 <j <m) ta -

les que p(x) +e/2 > Z?=

L) s PO) e/ > 0 e xy)

n = m [
X = X X = .
i=1 i Y Z‘j=l j Y

n

Entonces p(x) + p(y) + € > Zi=1 ¢(Xi) + Z?=1 W(Xg) > p(x+y)

pues )% L Xt 7 x; =X + y. Como € es arbitrario ,
i=

i j=1

resulta QN3).

Para QN4)’ la prueba es andloga: dado € > 0 sea 8 > 0 tal que

2

8% +8(p(x) + p(y)) <e , y sean x, (1<i<n, xi (1<j<m
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de modo que JT_; x; = x , [T X/ =y, pt) +8> 1T 0 () ,

p(y) +6 > Z?zl ¢ (x!). Entonces
PO).PY) + € > (p(x)+8) (p(y)*8) > (Li_1v0()) (o 0(xy)) >

> ¢(xi.x5) > p(x.y) pues Zi,j x;xt = (Zi Xi)(ijﬁ) = X.y

i,j ]

y ¢(x.y)< ¢(x).¢(y) se deduce facilmente de la definicidn de ¢

y la hipétesis c).

De todo esto se deduce que p es una casi-norma en A ; como
U,c{x:px) < 2™ sigue que p es continua y por lo tanto la

topologia asociada a p es menos fina que la topologia de A.

Probemos ahora que

%<w(x) < p(x) para todo x € A (*)

. n
Serd suficiente ver que si x = Zi_l X ; entonces ¢(x)<2 Zid¢(xi);
procedemos por induccidn sobre n ya que para n = 1 esto es eviden

+1 .n+1 .
te. Sea x = 22=1 X; Y pongamos a = 22=1 p(x;). Sia =0, cada

x; verifica ¢ (x;) = 0, luego x; € (63 para i < n y por lo tanto

X € (6} (ya que (63 es un ideal); esto da ¢(x) = 0< 2.0 = 2. vy

entonces (*) es trivial.

Si a > 0 , podemos suponer (reordenando los X; Si es preciso) que
¢(x1) <a/2 ; seam = max{p : zg=1 p(x;) <@/2}, entonces por
la hipbtesis inductiva seri

D) e (7 x) <2 z‘;‘_l (x,) <«

i=1 i

B m+1 )
Ademds de Zi=1 ¥(xi) > a/2 obtenemos

+1
(2) Ii ., P(xi) <a/2
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y por lo tanto

n+1 n+1

N
(3) ? (Lnin Xi) < 2 Zm+2 ¢(xi) < a

También es

n+1
< <
(4) vilx ) <Dy vOG) <o
Sea r € Z tal que 1 <a< 1 ; entonces de (1) resulta que
2r+1 ot

m

Iisg %5 € Upsr
De (3) tambié 1 ot e 4 d e U :
e ambién sale que ) ., X, a1 Y (4) nos da X 1 r+l
por la hipétesis d) deberda ser x € Ur , de donde ¢ (x) < —l}=<2a

2

como queriamos probar.
Ahora (*) nos dice que {x : p(x) < 270 C {x e (x) < Z—n+1}(IUn_1,

lo que significa que la topologia asociada a p es mds fuerte que
la topologia ?e A; y en definitiva la topologia de A es la asocia-

da a p.

OBSERVACIONES. i) A es separado si y sélo si p(x) =0 equivale

ax=0.

ii) 8i 1los Uk son ideales, la casi-norma p construida en la de -
mostracidn resulta ultramétrica (esto es, p(x+y) < max (p (x),p(y)))

por la condicién c).

iii) Si A tiene identidad 1 no adherente a 0, p(1) # 0 y de
QN4) se deduce que p(1) = 1. En tal caso es cldsico que
q(x) = sup {p(x.y) : p(y) = 1} es una casi-norma equivalente a p,

y que q(1) = 1 (cf. [2]).
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