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INTERPOLACION A LA MARCINKIEWICZ

Nestor M. Riviere*

Dedicado af profeson AlLbento Gonzdlez Dominguez

En este trabajo se estudiard la interpolacidn para operadores en
el estilo iniciado por J.J. Marcinkiewicz [6]. La técnica de in
terpolacién usada que difiere de la de A. Zygmund [16], E. Stein
y G. Weiss [15],J. Peetre y .7.L. Lions {10], o R. Hunt [4], pero
que en cambio tiene cierta similitud con la de A.P. Calderdn [1];
se basa en el uso de una férmula de representacidén (por mayora-
cidén) del operador una vez conocido el comportamiento de la fun-
cién de distribucidén de éste al actuar sobra las funciones carac
teristicas de conjuntos medibles, véase el Teorema 1.1. Tal re-
presentacidén permite, por ejemplo, una demostracién muy sencilla
de la forma del Teorema de Marcinkiewicz considerada por R. Ilunt
[4], véase el Teorema 1.2.

El trabajo estd dividido en dos secciones, en la primera se de-
muestra el Teorema de Representacién y su aplicacién inmediata ,
el Teorema de Marcinkiewicz. En la segunda seccibén se defincn
los espacios Eo(Ut), de oscilacidn media acotada para una fami-
lia regular de Vitali , véase [11], y una ulterior aplicacién
del Teorema de Representacién para extender el Teorema de Inter-
polacién (Teorema 1.2) cuando L” es reemplazado por Eo(Ut), véa-
se el Teorema 2.1. Este resultado se aplica a la teoria de inte
grales singulares y a la teoria del potencial.

Quiero agradecer al Prof. G. Stampacchia quien sugirié el proble
ma estudiado en la segunda parte de este trabajo.

* Este trabajo fue realizado en parte con el subsidio de 1la

National Science Foundation GP. 15832.
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PRELIMINARES.

Sea (M,#) un espacio de medida. F(M,u) y SO(M,M) S denotaran
respectivamente los espacios de funciones medibles y de funciones

simples.

Un operador T, definido de SO(M,y) en F(N,v) se dird sublineal
si:

(1) ITAE) (x) | < [AV|T(E) (x) ]

(i1) T+ )| < [TE )| + [T (]
en casi todo punto con respecto a la medida v

Sea f una funcién de F(M,u); A denotard su funcidén de distribu

f,u
cién, en otras palabras

Ne (8 = wlix , [£G0] > )

f* denotard la funcidén reordenada de la funcidén f, o sea la "in-

versa" de la funcién no-creciente de distribucidn Rf u Mas ex-

plicitamente f* queda definida por las desigualdades

£*( kf #(t)) >t xf ”(f*(t)) > t. Finalmente la funcidén doble
’ ’ v

reordenada de f; f*#*, se define por la identidad

t
£rr(t) = L J £%(S) dS .
t o
Obsérvese que
tf**(t) = sup J [£(x)| du (*)
r(E)<t 'E

y por lo tanto

. PR
(*) Por simplicidad consideraremos medidas no atomicas.



(1) (af)**(t) = |a|f**(t)

(i1)  (f+g)**(t) < £*%(t) + g**(t)

Para 1 < p<e , 1< q<», definiremos los espacios
LP»9 = LP»9(4,u) como los subespacios de F(M,u) tales que

g [T e 1/pya dt\ 1/q < o
LPed ( jo (£%(t) t/P) 5=)

Cuando q = % entiéndase

I£xl = sup £*(t) t'/P
LP» t

Cuando p = « sélo se considerard q = oo.

Para los valores de p tales que 1 < p <~ , los espacios LP*? son
normables, usando la funcidn f*%*,

En ese caso se define

- - 1/pyq dt y1/q
£l = [ f** = fx%(t) t
i 'Lp.q "Lp,q ( Jo ( (t) ) y )

Como f*(t) <f**(t) es inmediato que If*l <l fx=|
Lp’q LP’q

Por otra parte un simple argumento de integracidn por partes mues
tra que

1 1
_+ — =1
s , > p' P

£ < p' I£*
LP LP

De las observaciones anteriores se concluye que, para 1 <p < =,
Hl'IHLp,q es una norma. Es fdcil ver que con dicha norma el es-

pacio es completo.

Otra propiedad interesante de la que gozan los espacios LP9 es
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el estar telescopicamente ordenados con respecto al segundo subin

Ps>d,

P> 9
dice. De otro modo si a, < a, entonces L = 1 C L Ademas

cuando p = q , LP°P = LPM,u), LP denota los cldsicos espacios de
funciones p-integrables. Basta observar que

(- -]

J f*(t)P dt = J [£(x)|P dn
o M

P*9 ygase [11y [41, [8]1. E1

lector encontrard referencias mas completas en dichos trabajos.

Para el estudio de los espacios L

§1. UN TEOREMA DE REPRESENTACION.
XE denotard la funcidén caracteristica del conjunto E.

V(s,t) denotard una funcibén no creciente y continua a izquierda
en la variable t. ¢_1(s,t) denotard su "inversa'" para valores fi-
jos de s, en otras palabras

v lis,W(s,t)) >t , ¥(s,vl(s,t)) >t

Para el siguiente teorema consideraremos una tal funcién ¥ que a-

demis satisfaga, (;%-w) € Llloc (R%) , ¥(0,t) = 0 para t > 0

TEOREMA 1.1. Sea T un operador sublineal definido sobre funcio-
nes simples, V como se describe mds arriba. Supongamos que para

cualquier conjunto medible E

A < v lwe,t)

Txp) w8

t
Entonces, si K(s,t) = 1/t J (%% } (s,u)du , para toda
o

fes (M,u)
o

oo

(TE)** (1) < J K(s,t) £*(s)ds

[o]
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Demostracidén. Como A (t) < w'l («(E),t) entonces
T(xg)s ¥

k(E)
(T () <¥ (B, 0) = |

o

2y (s,t)ds =
ds
= J (22) (s,t) (x_)* (s)ds. Por lo tanto

o ds E

(T(xg))** (t) <J K(s,t) X )* (s)ds

o

Para completar la demostracién, dada una funcidn simple f la es-

. N = * = *
cribiremos de modo tal que f Zi cy in y f Zi[cil @Ei)
El teorema es entonces una consecuencia inmediata de la subaditi:

vidad y homogeneidad de los operadores T y (°)**.

El teorema 1.1 da una representacidén bastante fiel del operador
T. Para mostrar su grado de precisidén sacaremos como consecuen-
cia fédcil de €1 la siguiente forma del Teorema de Marcinkiewicz
considerada por E. Stein y G. Weiss [15] y R. Hunt [4].

TEOREMA 1.2. Sea T un operador sublineal tal que

l/p, a 1/p, q
7\T(xE),p (t) <C min{(“itﬁ)_ 't (E%El 2y%2 |

1<p. , qQ; <%e,q, # 1. Entonces si 1/p = 5(1/P1)+(1'5)(1/P2)

i
17q = s(1/q1)+(1-s)(1/q2) s, 0 <s <1 ; se tiene que para toda

funcidn simple £ € S (M,u)

I (T(E))**|l <C N£*) , 0 equivalentemente
r q pPsT
L‘l9 P> 1P

T CEM <cC £ s para todo T tal que 1 < T <. .
Lq"r P4 prr

Demostracidén. Supongamos primero que a >1,1i=1,2.
Elijamos
1/p q 1/p q
1 1 2 2
w'l(s,t) =min { (2 " ) , ( = T ) }
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Entonces K(s,t) = % H(s,t), donde

, 1/p, , 1/p,

. 1
H(s,t) = min — s — s T
P, tl/ay P, tl/a, a3

+

LI
a3

. Por lo tanto es consecuencia del Teorema 1.1 que

00
(TE)**(t) < C f H(s,t)f*(s) %? . Por otra parte obsérvese que
o

1[q1 - 1/q2
si € = — —= y a = e/p1 - 1/q1 = e/p2 - 1/q2 ,
1/p1 - 1/p2
€ « [ -€
entonces H(A®s,At) = A" H(s,t), o sea H(s,t) = t H(t "s,1) o

sea que la representacién mayorada del operador T estd dada por
una convolucidn sobre el grupo multiplicativo R, . Esto facilita
considerablemente el cdlculo. Escribimos primero

(TE)**(t) < C © H(s,1) f*(tes) ds . Usando luego las hipéte-
o S

sis del teorema en py q (¢ =€/p - 1/q) y la desigualdad de Min
kowski

*% = & cx 1€ ds
I (TE) qu,r <C Jo H(s,1) It" £*(t s)nLq’r <

rm
Pero It¥ £*(t€s)I" = J (e@+1/a ga(e€g)yr 4L
L4 T o t

* dt
= [ (t€/P £x(t€s))" = Cambiando variables
(o]

(u = t¢s) 1t* £x(t¢s)l dr " sTH/Pygxy oot Finalmente
L*? L

(- -]
e o<c J H(s,1) s~ H/Pugx1 ds < hgsl
L o

LPst Psq LPeT

s

Para completar la demostracién en el caso en que q, = 1 (q2 # 1),
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obsérvese que si (1/p,1/q) es interior al segmento

[(1/p1 , 1/q1) H (1/p2 , 1/q2)] entonces

l/p, aq; l/p, a, 1/p q l/p, a,

min { (=5—) ,(Z5—) <min { (24— , (F—)

En otras palabras el caso extremo se puede obviar trabajando con

puntos interiores al segmento de interpolacidn.

La misma observacidn es vdlida cuando P; o qQ; = *®-

La Gnica razén para reducir el problema al caso q, >1,1i=1,2,

es el permitir el uso de funciones homogéneas (evitando factores

logaritmicos) y de ese modo presentar una demostracidn simple. A

la ventaja de este argumento se contrapone el empobrecimiento de

la constante C
P>

NOTA. La condicién impuesta en el Teorema 1.2 sobre la funcidn

de distribucién de T(XE) es mas débil que la condicién cldsica de

tipo débil (pi,qi).

Cuando 1 < a; < o la condicién es equivalente a que el operador T

P:sl -
sea acotado de L * en Lt

Una consecuencia del Teorema 1.2 interesante de citar es el si-

guiente corolario. Véase también [11 , (4].

COROLARIO. Seq f € LP(R®), 1 <p < 2, si F(f) denota la Transfor

mada de Fourier de f,
F(f) (x) ='J a f(y) exp (27 i ( x,y) )dy ; entonces F es un o-
R
perador acotado de LP(R™) = LP:P en Lp,p" 0 sea

IFCeY o, <c_Ifl
LPsP P

>

Lr?

La demostracién es consecuencia inmediata de las siguientes desi-

gualdades:
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(a) I FCEN <Ifl_ 0 (b) IF(EN = I£ll

P rM) L (R™) L2 (R™) L2 (R™)

§2. CLASES DE OSCILACION MEDIA ACOTADA.

G. Stampacchia [13] ha observado que las clases de oscilacidén me-
dia acotada, en muchos casos, reemplazan con éxito al espacio L
como rango del operador en el caso extremo del Teorema 1.2. En
esta seccidn mostraremos cémo se comporta la funcidn de distribu-
cién de T(XE) en ese caso, véase el Teorema 2.3, de modo tal que
el Teorema de Representacién (Teorema 1.1) nos permitird extender
los resultados previos (véase [13],[3]1) al caso sublineal y al ca
so extremo a, = 1.

Haremos previamente una somera revisidén de definiciones.

DEFINICION 2.1. Una familia {(Ut,¢) ; t € R} se dird Regular de

Vitali cuando:

. . . n
(1) Los conjuntos Ut son abiertos acotados de R}
estdn telescépicamente ordenados, o sea

< : = ; i
Ut1 C Ut2 cuando t, <ty ﬂt Ut {0}; y, si

m (.) denota la medida de Lebesgue de R",

m(Ut) 7 m(UtO) cuando t 7 t_.

(ii) ¢ es una funcidén suryectiva de R, en R, tal
que:

(a) U -U_={z , z=x-y ; X,y € Ut} cu

t t p(t)’

(b) m(U ) <A m(Ut), donde A es una cons

¢ (t)
tante dependiente de la familia sola -

mente.

Obsérvese que ¢(t) > t y que la funcidn ¢ puede reelegirse de mo

do tal que sea siempre no decreciente.



Ejemplos de tales familias es
U =1(x, |x| < t},eé(t) = 2t (A = 2™
Otros ejemplos de tales familias pueden encontrarse en [11].

F. John y L. Nirenberg [6] definen la clase de oscilacidn media a
cotada usando la familia de Vitali de nuestro ejemplo anterior
Tal definicién se puede extender a cualquier familia regular de
Vitali. Las nuevas clases gozardn del mismo tipo de propiedades
que la clédsica clase de oscilacidén media acotada.

Sea O un abierto de RZ. Eo(Ut,O) denotari la clase de funciones

localmente integrables tales que

J . |£(y) - cgldy < M m(U.) ; cuando x+U_ € 0 , y
X
t

i
m(U.) x+U

cp = £(y) dy

Definiremos I fl; como el infimo de los valores M que satisface
o]

la desigualdad anterior para todo x,t (x+Ut C 0). Obsérvese que

NfHE = 0 si y s6lo si f es constante en casi todo punto de O

o

Por lo tanto | -"E es una semi-norma, para transformar el espacio

en un espacio de Banach es necesario hacer el cociente por el sub

espacio de las constantes (Rl).

La propiedad fundamental de las funciones de las clases Eo(Ut,O)
es el decaimiento exponencial local de sus funciones de distribu-

cidén. Este decaimiento caracteriza dichas clases.
TEOREMA 2.1. f € Eo(Ut,O) st y sélo si para todo x+*U_C O ,

m({x , lf(y)—cfl > s} N (x+U)) <c, exp(-c, s“f"ii) n(U,)

C; ¥y Cy son constantes absolutas que dependen sélo de la familia

regular de Vital<.

La demostracién de este teorema es idéntica a la de F. John vy
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L. Nirenberg [6], si en lugar de la forma de A.P. Calderdn y A.
Zygmund [2] del iema de F. Riesz se utiliza [11], Teorema 3.1
capitulo I.

El siguiente teorema es una extensidén del Teorema 1.2 cuando el
espacio L” es reemplazado por Eo(Ut,O).

TEOREMA 2.2. Sea T un operador sublineal de SO(M,u) en F(O,m)

tal que para cada conjunto medible E:

u (E) 1/P1 a4,

<P ! )

)\T(XE)(t) < C

(2) 1T, <Cr(E) P2

Donde, 1 <p

N
8
-
0]
’N
N
Q
A
8

i 1

.1 1 1 1 1
Entonces, st a—= Sa:— ' g = sﬁz~+ (1-s) 5; , 0<s<1,

f e SO(M,M), se concluye que

WTCE) M <C nem
L4»T P»q4 [P

P>
Vitali, pero es independiente de O.

C q depende de p, q, las constantes de (1) y (2) -y la familia de

Para demostrar el Teorema 2.2 haremos uso del teorema de represen
tacién pero para ello necesitamos estudiar previamente la funcién
de distribucidn de T(XE).

TEOREMA 2.3. Si T es un operador sublineal que satisface las con

dieiones (1) y (2) del Teorema 2.2, entonces

-1
Mpxy) (D) SV mE),D donde

‘l/_l(s,t)<c1(5t ) exp(-c, ts )
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€, ¥ c, son constantes que no dependen de O.

Demostracidén del Teorema 2.2. Aceptando el enunciado del Teorema

1 1 1 1 1

2.3 basta observa uando — =s— + (1-s) — - = —
r que c p sp1 (1-s) P, ’ a s a; ’
0<s< 1, entonces
. /ey l/p q
VoGt <cmin { (Z—) L, (Z—) |,

y aplicar el Teorema 1.2.
Demostracidén del Teorema 2.3. Sear , 0<r<1, f= XE . Apli

cando el Teorema 3.1, Capitulo I de [11], a la funcién |T(£f)|" ob

tenemos una sucesi6én de conjuntos disjuntos, {x, + U, } , tales

k
que:
(i) [T(f)(x)|] <t , en casi todo punto del complemento de
Ykmo i * g @)
(1) m, o 7| IT(£) (y)|Fdy < tF <
¢ (@) x, +U
k"¢ (@)
<n, )t | IT(E) ()| F dy
k xk+Ua .
k
Obsérvese que si a, = m(U )_1 J T(f) (y)dy , entonces
k ¢ @) X, +U
kg, )

.|ak| < t. Por lo tanto

m({x , |T(f)(x)]| > 2t}) =

=nl{x , [T )] > 2t} N U (x + U¢(“k)))) <

< I mUx , [TEE)] > 2t 0 (x, + Up a,))) <
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< Lmlx , [TEY () -ap| >t} n (x + U

N

(usando el Teorema 2.1) <

N

c, exp(-c, t “T(f)";l) Tk m(U¢(ak)) <
o

-1
< Acy exp(-c, t IT(E)lg ) Zk m(Uak) <
o

N

(usando la hipdtesis (2) y (ii)) <

N

—1/p2 -r r
Aoy exp(-cp tm(E) ) ¢ | IT(£) () |dy
Uk(xk+Ua )
k

Por otra parte usando la hipétesis (i)

[T(£) (y)|Tdy <t " J |T(E) (y) | "dy

Uk(xk+uak) {y, |T(£)(y)|>t}

o0 4, /py 1/py 9y
< rt’ J sr—1 w(E) ds < c (&%?l )
¢ ,

sl
desigualdad que demuestra el teorema.

El teorema 2.2 extiende trabajos previos de G. Stampacchia [13],
J. Peetre [9], S. Campanato [3] y S. Spanne [12]. Permite que el
operador sea sublineal, es vdlido para q; = 1 e impone una condi-

cidén mas débil en los extremos del intervalo de interpolacidn.

El caso p; = q; =1, py =% tiene una interesante aplicacidn a
la teoria de Integrales Singulares.

Sea k un nicleo singular para la familia regular de Vitali
{Ug,¢} ; ver [11], Definicién 4.1, Capitulo I. Para f € S, (R",m)

definiremos

K(f)(x) = lim J
s>0 U;ﬂUt

t>ow

k(y)f(x-y)dy
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Tal limite existe en casi todo punto; ver [11], Teorema 6.2, Capi
tulo I. '

TEOREMA 2.4. S7 k es un nmicleo singular para la familia {Ut’¢} y
ademds

J |k(x-y)-k(x)|dx < c , cuando y € u,.
s (¢)
Entonces
€0 1,1 IIfIlLl n
i (R7)
(1) A (t) <c L -¢
K(f) t t
(2) WK, <clIfl ; E =E_ (U_,R")
E0 L (Rn) o o t

Demostracidén. La primera parte del teorema puede leerse en [11],
Teorema 4.1, Capitulo I. La segunda parte se demuestra con el si

guiente argumento que imita al de E. Stein [14] dado para el caso
eliptico.

Sea entonces Q = x + U¢(t) , T € So(Rn). Escribiremos £ = h + g

donde h = fo . Obsérvese que la acotacién del operador K en

Lz(Rn) (ver [11], Teorema 4.1, Capitulo I) se concluye

[ xmoitay <c | hodi? gy -
x+Ut R

= c J £ % dy <c' 1£12 m(u))
x+U¢(t) L

Por otra parte como la misma estimacién vale para el promedio de
K(h), dominando la norma L1 con la norma L2, se tiene que

Jx+UtIK(h)(y)-cK(h)l dy <c Il m(U,)

Basta entonces demostrar una desigualdad similar para K(g).
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[ K@) - eyl -
t

- J l(] K(y-2)£(z)dz) - ET%:T (J dXIJ K (x,-2)£(2)dz)

dy
x+Ut (x+U¢(t))' x+Ut (x+U¢(t))'
- ! J dx (J [K(y-2)-K(x,-
= y-2)-K(x,-2z)1£(z)dz) |dy <(u
Jx+Utltht) x+U 1 (x40 ()" 1

sando la hipdtesis hecha sobre K) <c m(Ut)Hfﬂ - » Yy €l teorema
L

queda demostrado.

Por lo tanto, como consecuencia del Teorema 2.2 se obtiene .la si-
guiente cota para la funcidén de distribucién de K(XE)

xK(xE)(t) < ¢, m(E) t! exp(-c, t)

La cota es inmejorable, salvo constantes. E. Stein y G. Weiss
[15] demostraron una identidad de este tipo para la transformada
de Hilbert.
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