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1. LES ALGEBRES DE BOOLE TOPOLOGIQUES.

C. I. LEWIS et C. H. LANGEORD ((1932)(*), pag 501) dans leurs é&tu-
des sur la théorie de l'implication stricte ont eté conduits a con
sidérer le calcul propositionnel modal S 4.

TANG TSAO-CHEN (1938) a été le premier auteur qui a établi un rap-
prochement entre ce calcul et la théorie des espaces topologiques
en montrant qu'd chaque thdse du calcul S4 correspond une égalité
valable dans tous les espaces topologiques. Cette découverte a
joué un rdle tres important par la suite. La réciproque a eté é-
tablie par J. C. C. McKINSEY (1941) .

Pour &tudier le calcul S4 au point de vue de 1'algdébre cet auteur
a été conduit i utiliser la notion suivante:

1.1- DEFINITION: Un systéme A = (A,C) formé par une 'algébre de
Boole A-et une application C de A dans A, telle que

Cl) Co = o
Cz) a Vv Ca = Ca

C C(avb) =CavChb

3)

(*) Voir la liste bibliographique 2 la fin de cette note.
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c,) CCa = Ca

sera dit une,algébre de Boole topologique (elosure algehbra; en an-
glais). L'élément Ga sera dit la fermeture de a. Un élément a est
fermé si Ca.= ‘a. L'élément la = -C-a sera dit t'intérieur de a et a

est ouvert si la = a.

Dans le calcul S4 si p désigne une proposition alors Cp et Ip désig
nent respectivement les propositions "p est possible” et "p est ne-
céssaire”. Cette notion (*) avait été introduite par H. TERASAKA
(1937), (1940) comme une généralisation naturelle de la notion d'es
pace topologique, au sens de C. KURATOWSKI (1922). En effet si

A = 28 est l'algebre de Boole de toutes les parties d'un ensemble

E alors Cl) - C4) sont les axiomes que KURATOWSKI a introduit pour
définir un espace topologique, et ils sont équivalents aux axiomes
duaux:

I1) I

—_
1]
—

12) Ia = a A Ia
13) I (aADb) =1I(a) A I(b)
14) I 1a-=1Ia

Nous pouvons donc définir une algdbre de Boole topologique comme
un systeme (A,I) ou I vérifie I1) - I4).

Le role qué joue cette notion dans 1'étude du calcul propositionnel
S4 a été mis en évidence dans les travaux de J. C. C. MCKINSEY
(1941) et J.C.C. MCKINSEY et a. TARSKI (1944, 1946), dont les raci-
nes se trouvent, il me semble, dans A. TARSKI (1938).

Un cas tres particulier du calcul S4 c'est le calcul S5, dont 1'é-
tude, au point de vue de 1'algebre, conduit % la définition suivan-
te:

1.2- DEFINITION. Une algébre S4 est une algébre S5 si I-Ia = Ia.

(Voir C. DAVIES, (1951))

() Nous adoptons ici la termihologie de R. SIKORSKI (1949),(1954).
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Rappellons que 1'égalité préceédente est équivalente, d'aprés HAL-
MOS (1955)

I(a V Ib) = Ia V Ib

Cet auteur a donné aux algebres S5 le nom dtalgebres de Boole mona
diques. Dans le cas particulier des espaces topologiques cela re-

vient & dire que tous les ensembles ouverts sont des ensembles fer

mes.

P. Halmos a montré dans ses importants travaux (1954, 1955) que la
notion d'algeébre de Boole monadique peut €tre considérée comme une
version algéhrique de la notion de quantification monadique (I eco-
rrespond au quantificateur'universel et C au quantificateur existen
tiel). I1 a montré, en particulier que:

Les algtbres de Boole monadiques sont semi-simples. P. HALMOS,
(1955, pag. 229).

A
I1 remarque a ce propos:

"The semi-simplicity of the closure algebra of a topological space
appears to depend on which separation axioms the space satisfies"

en posant donc ainsi le probleme de déterminer les algébres 54 qui
sont‘sem1-51mp1es.

Nous nous proposons'de montrer dans cette note que: Lles algébres’
S4 semi-simples sont précisement les algtbres de Boole monadiques.
En particulier pour que 1'algebre de Boole topologique (2E,1), d'un
espace topologique E(¥) soit semi-simple il faut et i1l suffit que
tout ensembre ouvert soit un ensemble fermé. Cette condition peut

d'ailleurs avoir lieu sans que 1'axiome de séparation To soit véri
fié.

Au §2 nous indiquons une démonstration de ce résultat en utilisant,
comme il est naturel, la théorie des homomorphismes.

(*) Dans la définition d'un espace topologique E, on suppose, en

géneral, que E # ¢, donc A = 2F a plus d'un é1ément.
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Pour connaitre les images homomorphes d'une algébre de Boole topo -
logique donnée A il suffit de connaitre les filtres ouverts de A,
c.a.d. les filtres H de A tels que si a € H alors Ia € H. Par une
construction intrinséque, effectué sur A, on obtient alors 1'algé-
bre quotient A/H, qui est une image homomorphe de A.

Au 83 nous indiquons certains résultats sur la théorie des systé-
mes deductifs qui auront un réle i jouer par la suite. Nous in- .
sistons sur 1'étude de la notion de semi-simplicité deductive qui
est caractérisé par la loi de Peirce.

Au §4 nous étudions plusieurs opérations d'implication qu'on péut
considérer dans la théorie des algébres de Boole topologiques:
l'implication stricte de Lewis, l'implication cohtraposable, l'im-
plication faible et L'implication intuitioniste. Nous montrerons
alors que par rapport aux deux dernieres implications la semi-sim-
plicit& deductive de A coincide avec la notion de semi-simplicité
considéré au §2. Ces résultats sont susceptibles d'intéreser un
logicien.

Pour simplifier une démonstration que nous indiquerons plus loin
il est convenable d'établir le résultat suivant: oi a Db=-a v b

1.3. LEMME. Poyr qu'un systéme (A,I) formé par une algébre de
Boole A et une application I de A dans A soit une algébre de Boole
topologique il faut et <1 suffit que les conditions suivantes
soient vérifiées:

B1) I1 =1
B2) IaDa-=1
B3) I(IaDb) D (Ia DIb) =1

Dém. Les conditions sont nécessaires. Rappelons que dans une al-

gébre de Boole nous pouvons afirmer que:

E1) a <b est équivalent 4: a Db = 1
E2) a Ac <b est équivalent a: c <a > b

Cela étant, soit (A,I) une algébre de Boole topologique. Les con-
ditions B1) et B2) sont vérifides. Pour démontrer B3) remarquons
que:
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Ia A I(aDb) =I(a A (aDDb)) = I(a Ab) =Ia A Ib<TIb
d'ol, d'aprés E2) I(a Db) <Ia D> Ib. En remplagant a par Ia nous
aurons I(Ia D b) < Ia D Ib, ce qui est équivalent i B3).

Les conditions sont suffisantes. Supposons que I vérifie B1)-B3)
et remarquons que B2 et B3 peuveht s'écrire sous la forme

'B2) Ia<a ; B3) I(la>b) <IaDIb

Montrons sucessivement que: "

12)  8i a <b alors Ia < Ib. Supposons que a < b; en uti-
, PP

lisant B2) nous aurons Ia <b, c.a.d. Ia Db = 1. En portant

cette condition dans B3) et en utilisant I1) nous aurons Ia D Ib =

=1, c.a.d. Ia <TIb

29) IIa = Ia. En remplagant b par Ia dans B3) ‘nous aurons
Ia < Ila d'autre part par B2) : Ila < Ia, donc IIa = Ia
392) I(a Db) <1Ia>Ib (inégalité de Gddel). De Ia < a on
tire a Db < Ia Db, d'olu par 12) ’
(1) ° I(a>b) <I(Ia>Db)

“De (1) et B3) on déduit 32).

42) I(a Ab) = Ia A Ib. .
De a Ab<aetaAb <b et de 12) on déduit

(1) I(a Ab) <TIaaIb
D'autre paft 32) est équivalente é
(2) Ia A I(aDb) <1Ib
En remplagant dans (i) b bar a A b nous aurons
(3) Ia A I(a>D (anArAb))<I(aArb)
Comme a D (a A b) =;a Dib nous pouvons écrire (3) sous. la forme

4) Ia A I(aD>b) <I(aAb)
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De b <a Db on déduit Ib <I(a>b), d'ol:
(5) Ia A Ib<JanATI(a>d b)
De (4) et (5) on tire :
(6) Ia A Ib'<I(a A b)

et 4°)est une conséquence de (1) et (6). Les conditions B1), B2),
2°) et 4°) montrent que (A,I) est une algtbre de Boole topologique.

Ce résultat peut &tre considéré comme une version algébrique de
1'axiomatisation’du calcul propositionnel S4 obtenue par J.F.F.
NIELAND et E.W.BETH (1961, pag. 68-69).. Nous remercions le Prof.
M.GUILLAUME de nous avoir signalé ce travail. i

2. HOMOMORPHISMES ET SEMI-S!MPLIC[TE.

Une algébre de Boole topologique est une algébre définie par des
€galités. Si A et A' sont des algeébres de cette nature, alors une
application h de A dans A' est un homomorphisme si (SIKORSKI
(1954))

H1) h(x v y) = h(x) v h(y)
H2) h(-x) = -h(x)
H3) h(Ix) = Ih(x)

On pourrait aussi dire avec R. SIKORSKI que h est un homomorphisme
topologique, pour distinguer cette notion de celle d'homomorphisme
booléen h définie par les conditions H1) et H2).

De H1) et H2) on déduit: h(x A y) = h(x) A h(y), h(1) = 1, h(o) =

= o, '

On voit de suite que h(A) est une sous-algébfe de A'., Si h(A) = ..'
on dit que A' est une image homomorphe de A.

2.1- DEFINITION: Si h est un homomorphisme de A sur A', le noyau
de h est L'ensemble H des éléments x € A tels que h(x) = 1€ A'.
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Rappelons que:

2.2- DEFINITION: Une partie H d'une algébre de Boole A est un fil-
tre de A si:

F1) 1 €H
F2) Si a,b € H alors a Ab €H
F3) Si a €H et a <b alors b €H

Si nous posons a Db = -a v b alors on peut démontrer que:

2.3. THEOREME. Pour qu'une partie H d'une algébre de Boole A
soit un filtre il faut et il suffit que:

D1) 1 € H
D2) (Modus ponens) Si a,a Db € H alors b € H.

I1 est bien connu qu'on peut obtenir toutes les images homomorphes
d'une algeébre de Boole A au moyen d'une construction effectué di-
rectement sur A.
Btant donné un filtre H de A, on &crit

azb (mod. H)
si (a>b) A (b Da) eH. .
ia relation binaire = ainsi définie est une relation d'équivalence
compatible avec les opérations booleénnes A , V , -
Nous pouvons donc définir sur 1'ensemble quotient A/= les opéra-
tions A , Vv , - et nous obtenons ainsi une algebre de Boole A'
qu'on appele le quotient de A par H (en notation A' = A/H). I1
est aussi bien connu que toutes les images homomorphes d'une algk-
bre de Boole peuvent &tre obtenues de cette maniére (a un isomor-
phisme prés).

Dans le cas des algebres de Boole topologiques étant donné un fil-
tre H la relation de congruence que mnous venons de définir n'est
pas en général compatible avec 1'opérateur I.

En realité on voit de suite que:

2.4. Si h est un homomorphisme de l'algébre de Boole topologique A
sur l'algébre de méme nature A' alors le noyau H de h est un filtre

tel que
F4) Si a €H alors Ia € H

Un filtre qui verifie F4 sera dit un filtre ouvert. H est propre
st H # A.
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Alors on montre facilement (SIKORSKI (1954)) que si H est un filtre
ouvert la relation = (mod. H) est compatible avec l'opérateur I.
Nous pouvons donc définir sur 1l'ensemble quotient A/= 1'opération

I et nous obtenons ainsi une algébre de Boole topologique A' qu'on
appele 1'algébre quotient de A par H.

On voit d'ailleurs facilement que toutes les images homomorphes
d'une algebre de Boole topologique peuvent €tre obtenues, & un iso
morphisme prés, de la mani®re que nous venons d'indiquer.

Si a € A est un élément ouvert (c.a.d. si Ia = a) alors le filtre
principal engendré par a (c.a.d. l'ensemble F(a) des éléments x
tels que a <x ) est un filtre ouvert, donc 1'algtbre A/F(a) = A'
est une image homomorphe de A.

Remarquons maintenant que

2.5. La famille des filtres ouverts propres de A est inductive

supérieurement.

2.6.DEFINITION: Un filtre owvert H sera dit maximal si H est

maximal dans la famille des filtres ouverts propres.

donc d'aprés 2.5

2.7. Tout filtre ouvert propre est contenu dans un filtre ouvert

maximal.

Ce résultat permet de determiner de suite les algtbres de Boole

topologiques simples.

2.8- DEFINITION: Une algébre de Boole topologique A est simple s<
A contient plus qu'un &lément et si les seules images homomorphes
de A sont 1¢) l'algébre de Boole topologique ayant un seul Elé-

ment et 22) les algébres isomorphes 4 A.

Pour determiner les algebres simples remarquons tout d'abord que

®
2.9. 57 F et G sont des filtres ouverts alors H = F A G )ast le

plus petit filtre ouvert qui contient F et G

Dém. 11 est bien connu, M.STONE (1936) , (1937), que H est le plus
petit filtre qui contient F et G et on voit de suite que H est un

filtre ouvert

(¥) si X et Y sont des parties non vides de A , nous représente-
rons par X A Y 1'ensemble des €l&ments de la forme x A y ou

X €EX et y €Y.



425

2.10. S8i G est un filtre ouvert et a un. élément de A alors le plus
petit filtre ouvert qui contient G et a est égal @ H =G A F(la).

pém. Tout filtre ouvert F qui contient a doit contenir Ia et aussi
F(Ia); si en outre F contient G alors F doit contenir H =

= G A F(Ia) qui d'apres 2.9 est un filtre ouvert et 2.10 est démon-
tré.

2.11. THEOREME . Pour qu'un filtre ouvert propre M soit maximal
i1 faut et il suffit que si a € M alors - Ia €M.

Dém. vour qu'un filtre ouvert propre M sdit maximal il faut et il
suffit que si a € M alors le plus petit filtre ouvert H qui cpn-
tient M et a soit égale a A = F(o).
Mais H =M A F(Ia).
Donc pour que le filtre ouvert propre M soit maximal il faut et il
suffit que pour tout a € M il existe () mEM et (2) n€ F(Ia)
tels que (3) m A n = o.
La condition (1) est équivalente a (1') Im = m' EM et (2) est équi
valente & Ia <n c.a.d. a (2') Ia <In . .
Si M est un filtre ouvert maximal alors de (3) il resulte

. o=Io=1Im A In
en utilisant (1') , (2') nous aurons

(4) m'" A Ia = o0
d'ou m' < - Ia

et , d'aprés (1') nous aurons - la € M.

La réciproque est immédiate.

2.12. THEOREME. Si M est un filtre ouvert maximal de A alors A' =

= A/M est une algébre de Boole topologique telle que si a' € A’

et a' # 1 alors Ia' = o
Dém. Soit M un filtre ouvert maximal et A' = A/M. Soit a' € A'
c.a.d. une classe d'équivalence modulo M: a' = la] ou a e A.

Dire que a' # 1 € A' est équivalent 3 dire que a € M , alors
-Ia € M c.a.d. |-Ia] = 1, donc -I|a] = 1 € A" soit Ilal] = o € A'
ce qu'il fallait démontrer.

Remarquons que 1'algebre A' = A/M a seulement deux éléments ouverts

o et 1 . Montrons maintenant que
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2.13. THEOREME,  Pour qu'une algébre de Boole topologique A soit
simple il faut et il suffit que:

S1) A contient plus d'un élément
S2) Les seuls ouverts de A sont o0 et 1.

JDém. Si A est simple alors S1) est verifiée. Si S2) n'etaif veri-
fiée alors il existirait un élément ouvert a tel que a # o, a # 1.
Le filtre principal F(a) étant ouvert et propre est contenu dans
un filtre ouvert maximal M, donc A/M = A' serait une image homo-
morphe de A et comme A' a seulement deux éléments ouverts (o et 1),
A' ne peut pas Stre isomorphe % A , car A a au moins trois &léments
ouverts o, a, 1 . Cette contradiction montre que les seuls ouverts
de A sont o et 1 .

Réciproquement supposons que 1l'algebre de Boole topologique A véri-
fie S1 et S2. Toute image homomorphe de A est isomorphe & un quo-
tient A/H ol H es* un filtre ouvert de A. Les seuls filtres ouverts
de A étant F(1) = {1} et F(o) = A, alors A/F(1) = A et A/A = {0}
donc A.est simple.

2.14. DEFINITION: Une algébre de Boole topologique A ayant plus
d'un élément sera dite semi-simple si elle est isomorph& & une

sous-algébre d'un produit cartesien d'algébres simples.

2.15. THEOREME. Pour qu'une algébre de Boole topologique ayant plus
d'un élément soit semi-simple il faut et il suffit que A soit-une

algébre de Boole monadique, c.a.d. que (1) I(x v Iy) = Ix v Iy.

Dém. Si A est une algébre simple alors l'égalité (1) est vérifiéde.
En effet dans une algtbre simple Iy ne peut prendre que les valeurs
o et 1 et dans les deux.cas 1'égalité (1) est évidemment vérifiée.
I1 en est de méme dans tout produit cartésien d'algdbres simples

et dans une-sous-algebre d'un tel produit et alors d'apres la défi-
nition 2.15 dans toute algebre semi-simples 1'égalité (1) est vé-
rifide, c.a.d. toute algebre semi-simple est une algébre de Boole
monadique. Comme P. HALMOS a démontré la réciproque la démonstra-
tion est terminée.

REMARQUE: Il est bien conhu que si A est une algebre de Boole topo-
logique, alors la famille 0 des éléments ouverts de A est une alge-
bre de Heyting. Si H est un filtre ouvert de A alors F = I(H) est
un filtre de 0 et 1'on voit de suite que F est une base du filtre H.
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On voit trés facilement que l'application.I est un isomorphisme
entre le réticulé des filtres-ouverts de A et le réticulé des fil-
tres de 0 . Nous avons démontré (A. MONTEIRO (1954, pag.l1l57)) que:
"pour qu'une algébre de Heyting 0 soit semi-simple il faut et il
suffit que 0 soit une algébre de Boole.

Nous pouvons donc affirmer: "Pour qu'une algébre de Boole topologi-
que A soit semi-simple il faut et il suffit que 1l'algébre de
Heyting 0 des éléments ouverts de A soit semi-simples”.

3. LES SYSTEMES DEDUCTIFS.

La théorie des systemes déductifs a été fondé par ALFRED TARSKI

(1930) et developpée par le méme auteur dans ses importants travauX
(1956). '

D'autre part DAVID HILBERT (1923) a mis en évidence 1'importance

du caleul implicatif positif, dont 1'étude au point de vue de 1'al-
gebre a été developpé par L. HENKIN (1950) et A. DIEGO (1965). La
notion de modéle implicatif au sens de Henkin (2 laquelle on peut
donner le nom d'algébre de Hilbert) a une grande importance dans
1'étude du calcul considéré par D. Hilbert. Il existe cependant
d'autres calculs propositionnels, de nature trés variée, et dis-
tincts du calcul implicatif positif ol il est utile de considérer
une situation plus générale, que nous allons indiquer.

Sort (A , ») un systéme formé par un ensemble non vide A et une

‘opération binaire - (nomée opération d'implication) définie sur A.

3.1. DEFINITION: Une partie D de A est un systéme déductif (de A.

si les conditions suivantes sont vérifiées:
D1) x> (y » Xx) € D, quels que soient les Sléments X et y de A.

D2) (x+ (y» 2z)) +» ((x=>y)~» (x> 2z)) €D, quels que soient les
éléments X , Yy , 2 de A.

MP) (Régle de Modus Ponens) Si a , a > b € Dalors b€ D

Un systéme déductif D sera dit propre si D # A.
On voit de suite que

3.2. L'intersection d'une famille quelconque de systémes déductifs
est un systéme déductif. '
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Remarquons que d'apres D1) et D2) un systeme déductif D n'est pas
vide et jue A est un systeme déductif; donc

3.3. La fdmiZZe‘D de tous Ze@lsystémes déductifs de (A, + ) est
un réticulé complet. A

3.4. DEFINITION: Représentons par T® L'ensemble de tous les élé-
ments de A de la forme x + (y + X) ow de la forme ' :
x>y >2)) > ((x~>y)~ (x +.z)). Nous dirons que T® est 1'en-
semble des théses élémentaires de A.‘L'intersection T de tous les
systémes déductifs de A sera appelé 1l'ensemble des théses de A.

Il est clair que T° C T. Le systéme (A, + ) sera dit deductivement
consistant s T # A et dans le cas contraire deductivement incon-

sistant.

EXEMPLE 3.1. Soit A = {0,2,1} et soit >» 1'opération binaire dé-
finie sur A au moyen de la table ci-jointe.Le
systeme (A , >> ) est tel que T® = {2,1} et 1'on
voit de suite que T = A, donc le systéme consi-
déré est deductivemente inconsistant.

Remarquons que 1'opération >+ définie sur A est celle qui a &té
utilisée par J. Lukasiewicz pour définir 1'opération d'implication
dans son calcul trivalent.

EXAMPLE 3.2. Si nous posons Xx » y = X >+ (x >+ y) nous aurons la
table indiquée ci-jointe pour 1l'opération + (appelée implication
faible). Dans ces conditions on voit facilement
que (A, ») est deductivement consistant et que
T = {1} . Les seuls systemes deductifs de (A, =)
sont T et A.

Indiquons maintenant quelques propriétés des systémes déductifs
que nous aurons a utiliser par 1a suite.

3.5. DEFINITION: Si H est une partie de (A, -~ ) nous représente-
rons par D(H) 1'intersection de tous les systémes déductifs que
contiennent H et nous dirons que D(H) est le systéme déductifs en-

gendré par H.

Cette définition n'a pas un caractire constructif et par cette rai-
son il est utile de considérer la définition suivante:

3.6. DEFINITION: Si H = {h],hz,....,h } est une partie finie de

n
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(A, > ) nous éerirons H —~ t ou
h
pour indiquer que
h1 - (hé > (f"(hn > t)...)) ~ T

Nous écrirons @ '+ t pour indiquer que t € T .Finallement si H est

1’h2"'7’hn ~ t

une partie quelconque de A nous écrirons H + t pour indiquer

qu'il existe une partie finie F de H telle que F + t.

On peut démontrer facilement, comme on le fait dans le calcul impli
catif positif, que

3.7. THEOREME. (de la compacité) Pour que t € D(H) Z1 faut et <l
suffit que H + t.

3.8. THEOREME . (de la déduction de Tarski). Si H est un systéme
déductif de A et si a € A alors pour que t € D(H U{a}) <l faut et
21l suffit que a » t € H.

Nous allons maintenant considérer une clase trés spéciale de syste
mes déductifs:

3.9. DEFINITION: Un systéme déductif M sera dit maximal si: 12)
M est un systéme déductif propre; 20) Si D est un systéme déductif
tel que M C D alors ou bien D = M ou bien M = A .

Dans 1l'exemple 3.1. il n'existe aucun systeme déductif maximal et
dans 1'exemple 3.2., T est le seul systeme déductif maximal.

La famille M de tous les systeémes déductifs maximaux de (A, -+ )
peut €tre vide, méme si A est consistant.

EXEMPLE 3.3. Soit A 1l'ensemble des nombres réels r tels que
0<r<1. Si a,b €A posons:

b si a>b

alors on peut vérifier que le systeme (A, > ) a les propriétés
suivantes: 1°2) L'ensemble des thtses de A est T = {1} (voir
McKINSEY et TARSKI (1946, pag. 128, Exemple 2); 22) Il n'existe
aucun systéme déductif maximal de (A, - ).

I1 est trés important au point de vue théorique de savoir que:
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3.10. THEOREME. Pour qu'un systéme déductif M soit maximal il faut
et 11 suffit que : 12) M # A ;22) Si a,b & M alors a ~b €M,

3.11. DEFINITION: L'intersection R(A) de tous les systémes dé-
ductifs maximaux de A sera nomée le radical deductif de A et A
sera dit deductivement semi-simple si 12) A est deductivement con-
sistant ; 2¢) T = R(A).

3.12, DEFINITION: Un élément de la forme p =((a » b) » a) > a

sera dit peircien.
'On peut démontrer les résultats suivants

3.13. THEOREME. R(A) est le systéme déductif engendré par 1l'en-
semble P des éléments peirciens de A , c.a.d. R(A) = D(P).

Finallement

3.14. THEOREME. (de la semi-simplicité). Pour que (A, - ) soit
deductivement semi-simple <l faut et <1 suffit que 12) A soit
consistant ; 2¢) La loi de Peirce est vérifiée c.a.d.

((a +b) ~a) »a €T, quels que soient a,b € A.

Ce théoreme de la semi-simplicité est susceptible de nombreuses
applications, qui montrent 1'intéret de ce résultat.

Si A est consistant il peut arriver que la famille des systemes
déductifs propres ne soit pas inductive supérieurement, comme le

montre 1l'exemple 3.3. Mais on voit de suite que:

3.15. THEOREME.SZ A est consistant et si ¢ € T, alors la famille

des systémes déductifs que ne contiennent pas C est inductive su-
périeurement.

Cette situation nous conduit a la définitioh suivante

3.16. DEFINITION. Si A est consistant et si ¢ € T nous dirons que
le systéme déductif C est 1ié6 & ¢ , si C est un systéme déductif

maximal parmi ceux que ne contiennent pas C.

D'autre part
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3.17. DEFINITION: Un systéme C sera dit compldtement irreductible
st 12) C est un systéme déductif propre, 22) Etant donnée une fa-
mille, non vide, {Di} iel de systémes déductifs telle que

C = ("\ D. 71 existe un indice i € I tel que C = D..
iel i i

On voit facilement que

3.18. THEOREME. Tout systéme déductif propre est L'intersection
de systémes complétement irreductibles.

3.19. THEOREME. Pour qu'un systéme déductif C soit complitement
irreductible il faut et il suffit que C soit lié 4 un élément c.
Remarquons, en passant , que comme une conséquence immediate du
théorgme de la déduction de Tarski, on peut affirmer que

3.20. THEOREME. Pour qu'un systéme déductif D soit 1ié & 1'8lé-
ment C il faut et il suffit que: 12) c & D ; 20) Si x € D alors
x > c € D.

3.21. DEFINITION: Un systéme déductif D sera dit irreductible si:
Ie) D # A ; 20) Si D' et D" sont des systémes déductifs tels que
D =D'ND" alors ou D =DYou D = D",

I1 est clair que tout systéme compldtement irreductible est irre-
ductible, mais la réciproque n'est pas valable.

- On voit facilement que

3.22. THEOREME. Si (A, » ) est consistant alors pour que les no-
tions de systéme déductif irreductible,compldtement irreductible
et maximal soient identiques il faut et il suffit que A soit semi-
-simple.

Les démonstrations de ces résultats seront indiquées dans un autre

travailgl).

(1) En tout cas elles coincident avec celles qui on &t& présentés
dans A.MONTEIRO (1960) , dans le cadre plus restreint des algeébres
de Hilbert.
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L, SEMI-SIMPLICITE DEDUCTIVE DES ALGEBRES DE BOOLE TOPOLOGIQUES.

Nous allons maintenant examiner le probléme de la semi-simplicité
deductive des algebres de Boole topologiques, en cherchant des
opérateurs binaires I définis sur une algebre de Boole topologique
A, qui vérifient les conditions suivantes:

S1) L'ensemble T des théses du systéme (A, 1) est l'ensemble
T = {1} . -
S2) Les filtres ouverts D de l'algébre de Boole topologique A
sont caractérisés par les deux propriétés suivantes:
I11)1 €D
12)(régle de modus ponens pour l'opérateur 1 ) c.a.d.
Si a €EDet a Ib €D alorsb €D
S3) Pour-que le systéme (A, 1 ) soit deductivement semi-simple
il faut et il suffit que A soit une algébre de Boole mona-

dique.

Pour cela nous allons examiner les opérations d'implication sui-
vantes

A) L'impliecation classique O , définie par a Db = -a Vv b

B) L'implication stricte de Lewis +» , définie par
a+ b=1I(a>Db)
C) L'implication faible » , défintie par
a~> b=1IadDb
D) L'implication intuitioniste = , définie par
a= b= I(IaD>Ib)
E) L'implication contraposable faible >+ , définie par

a>b =(a~>b) A (-b > -a)

A) L'IMPLICATION CLASSIQUE. Nous savons que

A1) a. D (bDa) =1

A2) (aD>(>c))2((a>b) > (adc)) =1
A3) 1 D>Da=a

A4) ((a>b) Da) Da-=1

Les conditions .A1), A2), et A3) montrent que l'ensemble des theses
de (A, D) est T = {1} , donc S1) est vérifiée
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Les systemes déductifs de (A, D) sont les filtres de 1'algebre de
‘Boole A, donc S2 n'est pas vérifiée & moins que Ix = x quel que
soit x .

Le systeme (A, D ) étant deductivement semi-simples d'apres A4) et
3.14 , la condition S3.n'est pas vérifie & moins que Ix = x quel
que soit x. ) -

B) L'IMPLICATION STRICTE DE LEWIS . Cherchons tout d'abord a
caractériser les filtres ouverts au moyen de cette opération. Il
est facile de voir que

4.1. THEOREME. Pour qu'une partie D d'une algébre de Boole topo-
logique 8oit un filtre ouvert il faut et il suffit que les condi-
tions suivantes soient vérifiées:

BI1) 1 €D

BI3) (Modus ponens strict) Si a €D et a » b €D
alors b €D,

BI3) SZ a €D qlors Ia €D

Dém. (I) Les conditions sont nécessaires .Supposohs que (1) D

soit un filtre ouvert. Les conditions BI1) et BI3) sont verifiées.
Supposons que (2) a €D et (3) a » b €D. Comme (4) a »b =

= I(a ODb) <a Db alors de (1) (3) et (4) on deduit (5) a Db € D.
De (1) (2) et (5) on tire b € D, donc BI2 est vérifiée.

(II) Les conditions sont suffisantes. Soit D une partie de A qui
-vérifie les conditions BI1 - BI3. Montrons que D est un filtre.
Nous avons tout d'abord:

F1) 1 € D.

Montrons que:

F2) Si a €D et a <b alors b €D
De a <b on déduit a Db = 1, donc (1) a »b = 1 €D et alors de
(1) et (2) a € D, en utilisant BI2), on déduit b € D.

F3) s< a,b € D alors a A b €D

Pour cela remarquons que '

(1) a+» (a Ab) =I(a>D (a b)) =I(a>b) =a=»b

De b € D on déduit par BI3) que: (2) Ib € D. De b <a Db on tire
(3) Ib <I(aDb) =aaub '

De (2),(3) et (F2) il résulte

(4) a »b €D

De (1) et (4) on déduit (5) a » (a A b) € D et comme par hypqthése
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(6) a €D de (6) et (5) il résulte par BI2) a A b € D.
Les conditions F1) - F3) montrent que D est un filtre qui est
ouvert d'apres BI3).

Montrons sur un exemple que la condition BI3) ne peut pas @tre
supprimé.

EXEMPLE 4.1. Soit A 1l'algebre de Boole avec deux atomes a et b
dont le diagramme est indiqué sur la figure. Soit I 1'opérateur
defini sur A de la maniére suivante: Ib = o
1 et Ix = x pour x # b. Alors (A, I ) est une
algebre de Boole,topologiqﬁe. La partie D =
= (b, 1Y vérifie les conditions BI1) et BI2)
sans vérifier BI3).D est un filtre qui n'est
pas ouvert car b € D et Ib = o € D.

Remarquons que si nous posons

xEy)=(x»y)Ar(ys»x)

alors la matrice que nous obtenons en prenant D = {b,1} comme ta-
mille d'éléments designés est une matrice normale au sens de J.C.
McKINSEY (1941) car la condition x& y € D est équivalente a x =
= y.
Ces remarques montrent qu'on ne peut caracteriser les filtres ou-
verts par les conditions BI1) et BI2).
La regle de calcul

B1) x+» (y »x) =1
n'est pas valable (comme on le voit en posant x = b , y = a dans
1'exemple précédent) mais il est bien connu que

B2) (x » (y» 2)) » ((xwy)s» (x»z))=1
(voir G.E. HUGHES and M.J. CRESSWELL ,(1968) , pag.295)
Pour que la condition S1 soit vérifiée il faut et il suffit que
Ix = x comme on le voit facilement

C) L'IMPLICATION FAIBLE . Examinons maintenant 1'implication fai-
ble a+b=C-avVvb=1IadDb.(Voir J. PORTE (1962))
Montrons que

4.2, THEOREME. Pour qu'une partie D d'une algébre de Boole topo-
logique soit un filtre ouvert il faut et il suffit que les condi-

tions suivantes soient verifiées:
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CI1) 1 €D
CI2) (Modus ponens faible) Si a, a b €D alors b €D

Dém. Les conditions sont necéssaires. Soit D un filtre ouvert. La
condition CI1) est vérifiée. Supposons maintenant que

(1) a€DdD ; (2) a >b €D
De (1) on déduit (3) Ia e D. De (2) et (3) on tire
« =Ta A(a +b) = Ia A (-Ia vb) =Ia Ab €D
et comme @ <b alors b €D et CI2) est vérifide.

Les conditions sont suffisantes. Soit D une partie de A qui veri-
fie CI1) et CI2). ‘

Montrons que F2) 5Z a €D et a <b alors b €D

En effet soit (1) a € b et (2) a <b. Comme (3) Ia <a

de (2) et (3) on tire (4) Ia <b c.a.d. (5) a -b = 1. De (),
(5) et CI1) on déduit en utilisant CI2): b € D.

F3) S a,b €D qlors a A b €D

Remarquons que (1) a » (a Ab) =a b >b

De (2) b €D, (1) et F2) on déduit (3) a ~(a Ab) €ED et en te-
nant compte de (4) a € D on peut affirmer par (4),(3) et CI2) que
a Ab €D.

F4) 52 a €D qlors Ia € D.

Supposons que (1) a € D. Remarquons que (2) a - Ia = 1. Alors de
(1),(2),CI1) et CI2) on tire Ia € D; CI1),F2),F3),F4) montrent que
D est un filtre ouvert et la démonstration est terminée.

Montrons maintenant que

4.3. THEOREME. 57 (A,I) est une algébre de Boole topologique alor
L'opération d'implication faible a »b = Ia Db g les propriétés
suivantes:

Cl) a > (b »a) =1

€C2) (a > (d>c)) » ((a~+Db) »(a~c) =1

C3) 1 > a = a (Modus ponens faible)

Dém. On voit de suite que C1) et C3) sont vérifiées. Pour démon-
trer C2) rappellons que: dans toute algébre de Boole, nous avons
(1) a> (M >c) =(a>db) D (a dc)

IZ) Si a<balors bo>c<adc

Alors

@ =a~>(b~+c)=1Ia>d(Ib>dc) = (Ia>dIb) D (Ia Dc)
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D'un autre coté

B=(a +b) +(a »c) = I(Ia2b) > (Ia>c)

Mais d'aprés 1'inégalite de Gddel nous avons

I(lIa Db) <Ia D1Ib

d'ou 1'on déduit en utilisant (2)

(3) @= (Ia >Ib) D (Ia Dc) <I(Ia Db) > (Ia > c)
et comme (4) Ia < a; de (3) et (4) on tire

I« DB =1c.a.d. a >4 =1

ce qu'il fallait démontrer.

Nous allons maintenant démontrer que les proprietés C1),C2),C3)
de 1'implication faible caractérisent les algebres de Boole topo-
logiques; plus précisement:

4.4. THEOREME. Soit (A,I) une systéme formé par une algébre de
Boole A et une application 1 de A dans A, alors pour que l'opé-
ration binaire

a~>b=1Iadb
vérifie les égalités C1) C2) et C3) il faut et <l suffit que le
systéme (A,I) soit une algébre de Boole topologique.

Dpém. Dans le théoreme précédent nous avons démontré que les con-
ditions sont suffisantes.

Supposons maintenant que + verifie les conditions c1),c2),C3).
En remplagant dans C3) a par I1 nous aurons I1 > I1 c.a.d:

B1) 1 = I1

La condition C2) est équivalente a:

€2) I(Ia>d (Ib>c))D (I(Ia>b)>d (Iadc))

En remplagant dans C2) a et b par 1 et en utilisant B1) nous au-
rons:

B2) Ic> c =1

En remplagant dans C2) c par Ib nous aurons:

B3) I(Ia > b) D (Ia D Ib)

Nous avons démontré au §1 que les conditions B1),B2),B3) caracté_
risent les algébres de Boole topologiques (A,I) et le théoreme
est démontré.

REMARQUE. Comme 1'égalité C1) n'a pas &té utilisée dans la démons-
tration précddente nous pouvons affirmer plus généralement que B1),
B2),B3) sont démontrables a partir de C2) et C3), donc les alge-
bres de Boole topologiques peuvent &tre définies par les égalités
C2) et C3)
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Les-théorémes 4.2 et 4.3 montrent que le systéme (A, - ) vérifie
les conditions S1) et S2) et alors d'apres le théoreme 3.14 pour
que (A, > ) soit déductivement semi-simples il faut et il suffit
que A ait plus d'un élément et que

((a>b) »a) ~a-=1.
Pour démontrer que la condition S3) est vérifiée nous avons a dé
montrer le résultat suivant

4.5. THEOREME. . 52 A est une algébre de Boole tcopologique pour que
l'implication faible vérifie 1l'égalité

(P) ((a +b) »a) »a=1
il faut et il suffit que A soit une algébre de Boole monadique.
Dém. La condition est suffisante. Soit A une algdbre de Boole
monadique alors )
(a+b) a=1I(ladb) Da=-I(-Iavb)va==cC(IaA-b)vas=
C(Cla A -b) V a = (CIa AC-b) Va= (IaAC-b) Vas=
(Ia va) A(avC-b) =aa(avC-b)=a
et comme a > a = 1 nous aurons : ((a - b) » a) »a =1

1}

La condition est nécessaire. Supposons que - vérifie la condition
(P), c.a.d.:

(P) I(I(IaDb) Da)Dda

[
-

soit

I(-I(-Ia vV b) v a) <
En remplagant a par Ia et b par o dans cette relation nous
aurons

o

.

I1(CIa Vv Ia) < Ia
et comme Ia < CIla , nous pouvons écrire
(I) 1ICIa < Ia
Cette condition a &té considéré par PARRY (1939). Les algebres de
Boole topologiques que vérifient (I) sont des algdébres de Boole
monadiques. Ce résultat a été démontré par DUMMETT et LEMMON
(1959, pag.251), par SOBOCINKI (1964, pag.74) et par FEYS (1965,
pag.130-131).
Démontrons ce résultat. Comme Ia < CIa nous aurons aussi
(II) 1Ia < ICla
Par (I) et (II) nous pouvons écrire:

(1) ICIla = Ia
ce qui est &quivalent a
(2) CIiCa = Ca

I1 est bien connu que Fra = Ca A C-a est un élément fermé, donc
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par (2) nous aarons

(3) FrCa = CIFrCa = CI(Ca A C-Ca) = C(ICa A IC-Ca)
D'un autre cOté par (2)

IC-Ca = -C-C-Ca = -CiCa = -Ca

et alors

(4) ICa A Ic-Ca = ICa A -Ca = o
De (3) et (4) on tire FrCa =0, c.a.d. Ca A C-Ca = o
soit

(5) Ca < -C-Ca = ICa ‘
et comme (6) ICa <Ca, alors de (5) et (6) on déduit
Ca = ICa et cela montre que tous les éléments fermés sont .ouverts
et A est une algébre de Boole monadique.
. M.Guillaume nous a.indiqué(*) une démostration plus simple qui a
d'ailleurs une portée plus générale. Supposons que f soit un &1é-
ment fermé, c.a.d. I-f = -f, alors I{f D If) = f D If.
Posons dans (P) a = f DIf et b = £, alors (P) s'écrit sous 1la
forme:

T(I((f DIf) Df) D (£ DIf) D (£ D If)

[}
—_

Soit
I(If D(f DIf)) D (f DIf) = I1 D (f DIf) = £ D If =1
donc f < If et comme If < f nous aurons If = f et tous les élé-

ments fermés sont ouverts.

D) L'IMPLICATION INTUITIONISTE.

Cherchons tout d'abord a caractériser les filtres ouverts au mo-

yen de 1l'implication intuitioniste, en démontrant que

4.6. THEOREME. Pour qu'une partie D d'une algébre de Boole topo-
logique A soit un filtre ouvert il faut et il suffit que les con-

ditions suivantes soient vérifides:
DI1) 1 €D

DI2) S a,a = b €D alors b € D (modus ponens intuitio-

niste).

Dém. Les conditions sont nécessaire. Soit D un filtre ouvert, a-
lors DI1) est vérifiée. Pour démontrer DI2) supposons que

(1) ae€D, (2) a=>Db€ED
De. (1) on déduit (3) Ia € D. Comme g = b <Ia DIb et D es un fil-
tre nous pouvons afirmer que (4) Ia D Ib €D ,
De (3) et (4) on tire Ib € D.Mais Ib < b et par conséquent b € D,

ce qu'il fallait démontrer.

(*) Pendant notre s&jour a C ermont Ferrand (Nov-Décembre 1969).
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Les conditions sont suffisantes. Supposons que D est une partie de
A vérifiant les conditions DI1) et DI2). Montrons que

F2) SZ a € D et a <b alors b €D. De a <b on tire Ia <Ib c.a.d.
Ia DIb =1d'oda=>b=1¢et comme a € D par DI2) nous pouvons
affirmer que b € D.

F3) SZ a,b € D alors a A b € D. Remarquons que

(1) a=(aAb)=1I(ladI(aAb)) =1I(la>d (Ia A Ib))
= I((Ia 2 Ia) A (Ia DIb) = I(1 > (Ia D Ib)) = I(Ia DIb) =a =b.
D'un autre coté Ib < Ia D Ib, donc Ib < I(Ia D Ib), d'ol Ia D Ib =
=1 <1Ib D I(Ia D Ib) et alors

Ib D I(la D 1Ib) = 1

d'od I(Ib D II(Ia D Ib))

1, c.a.d.
(2) b=>(a=b) =1

De b €D et (2) on déduit, par DI1) et DI2), que (3) a =b €D
et en tenant compté de (1) nous aurons a = (a A b) €D et comme
a€Dalors aAb €D.

Les conditions D1), F2) et F3) montrent que D est un filtre.

F4) SZ a € D alors Ia € D . C'est une conséquence de la formule
a = Ia = 1; nous pouvons affirmer que D est un filtre ouvert et le
théoréme est démontré.

Mortrons maintenant que

4.7. THEOREME. SZ (A, I) est une algébre de Boole topologique alors
L'opération d'implication intuitioniste a = b a les propriétes sui-
vantes:

D1) a= (b =>a) =1
D2) (a= (b=c)) = ((a=b)=(a=c)) =1
D3) 1 = a = Ia

Dém. La conditions D1) vient d'&tre démontrée. D3) est aussi vala-
ble. I1 nous reste a démontrer D2).
Pour cela posons
A=a=(b=c)=1I(Ia>I(Ib>DIc))
B=(a=Db)=(a=c)=1I(I(Ia>Ib) D I(Ta D Ic))
De Ix < x on déduit:
(1) I(Ia > 1Ib) <Ia D Ib
(2) A<Ia>I(IbDIc)
(3) I(Ib D 1Ic) <1Ib D Ic
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De (3) il résulte

(4) Ia > I(Ib D Ic) <Ia D (Ib D Ic)
De (2) et (4) on tire

(5) A <TIa D> (Ib D Ic)
En tenant compte de (1) nous aurons

(Ia D Ib) D I(Ia D Ic) <I(Ia D Ib) D I(Ia D Ic)
d'ol
(6) I((Ia DIb) DI(Ia DIc)) <B
De (5) on déduit
A =TIa<I(Ia>(Ib>Ic)) =1I((Ia >Ib) D (Ia D Ic)<
< I(Ia D Ib) D I(Ia D Ic)
d'ou ) .
(7) A <I(I(Ia D Iby D I(Ia D Ic)).
De (7) et (6) on tire A <B et comme IA = A, IB = B nous aurons
A=B=1I(IADIB) =I(ADB) =1I1=1 et D2 est démontré.

Considérons maintenant le systéme (A, = ).
La condition S1 est vérifiée. D'aprés le théoréme 4.7 1l'ensemble
T® des théses élémentaires est identique 4 1'ensemble {1} . Pour

montrer que T = {1} , il suffit de montrer que "$Z 1 =>a = 1 a-

lors a = 1" ce qui est une conséquence immediate de D3 (Th.4.7).

La condition S2 est vérifide , d'aprés le théor&me 4.6.
Montrons maintenant que la condition S3 est valable , c.a.d. que:

4.8. THEOREME. Pour que le systéme (A, = ) soit deductivement
semi-simples il faut et il suffit que (A, = ) soit une algébre de

Boole monadique.

Dém. La sémi-simplicité deductive de (A, = ) est equivalente &
((a=b) >a) =a=1

cette condition est &quivalente a chacune des conditions suivantes:
I(I((a=Db) = a) =1Ia) =1
I((a =b) =a) =1Ia =1
I(I((a =b) =a) DIa) =1
I((a=Db) =a) Dla=1
I(I(a =b) D Ia) <Ia

(1) I(I(Ia D> Ib) D Ia) < Ia
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D'autre part nous avons toujours
(2) Pa < I(Ia DIb) DlIa
ce qui est d'ailleurs équivalent a
(3) Ia <I(I(Ia D> 1Ib) D Ia)
De (1) et (3) on tire
(P') Ia = I(I(Ia D Ib) D ia)
et nous pouvons affirmer que (1) est équivalente a (P').

Supposons que (A, I) soit une algébre de Boole monadique, alors
I(Ia D Ib) = I(-Ia v Ib) = I-Ia V Ib -Ia v Ib = Ia D> Ib
donc

(4) I(Ia D Ib) DIa = (Ia DIb) DIa = Ia
et cette é&galité montre que (P') est vérifiée.
Supposons que (P') est vérifiée; en posant b = o dans cette formu
le nous aurons

Ia = I(I-Ia D Ia)

Ia = I(CIa Vv Ia)
c.a.d

Ia = ICIla

donc d'aprés le théoréme 4.5 A est une algébre de Boole monadique.

E) L'IMPLICATION CONTRAPOSABLE FAIBLE

Examinons maintenant 1'implication contraposable faible>+ définie
par
a>>b = (a >b) A(-b »-a) = (C-a vb) A (Cb Vv -a) =

-a Vb v (C-a A Cb).

Montrons que

4.9. THEOREME .Pour qu'une partie D dTune algébre de Boole topo-
logique soit un filtre ouvert il faut et il suffit que les con-

ditions suivantes soient vérifiées:
E1) 1 €D

E2) 8% a,a>>b €D aqlors b € D.(Modus ponens contraposa-
ble faible)

Dém. Les conditions sont nécessairec.Soit D un filtre ouvert . El)
est vérifiée. Supposons que

(1) ae€eD et (2) a>»b €D

De (2) et a>+ b <a »b on déduit
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(3) a>b=-Iavb €D
De (1) il resulte (4) Ia €D d'ou par (3)
(5) Ia A (a +b) =Ia Ab ed
D &tant un filtre, de (5) on tire b € D et E2) est vérifiée.
Les conditions sont suffisantes.
Soit D une partie de A vérifiant les conditions E1) et E2).
Nous allons montrer que D vérifie aussi la condition
CI2) (Modus ponens faible) Si a,a b € D alors b € D.
On vérifie facilement 1'égalité
) (1) a~+b=a> (a>Db)
Alors de (2) a €D et (3) a >b €D on tire en utilisant (1) et E2).
(4) a >b €D
et de (1) et (4) on déduit b €D

Nous avons montré (Th.4.2.) qu'une partie D de A qui vérifie les
conditions E1) et CI2) est une filtre ouvert et le théoreme se
trouve demontré.
Remarquons maintenant que >+ vérifie 1'égalité

» E1) x >» (y >»x) =1
Pour voir que 1'égalité

(x >> (y > z)) >> ((x >> y) > (x >> z)) =1
n'est pas verifiée il suffit de poser dans 1'exemple 4.1 x =y =
=betz=o0

En résumé nous pouvons affirmer que parmi les cinq opérations d'im-
plications que nous avons examiné&, seuls les opérations d'implica-
tions faible et intuitioniste vérifient les conditions S1),S2) et
§3).

5. COMPARAISON AVEC LES ALGEBRES DE HILBERT.
Rappelons la définition suivante introduite par L.HENKIN (1950)

5.1. DEFINITION: Soit (A,1, » ) un systéme fgormé par un ensemble
non vide A, un élément 1 € A et une opération binaire -~ définie
sur A telle que: . _
AXIOME H1) x + (y + x) = 1, quels que soient les élé-
ments X et y de A.
AXIOME H2) (x » (y » z)) » ((x »y) » (x » z)) =1
quels que soient X,y,z de A.

AXIOME H3) x » 1 ='1, quel que soit X € A.
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AXIOME H4) S2 x >y = 1 ety > x = 1 alors x =y,

Nous dirons que A est un modéle implicatif ou une algébre de
Hilbert.

Mlle.Luisa Iturrioz a démontré que 1'axiome H3) est une conséquen-
ce de H1) et H4) et de les axiomes H1),H2) et H4) sont indépen-
dants. ) V
Clest dans '1'&tude du calcul propositionnel implicatif positif que
L.HENKIN (1950) a 6té conduit a introduire cette notion, au moyen

d'une construction a laquelle on peut donner une portée plus géné-

rale.

5.2. DEFINITION: Soit (A, + ) un systéme formé par un ensemble non
vide A et une opération > binaire définie sur A. Soit D un systéme
deductif de A (d’aprés la Définition . 3.1). Alors si nous posons ,
avee L.Henkin, a = b (Mod.D) pour indiquer que a » b € D et

b + a € D, la relation binaire = ainsi définie est une relation
d'équivalence compatible avec l'operation - .

Dans ces conditions on peut nontrer, en suivant les raisonements
2 in()
meme de Henkin que:

5.3. THEOREME DE HENKIN. ' L'’algébre quotient A/= est une algébre
de Hilbert. )

Cette remarque est utile dans 1'étude des algebres de Hilbert, car
elle permet d'afirmer tout de suite que le quotient d'une algebre
de Kilbert A par un systeme deductif D de (A, > ) est aussi une al
gebre de Hilbert.

Considérons une algtbre de Boole topologique A. Nous avons vu que

les opérations d'implication faible - et d'implication intuitionis
te = sont utiles dans 1'étude de ces algebres, car elles permetent
définir les noyaux des images homomorphes de A en utilisant de mo-

dus ponens faible et intuitioniste. Remarquons que ces deux impli-
cations vérifient les axiomes H1),H2) et

L'axiome de Modus ponmens. Si 1+ x = 1 alors x = 1
(Respectivement si 1= x = x alors x = 1)

Mais 1'axiome H4) n'est pas vérifiée,

(*) Cette remarque a &té réproduite dans A.DIEGO (1965,pag.4) ,
(1966,pag.4).



444

En effet on voit de suite que

A) Pour que a *b =1etb > a
Ia = Ib.

1 il faut et il suffit que

B) Pouf que- a =b
Ia = Ib.

1etb =a 1 il faut et il suffit que

Dans .une algébre de Boole topologique ‘on peut avoir Ia = Ib, avec
a # b: '

Etant donné un filtre ouvert D d'une algébre de Boole topologique
A pour obtenir le quotient A/D on doit définir la rélation de
congruence au moyen des deux conditions

a> beD et bdoaehd

Ces reharques monfrent que la considération des algébres de
Hilbert restreint‘inutilemént les applications de la théorie des.
systémes deductifs telle que nous l'avons developpée au § 3 ..Cela
avait deja été remarqué dans A. MONTEIRO (1962 et 1963) . Pour
montrer que cette généralisation est vraiment utile, et qu'il ne
sagit pas d'une simple remarque, il suffit de dire qu'il existent
de nombreux calculs propositionnels distincts auquels on peut ap-
pliquer les résultats indiqués au §3 et qui ont &té objet d'une
exposition d'ensemble dans notre conférence au IV Congrés des
Mathématiciens d'Expression Latine (Bucharest,Septembre de 1969).

Les résultats indiqués dans cette note on &te obtenus & Bucharest
(Octobre de 1969) quand 1'auteur jouissait d'une bourse du "Con-
sejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Técnicas de la
Argentina " et on été exposés en partie dans une conférence a
1'Université de Cluj.
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