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1. INTRODUCCION. El -problema de la existencia de subespacios in­
variantes para operadores en un espacio de Banach, en su forma más 

general, se plantea en los siguientes términos: 

"Sea X un espacio de Banach sobre el cuerpo ([ de los números com­
plejos, sea X(X) el álgebra de todos los operadores de X y sea A 
una subálgebra transitiva; es decir, no existe ningún subespacio 
M((O) ~ M ~ X) que sea invariante bajo todos los operadores de A. 

¿Se puede deducir de aquí que A = X(X), o existen subálgebras tran­
sitivas propiamente contenidas en X(X) ? 

Si la respuesta a la anterior cuesti6n es negativa, ¿qué condi­

ciones adicionales sobre A implican que A X(X)? 

NOTA. Aquí, y en todo 10 que sigue, X es un espacio de Banach so­

bre ([ de dimensi6n mayor que uno; áZgebra significa subáZgebra 

fuertemente aerrada de X(X), que aontiene aZ operador identidad I; 
operador y subespaaio deben entenderse como apZiaaaión ZineaZ y 

aontinua (de X en X) y variedad ZineaZ aerrada, respectivamente. 

A la fecha s6lo se conocen respuestas parciales para la segunda 

cuesti6n, pero no hay contraejemplos para la primera. La litera­
tura sobre el tema es amplia y el lector interesado encontrará a­

bundante material en los artículos del volumen 20, número 10 
(Abril/1971) de "Indiana University Mathematics Journal", y en los 
artículos allí citados. 

Entre otras respuestas parciales, se tiene la siguiente (ver [6, 
teor.(2.4.6)] y [1,§1]). 

TEOREMA 1. Sea A un áZgebra transitiva que satisfaae Za aondiaión 

(más fuerte que "transitividad"): 

(1) No existe ninguna variedad ZineaZ de X que sea in­

variante bajo A, exaepto Zas triviaZes (O) y X. 
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Entonces A ! (X) • 

Ahora bien, si A es transitiva y M # (O) es una variedad lineal 
invariante bajo A, entonces M = clausura (M) es un subespacio in­
variante. Dado que A es transitiva, M = X Y tenemos así que la con­
dici6n (1) puede ser reemplazada por 

(1 ') No existe ninguna variedad lineal densa invariante 

bajo A y distinta de X. 

El principal resultado de esta nota (lema 1, más abajo) dice que 
ciertas hip6tesis algebraicas sobre un álgebra S implican (1'), y 
de este resultado se deduce una interesante generalizaci6n del 

teor. 1. 

La definici6n de "multiplicidad de un operador" dada en [7] sugiere 

la siguiente: si R es un subconjunto de X y A es un álgebra, indi­

caremos con A(R) a la variedad lineal generada por 
{Ax: A E A, x E R}. 

DEFINIeION. M(A) multiplicidad estricta de A = 
= inf. {cardinal (R): A(R) = X}. 

2. EL RESULTADO PRINCIPAL. 

TEOREMA 2. Sea A un álgebra transitiva, y supongamos que A ~ S, 
donde S es cualquier subálgebra de !(X) tal que M(S) <~. 
Entonces A = !(X). 

NOTA. Este teorema generaliza en varios sentidos un resultado de 
Alan Lambert([S, teor.4.5]), a quien estamos sumamente agrade­

cidos por haber llamado nuestra atenci6n sobre las "álgebras es­
trictamente cíclicas" (M(A) = 1, en nuestra notaci6n). 

De acuerdo a las observaciones hechas en la primera secci6n, para 

demostrar el teor.2 basta probar que la única variedad lineal den­
sa e invariante bajo A es X; pero esto se deduce en forma inmedia­

ta del siguiente resultado: 

LEMA 1. Sea S e !(X) un áZgebra taZ que, para cierto subconjunto 

finito {x1' ... ,xn} de X, satisface 

(2) X, 
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y sea M una vapiedad ZineaZ densa e invapiante bajo S . 

Entonces M = X. 

Demostpación: Sea S[n]= {(Bl, ... ,B): B. E S, 1 ~j ~n}. 
n J 

S[n] es una álgebra de Banach con unidad E = (1, ... ,1) Y norma 

II(B , ... ,B )1I[n] = máx. {IIB j ll: 1 ~ j ~ 11} (las operaciones se de-

finen, obviamente, "coordenada a coordenada"). 
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo: 

S[ n] S x 

.)nacs/ 
donde S(B l , ... ,Bn) = Blx l + ••• + Bnxn es una aplicación lineal, 

continua y (de acuerdo a (2)) sobpe; 1T es la proyección canónica 

sobre el cociente (S[n]es un módulo a izquierda sobre S y núc S 

núcleo de S, es un submódulo cerrado a izquierda de S[n]) y 

5 es la aplicación cociente, que satisface S = 5 o 1T. Está claro 

que (ver, p.ej., [3, pág.57]) si consideramos S[n]/núc S con la 

"norma cociente", entonces 5 es un isomorfismo de espacios de 
Banach y 1T es una aplicación abierta. Así, si y E X Y IIx l - yll < 

- -1 -1 < 11 Sil, podemos encontrar operadores Al"" ,An en S tales que 

y Alx l + '" + Anxn' y 

máx.{III - Al lI;IIAj ll, j =2,3, ... ,n} <115- 111/115- 1 11 = 1 

(aquí estamos utilizando en forma explícita el hecho de que 

xl = S(I,O, ... ,O)). Entonces 

L (1 - A )k 
k=O 1 

pertenece a S e 

-1 -1 '-1 
y' = Al Y = xl + Al A2x 2 + ••• + Al Anxn' 

Dado que la variedad' lineal M es densa e invariante baj o S, el 

razonamiento anterior nos permite encontrar vectores Yl" "'YnE M 

tales que 

Yj = A1jX l + ••• + A(j_l)jXj _l + x j + A(j+l)jXj +l + ••• + Anjxn 
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donde los operadores A .. E B satisfacen la desigualdad 
1J 

n' 

L 
i,j=l;Hj 

IIA .. II < (2n!)-2n! 
1J 

Por 10 tanto, para j = 2,3, ... ,n, -1 (I-A1j ) EB e 

y! 
J 

-1 
O + (I - A1j ) (A2j - A1jA21)x2 + 

-1 
+ (1 - Al.) (A. - A1 ·A l)x 

J nJ J n n 

pertenece a M. 

+ x. + 
J 

Por inducci6n se demuestra que xh E M Y mediante una repetici6n 

formal del mismo argumento,que x1, ... ,xn E M. De aquí y (2) se 
deduce que M = X. 

q. e. d. 

3. ALGEBRAS DE MULTIPLICIDAD ESTRICTA FINITA. 

DEFINICION. Se diae que una apliaaaión lineaZ T:D(T) --+ X (donde 

D(T) = dominio de T es una variedad ZineaZ de XI aonmuta aon un 

subaonjunto W e !(X) si. para todo L E W y para todo x E D(T). 
vaZe que 

LD(T) e D(T) TLx = LTx. 

PROPOSICION 2. Sea B aomo en eZ Zema 1 y sea Tuna apZiaaaión Zi­

neaZ densamente definida que aonmuta aon B. 
Entonaes: 

i) D(T) X Y TE !(X). 

ii) Si eZ rango de T es denso. entonaes ran T = X. 

iii)Si T no es invertibZe. ni aero. entonaes aZ menos uno de 

Zas subespaaios 

(3) M = núc T N claus. (ran T) 

es no triviaL 
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Demostraaión: Observemos que D(T), núc T y ran T, así como sus re~ 

pectivas clausuras, son variedades lineales invariantes bajo S.Por 
10 tanto, ii) y la primera parte de i) son corolarios inmediatos 
del l.ema 1 . , en particular, tenemos que X1""'Xn E D (T) . 

Sean R .. , i,j = 1 , ••• , n , operadores de S tales que 
l.J 

Tx. = RljX l + ... + R .X j = 1 , ••• , n. 
J nJ n 

Si Y = Alx l + ••• + Anxn (Al" .. ,An E S) es un elemento cualquiera 

de D(T) X, entonces 

(4) Ty T(Alx l + ... + Anxn) = Al TX l + . .. + A Tx n n 

n n' 
O: AkRlk} xl + ••• + O: AkRnk} x 

k=l k=l n 

Sea z E X un elemento tal que lIy - zll < E • Utilizando los mismos 
argumentos que en la demostraaión del l.ema 1, podemos encontrar 

operadores Bl , ... ,Bn E S tales que 

y 
1, ... ,n. 

De aquí, y (4), se sigue que 

11 Ty - T zll .;;; E 11 S -1 n O: n 11 R .. 11 }{ { 11 x .II} , 
i,j=l l.J j=l J 

de donde, finalmente, obtenemos que T es continua, es decir, 
TE! (X) • 

iii) Observemos que T # O implica que N # (O) Y M # X. Ahora bien, 
si N = X , entonces (por l.ema 1) ran T = X Y T es sobre; si, ade­
más, M = (O) , 'entonces T es también 1-1 y por 10 tanto invertible, 

10 cual contradice nuestra hipótesis. Por 10 tant,o, o bien 
M # (O), o bien N # X. 

q.e .d. 

En [21 Y [81 se ha introducido la siguiente 

DEFINIeION. Un subespaaio M e X se diae ul.trainvariante para 

T E !(X) si LM e M , para todo L E !(X) que aonmuta aon T. 

Observemos que, para todo z E ([ , T Y (T -zI) tienen los mismos 
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subespacios u1trainvariantes y, para todo T E !(X), los subespa­

cios M y N de (3) son ultrainvariantes para T (ver [2;4, § S]). 

Entonces, de la prop.2,iii) obt~nemos 

COROLARIO 3. Si T E !(X) no es un múZtiplo de I y conmuta con al­

gún álgebra B tal que p(B) < ~. entonces T tiene un subespaaio 

ultrainvariante no trivial. 

Demostración: Se.a z E a: cualquier elemento del espectro de T. En­

tonces (T - zI) es no invertib1e, distinto de cero y conmuta con 

B. El resultado se sigue de la prop.2,iii) y de las observaciones 

anteriores. 

q.e.d. 

4. ALGEBRAS DE CODIMENSION FINITA. 

Otro corolario elemental del teorema 1 es .e1 siguiente 

TEOREMA 3. Si el espacio de Bánach X tiene dimensión infinita. 

entonaes toda subálgebra propia !(X) de !(X) tiene aodimensión 

infinita en !(X). 

Demostraaión: Sea A una subá1gebra de t(X) tal que 

(4) dim !(X)/A = n < ~ 

y sea M ~ {O} un subespacio invariante de A. 

Es evidente, por (4), que la codimensi6n de cualquier variedad 

lineal invariante bajo A debe ser menor o igual que n. Por 10 tan· 

to peA) ~ n + 1 Y dim X/M ~ n. Por consiguiente, M admite un 

subespacio complementario R (dim R ~ n) y todo operador T en X = 

= M lB R puede escribirse como la matriz 

T 

donde T11 :M -+ M , T12 :R -+ M , T21 :M -+ R Y T22 :R -+ R son 

aplicaciones lineales y continuas. 

Ahora bien, la invariancia de M implica que T21 = 0, para todo 

T E A Por otra parte, si R contiene un vector Xo ~ O, a cada 
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funcional lineal y continua f sobre M le podemos hacer correspon­
der la aplicaci6n lineal y continua T(f):M -+ R definida por 
T(f)x = f(x)xo ; así, si M* es el dual topo16gico de M, se tiene 
que 

t(X) ~ A • ¡ 
T (f) o 

o o 

y por 10 tanto 

dim l(X)/A ~ dim M* = ~ , 

contradiciendo nuestra hip6tesis. En consecuencia, A debe ser un 
álgebra transitiva; dado que, además, A tiene multiplicidad es­

tricta finita, se deduce del teorema 1 que A = l(X). 

q.e.d. 

NOTA. Después de haber completado este trabajo, el autor recibi6 
el artículo mimeografiado "Strictly cyclic operator algebras", de 
Mary R. Embry. En dicho artículo, la autora demuestra los mismos 
resultados aquí incluídos (excepto el ~ema 1 y el teorema 3) par­
tiendo de la hip6tesis ligeramente más restrictiva peS) 1, en 
lugar de peS) < ~ , y una línea de razonamiento similar a la uti­
lizada en [5], raz6n por la cual sus demostraciones son esencial­
mente distintas a las dadas en el presente trabajo. 
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