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Dedicado a la memoria de mis viejos.

1. INTRODUCCION. EI .problema de la existencia de subespacios in-
variantes para operadores en un espacio de Banach, en su forma mis
general, se plantea en los siguientes términos:

"Sea X un espacio de Banach sobre el cuerpo € de los nlmeros com-
plejos, sea £(X) el dlgebra de todos los operadores de X y sea A
una subdlgebra transitiva; es decir, no existe ningfn subespacio‘
M((0) # M # X) que sea invariante bajo todos los operadores de A.

(Se puede deducir de aqui que A = L(X), o existen subdlgebras tran-
sitivas propiamente contenidas en LX) 7.

S8i la respuesta a la anterior cuestién es negativa, ;qué condi-
ciones adicionales sobre A implican que A = L(X) ?.

NOTA. Aqui, y en todo 1lo que sigue, X es un espacio de Banach so-
bre € de dimensién mayor que uno; dlgebra significa subdlgebra
fuertemente cerrada de L(X), que contiene gl operador identidad 1;
operador y subespacio deben entenderse como aplicacidn lineal y
continua (de X en X) y variedad lineal cerrada, respectivamente.

A la fecha s6lo se conocen respuestas parciales para la segunda
cCuestidén, pero no hay contraejemplos para la priméra. La litera-
tura sobre el tema es amplia y el lector interesado encontrard a-
bundante material en los articulos del volumen 20, ndmero 10
(Abril/1971) de "Indiana University Mathematics Journal", y en los
articulos alli citados.

Entre otras respuestas parciales, se tiene la siguiente (ver [6,
teor.(2.4.6)1 y [1,81]).

TEOREMA 1. Sea A un dlgebra transitiva que satisface la condiecidn
(mds fuerte que "transitividad"):
(1) Wo existe ninguna variedad lineal de X que sea in-

vartante bajo A, excepto las triviales (0) y X.
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Entonces A = L£L(X).

Ahora bien, si A es transitiva y M # (0) es una variedad lineal
invariante bajo A, entonces M = clausura (M) es un subespacio in-
variante. Dado que A es transitiva, M = X y tenemos asi que la con-
dicidén (1) puede ser reemplazada por

(1') No existe ninguna variedad lineal densa invariante
bajo A y distinta de X.

El principal resultado de esta nota (lema 1, mids abajo) dice que
ciertas hipbtesis algebraicas sobre un &dlgebra B implican (1'), y
de este resultado se deduce una interesante generalizacién del
teor. 1.

La definicién de '"multiplicidad de un operador' dada en [7] sugiere
la siguiente: si R es un subconjunto de X y A es un &dlgebra, indi-
caremos con A(R) a la variedad lineal generada por

{Ax: A € A, x € R},

DEFINICION. & (A)

multiplicidad estricta de A =
inf. {eardinal (R): A(R) = X}.

2. EL RESULTADO PRINCIPAL.

TEOREMA 2. Sea A un dlgebra transitiva, y supongamos que A D B,
donde B es cualquier subdlgebra de £(X) tal que B(B) < oo,
Entonces A = L(X).

NOTA. Este teorema generaliza en varios sentidos un resultado de
Alan Lambert ([ 5, teor.4.5]), a quien estamos sumamente agrade-
cidos por haber llamado nuestra atencidén sobre las '"dlgebras es-
trictamente ciclicas" (M(A) = 1, en nuestra notacién).

De acuerdo a las observaciones hechas en la primera seccidn, para
demostrar el teor.2 basta probar que la Unica variedad lineal den-
sa e invariante bajo A es X; pero esto se deduce en forma inmedia-
ta del siguiente resultado:

LEMA 1. Sea B C £(X) un dlgebra tal que, para cierto subconjunto
finito {xl,...,xn} de X, satisface

(2) B({xy,..5x 1) = X,
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y sea M una variedad lineal densa e invariante bajo B .

Entonces M = X.

Demostracidn: Sea Bl - ((By,...,B): B, € B, 1<j <nl,
B[n]

es una dlgebra de Banach con unidad E = (I,...,I) y norma
B ,...,B )H[n] = méx. {HBjH: 1 < j <n} (las operaciones se de-

finen, obviamente, 'coordenada a coordenada").
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

gl o] & X
T
S
B[n]/nﬁc S

donde S(Bl,...,Bn) = lel ol ann es una aplicacidén lineal,
continua y (de acuerdo a (2)) sobre; ™ es la proyeccién canénica
sobre el cociente (B[“]es un médulo a izquierda sobre B y nlc S =
= nlicleo de S, es un submddulo cerrado a izquierda de B[n]) y

§ es la aplicacién cociente, que satisface S = § o m. Estd claro

que (ver, p.ej., [3, pdg.57]) si consideramos B[n]/nﬁc S con la
'norma cociente', entonces S es un isomorfismo de espacios de
Banach y 7 es una aplicacidn abierta. Asi, si y e X y le1 -yl <

<IIs ‘1H—1, podemos encontrar operadores Al,...,A en B tales que
y = Alx1 oo, F Anxn, y

max. (0T - AJlHAN, 5 =2,3,...,0) <I5 “H/AS TH o=
(aqui estamos utilizando en forma explicita el hecho de que

X, = s(1,0,...,0) ). Entonces

-1

-1
A" =0T - (I -ADIT =] (I-A4A)

pertenece a B e
y' = AIly =X, + AzlAzx2
Dado que la variedad lineal M es densa e invariante bajo B, el

w0+ ATIA x .
1 "n'n

razonamiento anterior nos permite encontrar vectores Yisees¥ € M

tales que

+ A

y. = A, .x, + ... + xj + A(j+1)jxj+l + e njxn

+
i T M AG-15%5-1
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donde los opera.doresti__i € B satisfacen la desigualdad

n’ -2 '
A, I < (2n1)”°""
i,j=l3i#3

Por lo tanto, para j = 2,3,...,n, (I - Alj)_1 €EB e

= - -1 _ - R -1 )

...+ (I - A + X, +

-1 A ,
13 AGons T Mgt DX T

- A )x

i) Aarns 7 AshGenn Xy T

-1
A T A - A AL X

pertenece a M.

Por induccién se demuestra que x, € M y mediante una repeticién

h
formal del mismo argumento,que Xise0e,X € M. De aqui y (2) se

deduce que M = X.

q.e.d.

3. ALGEBRAS DE MULTIPLICIDAD ESTRICTA FINITA.

DEFINICION. Se dice que una aplicacidn lineal T:D(T) — X (donde
D(T) = dominio de T es una variedad lineal de X) conmuta con un
subconjunto W C £(X) si, para todo L € W y para todo x € D(T),
vale que

LD(T) € D(T) ~, TLx = LTx.

PROPOSICION 2. Sea B como en el lema 1 y sea T una aplicacidn li-
neal densamente definida que conmuta con B.
Entonces:

i) D(T) =X y T e L£L(X).
ii) 87 el rango de T es denso, entonces ran T = X.

iii)Si T no es imvertible, ni cero, entonces al menos uno de
los. subespacios

(3) M=nGcT , N=claus.(ran T)

es no trivial.
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Demostracidén: Observemos que D(T), nGc T y ran T, asfi como sus res
pectivas clausuras, son variedades lineales invariantes bajo B.Por
lo tanto, ii) y la primera parte de i) son corolarios inmediatos

del lema 1; en particular, tenemos qQue X;,...,X € D(T).
Sean Rij s i,j = 1,...,n , operadores de B tales que
ij = lexl + ... 0t anxn s J = 1,...,n,

Siy = Alx1 + ...+ Anxn (Al""’An € B) es un elemento cualquiera
de D(T) = X, entonces
(4) Ty = T(Alx1 ... * Anxn) = AITX1 + L.+ AnTxn =

I I

= { AR .} x, +...+% { AR .} x
BT e VR | kel K omk

Sea z € X un elemento tal que lly - zl < ¢ ., Utilizando los mismos
argumentos que en la demostracidén del lema 1, podemos encontrar
operadores Bl”"’Bn € B tales que

z = lel + ...+ ann,

lA, - B <e 5 M , 5 =1,...,n.
J J
De aqui, y (4), se sigue que

n n
ITy - Tzl < e 15 ~hi¢y IR 3]
j

Ix.y ,
i,j=1 J

=1

de donde, finalmente, obtenemos que T es continua, es decir,
TelLX).

iii) Observemos que T # 0 implica que N # (0) y M # X. Ahora bien,
si N = X, entonces (por lema 1) ran T = X y T es sobre; si, ade-
mds, M = (0) , ‘entonces T es también 1-1 y por lo tanto invertible,
lo cual contradice nuestra hip6tesis. Por lo tanto, o bien

M # (0), o bien N # X.

q.e.d.

En [2] y [8] se ha introducido la siguiente

DEFINICION. Un subespacio M C X se dice ultrainvariante para
TeL(X) s2 LM C M, para todo L € £(X) que conmuta con T.

Observemos que, para todo z € L , Ty (T - zI) tienen los mismos
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subespacios ultrainvariantes y, para todo T € £(X), los subespa-
cios M y N de (3) son ultréihvariantes para T (ver [2;4, § 5D).
Entonces, de la prop.2,iii) obt¥nemos

COROLARIO 3. S T € £(X) no es un miltiplo de 1 y conmuta con al-
gin dlgebra B tal que p(B) < o, entonces T tiene un subespacio
ultrainvariante no trivial.

Demostracidn: Sea z € € cualquier elemento del espectro de T. En-
tonces (T - zI) es no invertible, distinto de cero y conmuta con
B. E1l resultado se sigue de la prop.2,iii) y de las observaciones
anteriores.

q.e.d.

L, ALGEBRAS DE CODIMENSION FINITA.
Otro corolario elemental del teorema 1 es el siguiente

TEOREMA 3. Si el espacio de Banach X tiene dimensidn infinita,
entonces toda subdlgebra propia L(X) de £ (X) tiene codimensidn
infinita en L£(X). :

Demostracién: Sea A una subdlgebra de L(X) tal que
(4) dim £(X)/A = n <o .
y sea M # {0} un subespacio invariante de A.

Es evidente, por (4), que la codimensidn de cualquier variedad
lineal invariante bajo A debe ser menor o igual que n. Por lo tan:
to p(A) <n + 1 y dim X/M < n. Por consiguiente, M admite un
subespacio complementario R (dim R < n) y todo operador T en X =
=M ® R puede escribirse como la matriz

T T

11 12

T T

21 22

donde T, :M — M, T12:R — M, TZI:M —+‘R y T22:R — R son
aplicaciones lineales Yy continuas.
Ahora bien, la invariancia de M implica que Ty = 0, para todo

Te A . Por otra parte, si R contiene un vector X, #0, a cada
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funcional lineal y continua f sobre M le podemos hacer correspon-
der la aplicacién lineal y continua T(f):M — R definida por
T(f)x = f(x)xo ; asi, si M* es el dual topolégico de M, se tiene
que

0 0
LX) >Ae ; £ e M*

T(£) 0 ,

y por lo tanto
dim £(X)/A = dim M* = o |,

contradiciendo nuestra hipStesis. En consecuencia, A debe ser un
dlgebra transitiva; dado que, ademds, A tiene multiplicidad es-

tricta finita, se deduce del teorema I que A = £(X),

q.e.d.

NOTA. Después de haber completado este trabajo, el autor recibié
el articulo mimeografiado "Strictly cyclic operator algebras", de
Mary R. Embry. En dicho articulo, la autora demuestra los mismos
resultados aqui incluidos (excepto el Zlemg 1 y el teorema 3) par-
tiendo de la hipétesis ligeramente mds restrictiva u(B) = 1, en
lugar de u(B) < o , y una linea de razonamiento similar a la uti-
lizada en [5], razén por la cual sus demostraciones son esencial-
mente distintas a las dadas en el presente trabajo.
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