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SOBRE UNA TEORIA DE PROBABILIDAD FUNCIONAL

Por Osvaldo Borghi

SUMARIO. Sobre la base de la idea introducida por Zadeh en [8] de
los conjuntos difusos, es nuestro objetivo en este trabajo cons-
truir los fundamentos o bases de una teoria de probabilidad defi-
nida sobre estructuras convenientes, formadas por conjuntos di-
fusos y que llamaremos o-4lgebras difusas (o-reticulados pseudo-
complementados). Esta teoria debe coincidir, en el caso de con-
juntos habituales, con la teoria de probabilidad conocida.

Se comienza con la definicién de la probabilidad funcional sobre
los elementos de un dlgebra difusa y se obtiene una serie de pro-
piedades para ella.

Establecido luego el concepto del "espacio de probabilidad funcio-
nal", se procede a su completacién y se demuestra la unicidad de
la misma.

Se concluye con el "Teorema de Extensidn" que afirma la posibili-
dad de prolongar de manera Gnica cualquier probabilidad funcional
definida sobre un dlgebra difusa dada, a otra nueva probabilidad
funcional que esté definida a lo largo de la oc-dlgebra difusa ge-
nerada por el dlgebra difusa de partida.

1. Sea X un conjunto arbitrario de puntos x que nos sirve de
"base'" para "extraer" de &l, o definir, sobre &1, los conjuntos
difusos segln Zadeh [8].

Si consideramos un "conjunto difuso'" A queremos decir con eso que
existe una funcidn

£f,: X —— [0,1] m

A
con la propiedad de que para cada punto X € X define su '"grado de
pertenencia f (x)" al conjunto difuso A. Obsérvese bien que de
esta manera tod0s los puntos x del conjunto basico X "pertenecen'
en mayor o menor grado al conjunto difuso A, definido analitica-
mente por (1). Asi que no es erréneo identificar directamente

el "conjunto difuso A" con su funcién de pertenencia fA, tenien-
do asi a nuestra disposicién dos lenguajes: el uno mis geométrico



91

y visual (pero menos adecuado por las caracteristicas de los difu-
sos), y el otro bien abstracto analitico, pero que refleja inequi-
vocamente las propiedades que deducimos (y vinculamos) con nuestro
concepto del "conjunto difuso'" creado por primera vez por Zadeh [ 8]

Definimos luego las operaciones difusistas de unidn (U), inter-
seceidén (N) y pseudo-complementacidén (C) por las relaciones (defi-
nitorias) siguientes. Sean A y B dos difusos con sus respectivas
funciones de pertenencia fA y fB' Entonces

Unidn: A U B por la exigencia fAUB = méx [fA,fB] (2)
Interseccién: A N B por £, p = min [fA,fB] (3)
Pseudo-complementacidén: CA por fCA =1 - fA €))

Mis generalmente, si (Ai) es una familia arbitraria de conjun-

i€l
tos difusos definimos la unidn y la interseccidén de dicha familia
por las expresiones:

qu. = sup fA. (2a) ; an' = inf fA. (3a)
1t I i 1 i I i

Una clase B de conjuntos difusos recibe el nombre de "o-dlgebra
‘difusa" si es cerrada para la unién numerable y la pseudo-comple-
mentacidén. Si es cerrada para uniones finitas y pseudo-complemen-
tacidén se la denomina "dlgebra difusa'.

Decimos que el difuso A estd contenido en otro difuso B si

fA(x) < fB(x) vx €X, y lo escribiremos A C B. (5)
Mencionamos ademds las relaciones

C(UA,) = N CA, y C(NA,) = UCA, (6)
I 1 I 1 I 1 1 1

que facilmente pueden ser verificadas para un I arbitrario.

2. DEFINICION Y §ROP|EDADES DE PROBABILIDAD FUNCIONAL.

a) DEFINICION.Llamaremos probabilidad funecional a toda aplicacidn
sobre el dlgebra difusa B

P: B— [0,1] tal que :

D1) PX) =1
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Dz) P es fuertemente aditiva, es decir, para todo par B1,B2 € B

se cumple P(B1U Bz) + P(B1 N BZ) = P(B1) + P(BZ)

DS) Para todo B € B: P(B) + P(CB) = 1

D4) Dadas dos sucesiones en B, tales que

A

AjCA,C...CA C... y B/ DB,D...DB D... y

: An o) 2 Bk , entonces 1lim 1 P(An) > 1im { P(Bk)

COROLARIOS DE D4.
a) Si Bn { B (en B), entonces P(Bn) ! P(B) con n - *, donde

Bn ! B indica convergencia puntual Jecreciente.

b) Si Bn *+ B (en B), entonces P(Bn) t P(B) con n - o, donde

Bn t B indica convergencia puntual creciente.
c) Si A O B, entonces P(A) = P(B).

PROPIEDADES DE P.

a) P(¢) =0

b) Si B1,B2 € B luego P(BZ-B1) = P(BZ) - P(B1).

c) P es aditiva, es decir: Si B1 N B2 = @ entonces

P(B, UB,) = P(B)) + P(BZ);

d) Para todo B € B se cumple que P(B U CB) + P(B n CB)

1]
_

e) Si Bn ! B (en B), entonces P(Bn - B) {\ P(B - B) conn = o,

donde Bn - B Bn N CB. Tamb;én

d
Bn | ¢ implica P(Bn) V0 Bn t X implica P(Bn) L T

B * B (en B) implica P(B - B) ¢ P(B - B).

f) Para toda familia numerable (Ai,iEI) en B, tal que

UA, €8, se tiene P(UA;) < Y P(A)).
I 1 ! I 1

g) Sean (Am, m=> 1)t y (Bn, n = 1)t en B tal que E A, C : B >

>

entonces 1lim P(Am) < 1lim * P(Bn).
m n

Su demostracidn es sencilla.
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h) P es o-aditiva. Su demostracidn es la conocida en teoria de me-
dida.

i) Ejemplo de una probabilidad funcional.
Sea (X,A,p) un espacio de probabilidad en el sentido habitual,

y sea A = {f:X > [0,1] tal que f sea. A-medible}.

-

Si ponemos P(f) = J f dp, entonces P es un ejemplo de una pro-
X .

babilidad funcional sobre la o-4lgebra difusa A.

3. ESPACIOS DE PROBABILIDAD FUNCIONAL.

a. DEFINICION. Es todo conjunto ordinario X en donde se ha distin-
guido una o-dlgebra difusa A en [0,1]X = PD(X) y se ha definido
una probabilidad funcional P sobre ella.

Lo notaremos: (X,A,P).

b. PROPOSICION. Para toda sucesion (An, n=1) en A, se cumple
P(1lim inf A < 1imninf P(A) < 1imnsup P(A) < P(limnsup An).

Demostracidén. Es formalmente igual a la habitual en teoria de me-
dida.

L. COMPLETACION DE UN ESPACIO0 DE PROBABILIDAD FUNCIONAL.
Sea (X,A,P) un espacio de prdbabilidad funcional arbitrario.

a. DEFINICION. Un conjunto difuso N C X se dice P-despreciable et
existe A € A tal que N C Ay P(A) = 0.

b. COROLARIOS DE LA DEFINICION.
i) 52 NC M y M es P-despreciable, entonces N es P-despreciable.
ii) S7 P(A) = 0, entonces A es P—despreciable.
iii) Sea (Ni’i € I) una familia numerable de conjuntos difusos

P-despreciables. Entonces U Ni es P-despreciable.
I
iv) Toda interseccidn numerable de conjuntos difusos que tenga,

al menos, un intersecando P-despreciable, es P—despreciable.
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c. DEFINICION. Un espacio de probabilidad funcional se dice comple-
to si todo conjunto difuso P-despreciable del espacio es elemento

de su o-dlgebra difusa A.
Definamos, a continuacidén, la clase

(1) A = {ACX:3A,A, €A tal que A/ICACA,) y P(A) = P(A)}.

d. LEMA. A es una o-dlgebra difusa que contiene A.

Demostracion. Sea A € A. Entonces, por definicidn, existen A1 € A,
A2 € A tal que A1C A C A2 y P(Al) = P(AZ)' Esto implica que

CA1 D CAD CA; y 1 - P(Al) =1 - P(Az), es decir existen

CA CA2 € A tal que CAZC CA C CAl y P(CAz) = P(CAl), esto es

1!
CA € A.
Sean A,B € A. Luego existen Al’Az’Bl’Bz € A tal que

AJCAC A2; B1C B C B2 y P(Al) = P(Az) 5 P(Bl) = P(Bz).

Por ello A1U B1C AUBC A2U B2 4 Alﬁ B1C ANBC Azﬁ B2

y P(AIU Bl) P(Al) + P(Bl) - P(Alﬂ Bl) > P(Az) + P(Bz) -

- P(Azn Bz) P(AZU Bz)’ esto es P(Alu Bl) = P(AZU B2), lo que

implica que A U B € A.

Andlogamente, A N B € A.

De lo anterior se deduce que A es un 4dlgebra difusa. Ademds, que
A C A es trivial.

Nos falta ver que A es una clase mondtona difusa.

Sea (An, n = 1) creciente en A. Entonces, para cada n existen

1
n

2 1 2 1, _ 2
Al, A2 € A tal que A,C A CAlYyP(A) = P(A)).

Pero, para todo n: U Ai CUA. CcuU Ai lo que implica
i<n i<n i<n

P(‘U Ai) = P( U Ag), para cada n.
i<n i<n

Tomando 1fmite: 1im t P( U AL) = 1im t P( U AD)
n i<n n i<n .
es decir P( U Ai) =P(uU Ai), lo que significa U Ane .
n n n

La demostracién es similar para (An, n > 1) decreciente en A.

e. DEFINICION. Sea la siguiente aplicacidn P: A —— [0,1] tal
que P(A) = P(Al).
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Veamos previamente que P estd bien definida.

Sea A = B en K, entonces existen Al’Az’Bl’Bz € A tal que
AICACA, ; B,CBCB, ; P(Al) = P(Az) ; P(By) = P(Bz).
Dado que Alc A =BC BZ’ por.ello P(Al) < P(Bz) = P(Bl).

Como Blc B=AC A2, se obtiene P(Bl) < P(Az) = P(Al), es decir,
P(Al) = P(B)).

f. LEMA. P es una probabilidad funcional sobre A, la cual es ex-
tensidn de P.

Demostracidn. Es trivial que P = P (sobre A).

Veamos ahora los axiomas de la definicién de probabilidad funcional.

D) P(X) = P(X) =1

DZ) Sean A,B € A. Por definicién existen Al’Az’Bl’Bz € A tal que
A|CACA, ; BJcBCB, ; P(A)) = P(A)) ; P(B;) = P(B,).

Pero P(A U B) = P(AUB)) P(ANB) = P(ANB)) ;

P(A) = P(A)) P(B) = P(By).

Por eso P(A U B) + P(A N B) P(A) + P(B).

D3) Sea A € A, arbitrario.

Luego P(A) = P(A,) y P(CA) = P(CA,). Entonces. P(A) + P(CA) = 1.

D4) Sean (An, n=>1)7*%t; (B, k=1){ ; UADDN B, (en A).
n

3
k no

N

Por definicidén, para todo n, existen Ai,A € A, tal que

n

1 2 1, _ 2, _ 3
ACACAS y P(A) = P(A)) = P(A)

n
ara todo k, existen Bl B2 € A, tal que Blc B, C B2 y
1Y ’ k’°k ’ q k k k
p(Bl) = P(8%) = P(B,)
k k k-
Por otra parte P( U Al) =P(uU Ai) = F( U An) 3
n n n n
P( N Bi) =P(nB) =P(nB.
k k k
Pero Alcu Al c A caA? implica paly = pcualy y
n i n n n . i

i<n i<n
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2 2 1 . . 2y _ 2
Bk onN Bi D Bk o) Bk implica P(Bk) = P( N Bi)

i<k i<k

Entonces 1im 4 P( U AY) = P( U Al) 5 1im 4 P( n B®) = P( n BY)
. i n . i k
n i<n n n i<k k

e 1, _ 1, _ 3 s =
es decir 1lim 1 P(An) =P(uU An) = P( : An) = 1im t P(An)

n n

k).

y 1im 4 P(B2) = P( N B2) = F( N B = lin | P(B
k . k k k

pero NBlcnNBCUACUA® y 1im 4 P(nBY) <1imt P( U AZ);
k k n n . i . i
k k n n k i<k n i<n

esto es, 1im P(Bi) < 1im * P(Ai) ; es decir
k n

1im 4 F(Bk) < 1im t P(A.).
k n n

g. DEFINICION. El espacto (X,K,F) es un espacio de probabilidad
funcional completado de (X,A,P), pues todo conjunto difuso P-des-
preciable es elemento de A, y un difuso es P-despreciable st y so-

lo si es P-despreciable.

h. TEOREMA. P es la #énica probabilidad funcional sobre K, la cual
es extensidén de la probabilidad funeional P.

Demostracidn. Sea P otra probabilidad funcional sobre A tal que,

para todo A € A tenga el valor f(A) = P(A).
Sea, ahora, B € A arbitrario. En consecuencia existen Bl,B2 €A

tal que BjC B C B, P(B,) = P(B,) = P(B).
Entonces ?(Bl) < F(B) < F(BZ); esto es P(Bl) < F(B) < P(Bz),

lo que en definitiva da f(B) = ﬁ(B).

5. PROBABILIDAD FUNCIONAL EXTERIOR E INTERIOR.
Sea (X,A,P) un espacio de probabilidad funcional arbitrario.

a.DEFINICION. Llamaremos probabilidad funcional exterior a la
aplicacidn P*: PL(X) — [0,1]

A ——— inf P(B)
ACBeA
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Andlogamente, la probabilidad funecional interior es
P,: PD(X) — [0,1]

A —— sup P(B)
ADBe A

NOTA. P, y P* no son, en general, probabilidades funcionales.

b. PROPIEDADES.
1) Para todo B € A se cumple que P,(B) = P*(B) = P(B).
2) Para todo A € PD(X) vale que P, (A) < P*(A).
3) Para todo A € PD(X) se tiene P, (A) = 1 - P*(CA).
4) Para todo A € PD(X) se cumple que P*¥(A) = 1 - P,(CA).
c. LEMA. En las definiciones de Py y P* los extremos son alcan-

zados.

Demostracién. Veamos el caso de P,. Para P* se procede en forma
andloga. ‘
Sea D e PD(X), arbitrario. Entonces, para todo n = 1, existe

An € A tal que A €Dy Py(D) > P(An) > P,(D) - 1/n.
Sea A = U An € A; A c D. Dado que, para todo n > 1, vale que
n

AD An, entonces P(A) = P(Ah) > P,(D) - 1/n para cada n = 1.

Por ello P(A) = P, (D). Por la definicién de P, se tiene
P(A) < P, (D)

En consecuencia existe A € A; ACD y P(A) = P, (D).

d. NOTA. P* es sub-c-aditiva, es decir, si (D;, i € I) C P (X),

con I numerable, entonces P*( U Di) <] P*(Di)
’ I I

Demostracidn. Se aplica Lema c) y sub-aditividad de P.

e. LEMA. Si'D = {D C X: P,(D) = P*(D)} entonces D = A.

Demostracidén. Sea D € K, entonces existen Al,A2 € A tal que
A, CDCA, y P(A]) =P(A,).

Pero A1 C D implica que P(Al) S P,(D) yDC A, implica que
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P(AZ) > P*(D), es decir, P*(D) < P(AZ) = P(Al) < P, (D).

Por eso P*(D) = P,(D).
Inversamente, sea D € D. Por lema c) existe Al c D, en A, tal que
P(Al) = P, (D) y existe A2 O D, en A, tal que P(Az) = P*(D), es de-

cir, D € A.

>|
[

f. COROLARIO. {D C X: P*¥(D) + P*(CD)

1]
Y
—

]

1}.

{D C X: P*(D) + P, (CD)

Demostracidbn. Trivial.

g. COROLARIO. P, = P* = P (sobre A).

Demostracidn. Trivial.

h. PROPOSICION. Las probabilidades funcionales exterior e inte-
rior definidas a partir del espacio (X,A,P) coinciden, respec-

tivamente, con las definidas a partir del espacio (X,K,F).

Demostracidén. Tomemos el caso de la probabilidad funcional exte-
terior. Tenemos que demostrar que para todo D C X, difuso, se
cumple P*(D) = P*(D).
Como se tiene A C A, entonces
{P(A): D CAEA}C{P(A'): D CA' € A}.
Luego P*(D) = P*(D).
Inversamente, por lema c) existe A'D D; A'€ K, tal que
P*(D) = P(A').
Pero A'E A implican que existen A',Aé € A tal que AiC A'C Aé y
P(A}) = P(A}) = P(A").
Entonces P*(D) = P(Aé) con Aé oD, Aée A.
Es decir P*(D) < P(A;) = P*(D).

6. TEOREMA DE EXTENSION DE UNA PROBABILIDAD FUNCIONAL.

El objetivo de este pardgrafo es demostrar un teorema de extensidn
de una probabilidad funcional P definida sobre un dlgebra difusa
B, a la o-4dlgebra difusa A generada por ella.

Sea, como antes, un conjunto ordinario cualquiera X. Sea dada un
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dlgebra difusa B de PD(X) y sobre ésta tengamos definida una

probabilidad funcional P,

a. LEMA. La clase de todas las uniones de familias numerables en
B es idéntica a la clase de todas las uniones de sucesiones cre-

eientes en B,

Demostracidn., Trivial.

b. DEFINICION. Sea la clase G = {
n=1

57 G = z B donde B.€ByB CB ., (n=1,2,...)

Bn: Bn €B, n=1,2,...Y DO B.

nCs

definimos w(G) = 1lim P(Bn)

n->«
Esta estd bien definida, en virtud de 2-g. Ademds cumple que, para
todo B € B, n(B) = P(B).

c. PROPOSICION. Las principales propiedades de la clase G y de la
aplicacidn ™ son las siguientes:

1) s GI’GZ € G, entonces G1U G2 € G ; Glﬂ 62 €EG vy
7 (G,V G2) + w(Gln G2) = w(Gl) + w(Gz).
2) 8% G1 C GZ’ en G, entonces w(Gl) < W(Gz).

3) Sea (Gn, n 2 1) una sucesidn creciente en G tal que

1im ¢ Gn = G. Entonces G € 6 y m(G) = 1im ?t n(Gn).
n n

4) G es la minima clase de PD(X) que contiene a B y que es cerra-

da para la interseccidn finita y la unidn numerable.

Demostracidén. 1) Sean G,,G, € G. Entonces existen sucesiones cre-
cientes (An, n=1)y (B,, n 2 1) en B tal que

Gy =YA ¥y Gy=YBy
n n

Luego, G1 U 62 = : (AnU Bn) €EG vy Gln 62 = : (Ann Bn) € G.

Por otra parte, para cada n, se cumple:

P(A) + P(B) = P(AUB) +P(ANB).

Pasando al limite, con n > » se obtiene la relacién buscada.

2) si G, C G,, entonces : A C :'Bn. Pero, por 2-g
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1im * P(An) < 1lim ?t P(Bn).
n n

3) Sea GnT G, con Gn € G para todo n. Veamos que G € G.

Como Gn € G, entonces existe una sucesién creciente (Am . > 1)
’
en B tal que U A = G_, para cada n.
n MR n
] < nm: = U
Pero, para todo m y para todo n <m: A  CD, n<mAm’n cG, ()

Luego, Gn cVu Dm Cc G, para todo n. Es decir, G = U Dm y Dm € B,
m m

"lo que nos dice que G € G.
Por otra parte, en (4): para todo m y para todo n < m vale que

P(Am,n) < P(Dm) < W(Gm).

Esto es, para todo n

1lim P(Am,n) < lim P(Dm) < lim W(Gm),

m m m

es decir, para cada n: w(Gn) < 1im P(Dm) < 1lim W(Gm)
m m
y finalmente, 1lim ﬂ(Gm) = 7 (G).
m

4) Sea G' la minima clase que contiene a B, bajo las condiciones
enunciadas. N
Por eso B C G' CG.
Pero G = U An € G implica que, para todo n, An € B. De lo que se

n

deduce que U A =G € G'.
n

d. LEMA. 87 G y CG € G, entonces m(G) + w(CG) = 1.
Demostracidn. Sea G = U An. Luego CG = N CAn.
n n

Pero CG € G implica que CG = U Bn creciente. Esto es, U Bn =N CAn.
n n n

Lo que significa, para todo n, que: B, CUB =n CAn C CAn ,
n n

es decir, P(Bn) < P(CAn) para todo n. Pasando al limite,

1im P(Bn) <1 - 1lim P(An). Lo que da 7 (CG) <1 - m(G). Dado que
n n

UB_ DN CA, por D) 7(CG) = lrilm P(B) > 1im P(CA) = 1 - n(G)
n n

y, en sintesis: w7 (G) + wm(CG) = 1.
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e; DEFINICION. Introduzcamos,ahora,la siguiente aplicacidn:
Tk PD(X) — [0,1]

D ———— inf =(G)
DCG € G

£. PROPOSICION. La funcidn m* goza de las siguientes propiedades:
1) #*(G) = n(G) para todo G € G, 0 < 7*(D) <1 para todo D C X.
2) Para todo Dl,D2 € PD(X):

T*(D, U D,) + #*(Dy N D,) <7*(D;) + w*(Dz).
3) si D, c D,, en PD(X), entonces W*(Dl) < ﬂ*(Dz).

4) Sea una sucesidn creciente (Dn, n=1) en PD(X) tal que

1im * Dn = D, entonces 1lim * ﬂ*(Dn) = w*(D).
n n

Demostracién. Es formalmente similar a la que figura en la refe-
rencia [ 6]. '

g. LEMA. Para todo D € PD(X) se verifica que m*(D) + w*(CD) = 1.

Demostracidén. Sea D arbitrario. Entonces, por definicién:

7*(D) = inf =7 (G) y 7% (CD) = inf 7 (G')
DCGEG CpCG'E6

Dado ¢ > 0, existen G DD y G' D CD D CG tal que
7*(D) + 7*(CD) = n(G) + w(G') - 2¢ (*)

Pero m(G) + m(G') = 1. Puesto que si G = U A y G' = g B,

entonces (G = N CA CCDC G' =UB_ |
n

n

Luego, por D4): 1 - a(G) = 1im P(CAn) < lim P(Bn)
n n
esto es, 1 <w(G) + n(G').

Finalmente, en (*): w*(D) + #*(CD) > 1.

A continuacidén construyamos la clase

D =1{D € PD(X): 7*(D) + #*(CD) = 1}
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h. LEMA. D es una o-dlgebra difusa.

Demostracién. Dado que 7% = m = P (éobre B) entonces ¢ y X € D.
Sea D € D. Entonces n*(CD) + #*(CCD) = 1, es decir CD € D.

Sea (Dn, n > 1) una sucesién creéiente en D.

Por ello, para cada n: n*(Dn) + ﬂ*(CDn) = 1.

Luego, lim w*(Dn) + 1lim w*(CDn) =a*( U Dn) + 1im w*(CDn) =1,
n n n n

De aqui: lim ﬂ*(CDn) =1 -m%( U Dn) <7*(C U Dn) =7a%( N CDn).

n n n

Dado que CDn on CDn, por ello se cumple que
n

w*(CDn) =a*( N CDn), para todo n.
n

De aqui, se deduce que: 1lim ﬂ*(CDn) =7a*( N CDn), es decir
n n

1im w*(ch) = a%( N CDn) lo que implica que U Dn eD.
n n n

Para toda sucesidn (Dn, n > 1) decreciente en D la demostracidn

es andloga.

Es nuestro propdsito ahora demostrar que la clase D es cerrada

para unién e interseccidn finitas.

Sean D,,D, € D. Dado que
1r*(D1 v DZ) + * C(D1 U Dz) =1y 7r*(D1 N Dz) + 1r*C(D1 N Dz) > 1
entonces 7*(D, U D)) + 7*C(D; U D,) + m*(D, N D,) + 7*C(D;N D,)> 2.
Por otra parte,
a%(D, U D)) + 7¥(D) N D,) < w*(Dy) + 7*(Dy)
y n*C(D, U D,) + 7*C(D; N D,) < m*(CD,) + m*(CD,) .
De aqui se obtiene que:
1r*(D1 U D2) + 1r*(D1 n D2) + w*C(D1 U D2) + 7r*C(D1 N D2) <
< 7*(D;) + 7*(CD;) + m*(D,) + w*(CD,) = 2.

De todo lo cual resulta:

1r*(D1 U DZ) + 1r*C(D1 U Dz) + 1r*(D1 N D2) + 1r*C(D1 n Dz) = 2
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es decir, D, v D2 e y D1 N D2 € D.

Por todo ello, D es un dlgebra difusa mondtona, ‘lo que significa
que D es una o-4dlgebra difusa.

i. COROLARIO. D D B y D D A, donde A es la o-dlgebra difusa gene-
rada por B. '

Demostracién. Es inmediata.

j. LEMA. S NCD e Dy n*(D) = 0, entonces N € D.

Demostracidén. Es trivial.

k. LEMA. 7% ¢s fuertemente aditiva sobre D.
Demostracidén. Sean Dl,D2 € D, arbitrarios. Anteriormente
obtuvimos que:

* * * * =
g (D1 V) DZ) + 7 C(D1 U D2) + T (D1 n D2) + (D1 N D2)
= * * * *

T (Dl) + T (CDl) + T (DZ) + T (CDZ).

Ademds, siempre se cumple que:

* *
1r*(D1 U D2) + 1r*(D1 N D2) < 7 (Dl) + T (D2)
*
y 1r*C(D1 U D2) + 1r*C(D1 N D2) < ﬂ*(CDl) + (CDZ)

Finalmente:

= *
7*(D; UD,) + 7%(D; N D,) = m*(D;) + 7*(D,).

1. LEMA. n* es una probabilidad funcional sobre D.
Demostracidn.

D) #*(X) = P(X) = 1.

DZ) Por lema k.

DS) Por definicidén de la clase D.

1 | 1
Dy) Sean D, €D, C....CD C....yD;D>D)D...0D!D.., en D
tal que UuD_>D>nNnD',
n n

n n

£ %* = %
Dado que Dn t : Dn, entonces 1;m T (Dn) w®( : Dn).

Ademds U D >N D! implica que 7*( U D) =>7*(nDl),
n n n n
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es decir, 1im w*(Dn) =r*( N D;). *)
n n

Por otra parte N D! € D. Luego C N D! =uCD! t e .
n n n

De aqui que m*( U CD;) = 1im n*(CD;) =1 - 1im w*(D;).
n n n

Esto es 1im #*(D') = 1 - #*( U CD') = 7#*( N D').
n n n n n n

Finalmente, en (*): 1im #*(D ) > 1lim n*(D').

n n n n
Ademds, en virtud de los Lemas j) y 1), podemos afirmar que w%
es una probabilidad funcional completa sobre D.

11. TEOREMA. Sea B un dlgebra difusa de PD(X) y sea dada una pro-
babilidad funcional P sobre ella. Entonces existe una unica ex-—
tensidén a una probabilidad funcional P' sobre la o-dlgebra difusa
A generada por B.

Demostracidén. Hagamos notar previamente que 7#* = 7 = P (sobre B)
y que 7* = 7 (sobre G).

Ademds, BC G C A CDC PD(X). Consideremos la aplicacidn:

P': A —— [0,1]
A —— 7*(A)

Vimos que 7% es una probabilidad funcional sobre D. Esto implica
que P' es una probabilidad funcional sobre A. Por otra parte, es
evidente que es extensidn de P.

Resta por demostrar la unicidad de tal extensidn P'.

Supongamos que exista otra probabilidad funcional Q sobre A que
sea extensidn de P.

En virtud del tema central de la referencial[9],la clase mondtona
generada por un dlgebra de conjuntos difusos es idéntica a la
o-dlgebra difusa generada por dicha dlgebra. Este resultado permi-
te dar una demostracién de la unicidad de la extensién. En efec-
to, la clase de todos los conjuntos difusos A de la o-dlgebra ge-
nerada tales que Q(A) = P'(A) es una clase monétona que contiene

a B. Por ello, P' es la finica extensién a una probabilidad fun-
cional de la probabilidad funcional P definida sobre B.

m. COROLARIO. P'* = w¥,

Demostracidn. En efecto, sea D € PD(X), arbitrario. Dado ¢ > 0,



105

existe A' D D, A' € A tal que P'(A') = 7*(A') <P'*¥(D) + €.
Asimismo, existe G D A', G € G, tal que

T(G) <P'(A') + ¢ <P'*#(D) + 2.

Pero G D A' D D implica 7*(D) < 7 (G). Por ello, 7* < P'%,

La otra desigualdad es trivial, puesto que G C A.

n. COROLARIO. El espacio de probabilidad funcional completo
(X,0,7%/D) es el completado del espacio (X,A,P').

Demostracidén. Por corolario anterior y el Lema S5-e se tiene
D= AP,

Ademds, por Corolario 5-g y Teorema 4-h , unido con el Corola-

rio anterior, se tiene P' = 7*/D.
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