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SOBRE TEOREMAS DE COMPARACION DE JUEGOS DIFERENCIALES

Vera W. de Spinadel

RESUMEN. Recientemente, A.N.V. Rao ha obtenido notables resulta-
dos referentes a la comparacién de juegos diferenciales. Para de-
mostrar sus teoremas, Rao utiliza el concepto de estrategia dado
por A. Friedman. La demostracidn no subsiste si se pretende uti-
lizar estrategias clédsicas de R. Isaacs, tipo '"feedback". Sin em-
bargo, agregando condiciones adicionales similares a las de L.
Berkovitz, se mantiene la validez de las demostraciones.

1. INTRODUCCION. En una serie de trabajos, A.N.V. Rao [1] compa-
Ta los valores de dos juegos diferenciales de duracién prefija-
da. Dicha comparacién es dtil cuando se trata de aproximar un
juego diferencial mediante otro mis simple. En su tratamiento,
Rao utiliza el concepto de juego diferencial tal como lo define
Friedman [ 2], que se basa en el uso de transformaciones en espa-
cios funcionales para aproximar y en el limite definir las estra-
tegias.

Consideremos los siguientes dos juegos. El estado del primer jue-
go estd determinado por el sistema diferencial
x = £, (t,x,y,,2;) x(ty) = x, (1.1

donde f, € Cllty,TIx R™ x Y x Z, R®] (la notacién f € C[A,,A,]

indica que f es una transformacidén continua de A en Az), Yy 2
son subconjuntos compactos de RP y RY, respectlvamente. La fun-
cidn "pago" asociada con (1.1) es una funcional real

T
Py = uto(X) + jt h(s,xCS),yl(S),zl(s)) ds (1.2)
o

donde u,. es una funcional real sobre las trayectorias x(t) de
(1.1).

El estado u(t) del segundo juego estd determinado por el siste-
ma diferencial

u = fz(t,u,yz,zz) u(ty) = u, (1.3)
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donde f, € C[[tO,T]x R™ x Y x Z,R*]. La funcidén '"pago" asociada

con (1.3) es

T
Py = u, () + ]
o t

(o]

Ambos juegos comienzan para t =

h(s,u(s),y,(s),z,(s)) ds

(1.4)

oY terminan para t = T.

Las funciones medibles yl(t),zl(t),yz(t) y zz(t), definidas sobre

Y y Z, son las funciones 'control'. Los jugadores, que llamare-

mos por simplicidad, Yy, Y 2z, en el primer juego, actlan asi: Yy

trata de maximizar el pago P1 mientras que z, trata de minimizar-

lo.

Diremos que x(t),

Lo mismo para los jugadores Yo ¥ 2, del segundo juego.

(u(t)) es una solucidn de (1.1) ((1.3)) si es

absolutamente continua y satisface a (1.1) ((1.3)) en casi todo

punto.
Sea C[to,T] el espacio de Banach
pleja en [tO,T] con la norma del

ducto de n espacios C[tO,T]. Sea

[C[tO,T]n] que consiste de todas

Andlogamente se define U,
(o]

con
,T

Supondremos ademds que valen las
(1.2):

(i) £

(ii) para cada t € [ty,Tl, y, €Y, z, € Z, X, X €

Ixl, Ixl <R,
L, (t,%,y,,2,)

L ©s continua en (t,x,yl,z1

- fl(t,f,yl,zl)l <k;(R) Ix -

de funciones de variable com-
supremo. Sea [C[tO,T]n] el pro-

X el subespacio de
tsT
las trayectorias de (1.1).

respecto a (1.3).

siguientes hipétesis para (1.1),

) € [to,T]x R™ x Y x Z;

R™ con

xI

donde R es un niimero real positivo y k, una constante que

depende de R;

(iii) para cada t € [tO,T], Yy, €

Ifl(t,x,yl,zl)l < kzlxl + k3

(iv) w,
[o]

y h(t,x,yl,zl) es continua

Hipdtesis andlogas valen para (1.

(x) es una funcional uniformemente continua en Xt

Y, z, € Z, x € R®

(kz,k3 constantes)

o’T

en [t,Tlx R® x Y x Z.
3) y (1.4).



109

2. TEOREMAS DE RAO.

A. Friedman define el juego diferencial mediante una doble suce-

sién de aproximaciones discretas, denominadas '"juegor8 superior",
y "juego-8 inferior'". En el limite 8§ » 0, estos juegos determinan

. + e - A, .
un "Valor superior" V' y un '"Valor inferior" V . Si éstos coin-
ciden, el valor comin se denomina '"Valor" V del juego y corres-

ponde intuitivamente a la solucién 6ptima para ambos jugadores.

Usando las hip6tesis enunciadas previamente y la estrategia de

Friedman, Rao demuestra teoremas de comparacidén como el que sigue:

TEOREMA DE RAO. Sean los juegos (1.1), (1.2) y (1.3), (1.4) que

satisfacen las condiciones (i)-(iv). Sea
I £ (t’X’Y9Z) - f (t)ua}I;Z)‘ <g(t9lx - u')

para todo y € Y; z € L, donde g es continua en [tO,T]x R*. sea

r(t) la solucidn mdxima de la ecuacidn diferencial
T = g(t,r) con 1(ty) = x(ty) - u(ty).

Entonces es:
+ + - -
v - Vol <y, (r(T)) , 1V - VI <¥,(r(T)),
donde wl(r) y wz(r) + 0 cuando r »+ 0.

La demostracién de este teorema, asi como la de los teoremas que
le siguen, no subsiste si se pretende utilizar estrategias clédsi-
cas de Isaacs [3], del tipo "feed-back". La razén es que en este
caso, escribiendo los controles y y z como funciones del estado

x(t), las ecuaciones de ambos juegos diferenciales resultan:

X = £, (t,x,y, (t,x(t)),zy (t,x(t))) con x(ty) = x5 (1.5)

u

£,(t,u,y, (t,u(t)),z,(t,u(t))) conulty) = uy (1.6)

y los controles y;, z; y los correspondientes y,, Z, varian con
las trayectorias. Esto parece indicar que este tipo de estrategias
es excesivamente general.

Sin embargo, es posible mantener las demostraciones de Rao, espe-
cificando las estrategias cldsicas tal como lo ha hecho Berkovitz

[4]. Para ello, supondremos que las funciones y, = yl(t,x(t)),
2, = El(t,x(t)), Y, = vz(t,u(t)), z, = ?z(t,u(t)) son continua-

mente diferenciables a trozos y que la descomposicidn del espacio
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(t,x) inducida por las superficies de discontinuidad de ?1 y 51,
?2 y ?2, tiene ciertas propiedades de regularidad que se especi-

fican en el pardgrafo siguiente.

3. DESCOMPOSICION REGULAR.

DEFINICION. Llamaremos "descomposicidn regular de una regién R"

a la que cumple con las siguientes condiciones:

La regién R en la cual se produce el juego es la unidn finita

R=(UR,) UN, )
j=1 1 1yseeesiy

donde las Ri son subregiones cubiertas simplemente por trayecto-

rias Sptimas y cada Nil’ ,i, ¢s una superficie de dimensidn
ceesdp
< n tal que N . =(R, n...NnR.)NR.
il""’lk i, i,
De cada punto de Nil’ i s6lo puede emanar una trayectoria que
ceendiy

sigue hacia el interior de una de las dos regiones R, (G=1,...,k).
h|
Ademds, cada Ri es la unidn de subregiones Rij (j = 1,...,ji) en

las cuales las funciones Y, = 71(t,x(t)), z, = ?l(t,x(t)),

Yy = Vz(t,u(t)), z, = Ez(t,u(t)) son continuamente diferenciables.

Si ponemos Mij = (Rij N Ri,j+1) Nn R (G = 1,...,ji_1)

cada superficie Mij de dimensién n divide a Rs» quedando las su-
perficies Mij a distancia positiva una de otra. Supondremos ademis
que en cada Ri’ las trayectorias 6ptimas no son tangentes a las

superficies Mij’ las que llamaremos superficies de discontinuidad.



FIGURA 1l: Descomposicidn regular de una regidn.

L. TEOREMA.

Sean los juegos diferenciales (1.5) y (1.6) con sus respectivas

funcionales "pago":

T
PLm o, () + ] h(s,x(s),y, (5,x(s)),2,(s,x())) s (1.7)
t, £
T
Py = u )+ [ R(,u(),y,(5,u()),25,(5,u())) ds (1.®)
o

que satisfacen las condiciones (i) a (iv) y la condicidén adicional:

(v) f, es lipschitaiana respecto ay y a z, vale decir:
2 p
LE, (t,x,y,2) - £,(t,u,y*,2)l <k, |y - y*,

|f2(t,x,y,z) - fz(t,u,y,z*)l <k, lz - z*,

2
en una regiéy R que admite una descomposicidn regular.
“Sea ademds:

Ifl(t,x,y,z) - fz(t,u,y,z)l < g(t,lx - ul),
para todo y € Y, z € L donde g es una funcidn continua en
[ty,T] x R*. Sea g*(t,Ix - ul) = g(t,Ix - ul) + k Ix - ul.
Sea r(t) la solucidn mdxima de la ecuacidn diferencial:

T o= g*(t,r) com tr(ty) = Ix(ty) - ulty)l.

Entonces es:
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IVI - Vol < ¥ (1)

V) - VI <9,(r(T)),
donde las funciones ¥ (r) y ¥,(r) + 0 cuando t » 0.
Demostracién. Dentro de cada R, . podemos escribir:
L, (%, (t,x(8)),2(t,x(t))) - £,(t,u(t),y(t,u(t)),z(t,u(t)))l =
= £, (£,x(8), Y (t,x(£)),Z(t,x(t)) - £,(t,u(t),y(t,x(t)),z(t,x(t))) +
+£,(t,u(t),y(t,x(t)),z(t,x(t))) - £,(t,u(t),y(t,u(t)),z(t,y ()Nl <
< glt,lx - ul) + £, (t,u(t),y(t,x(£)),Z(t,x(t))) -

- £, (t,u(t),y(t,u(t)),z(t,u(t))l.

Con respecto al segundo sumando, por ser fz lipschitziana respecto

alos controles y y z, por hip6tesis, podemos poner:

g(t,Ix - ul) + |fz(t,u(t),7(t,x(t)),€(t,x(t))) +

+

£, (t,u(t),y(t,x(t)),z(t,u(t))) - £,(t,u,y(t,x(t)),z(t,u(t))) -
- £, (tu,y (t,u(t)),z(t,u(t)))l < glt,Ix - ul) + k 1y - y* +

+k, |z - z*|, donde y* = y(t,u(t)); z* = z(t,u(t)).

Como los controles y y z son funciones continuamente diferencia-

bles, cumplen la condicién de Lipschitz:
ly - y*I < kg Ix -ul ; lz - z¥ < k, lx - ul ,
de manera que finalmente resulta:

£, (t,x,y (t,x(8)),z(t,x(£))) - £,(t,u,y(t,u(t)),z(t,u(t)))l <
<g(t, Ix-wul) + klx - ul.

En consecuencia, dentro de cada subregidn Rij vale la demostracién

del teorema de Rao tomando como r(t) la solucién midxima de la ecua-
cidén diferencial:

B o= g*(t,r) con r(ty) = Ix(ty) - ultydl.

En cada superficie de discontinuidad Mij’ demostraremos que r(t)

podrd tener una discontinuidad que a lo sumo serd una multiplica-
cién por un factor acotado. De esto resultard que si r(t) tiende
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a cero antes del cruce de la superficie Mij’ también tenderd a ce-

ro después del cruce (y serd un infinitésimo del mismo orden) .

En efecto, hemos supuesto que la trayectoria incidente sobre la
superficie de discontinuidad forma con ésta un dngulo @« no nulo
(Figura 2). Como la velocidad con que es descripta la trayectoria
es finita, resulta que cuando r(t) + 0, lo mismo sucede con la
distancia 5;56 y también la diferencia de los valores de t corres-

pondientes a P0 y P6 tiende a cero. Por lo tanto, las condiciones

iniciales para ambas trayectorias en la siguiente regidén s6lo di-
ferirdn en un infinitésimo y las trayectorias seguirdn siendo
préximas entre si.

Lo mismo sucede en cada paso por una superficie de discontinuidad
y hemos supuesto que toda trayectoria 6ptima sélo posee un nimero
finito de taléds intersecciones. Hemos asi demostrado que las tra-
yectorias Optimas permanecen préximas entre si. La distancia entre
ellas puede acotarse por la funcién r(t) que entonces podrd pre-
sentar discontinuidades como indica la Figura 3. Los correspondien-
tes saltos pueden estimarse numéricamente en funcidn de los &dngu-
los a y las correspondientes velocidades.

r(t)=lx-ul

|
—1
|
|
I

FIGURA 2 - FIGURA 3

NOTA. Condiciones similares a las que hemos utilizado, también han
sido impuestas por Friedman en la superficie terminal de juegos de
duracidén no prefijada.

Es preciso mencionar que el grave inconveniente de laé estrategiasv
del tipo Berkovitz es que se hace depender la admisibilidad de una
estrategia y(t,x(t)) de las trayectorias solucién x(t), vale decir,
de la probable estrategia opuesta z(t,x(t)).
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