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SISTEMA AXIOMATICO PARA OPERADORES DE CAPSULA CONVEXA

por Juan Carlos Bressan

1. INTRODUCCION.Consideraremos un sistema axiomitico independien-
te y no categdrico para operadores de cdpsula convexa basado en
un trabajo de Ellis [1]. Muchas de sus definiciones y teoremas

se obtienen por analogia con la teorfa de la convexidad en espa-
cios vectoriales; de esta forma, pueden deducirse en este siste-
ma algunos de los resultados dados por Hammer [ 2] . Finalmente
obtenemos un sistema axiomdtico para operadores de bandas equiva-
lente al antes estudiado; sus axiomas son teoremas de la teoria
-axiomdtica para segmentos de Voiculescu [ 5] .

Deseo expresar mi agradecimiento al Dr. Fausto A. Toranzos por
haberme dirigido y asesorado en la realizacidn de este trabajo.

2. NOTACION Y AXIOMAS.

Sean X un conjunto tal que card X > 2, P(X) la familia de todos
los subconjuntos de X, K:P(X) — P(X) una funcién que llamare-
mos operador de cdpsula convexa. Si {al,...,an} c X,

K({al,...,an}) se escribiri K(al,...,an). Dado {a,b} C X, dire-
mos que K(a,b) es la banda determinada por a,b.

La funcién K debe cumplir los siguientes axiomas:

(Ax 1) A CcX=K(K(@Q)) c K(A).
(Ax 2) A C X = K(A)

U{K(F)/F finito y F C A}.

(Ax 3) a € X = K(a) = {a}.

(Ax 4) ¢ # F C X, F finito y p € X = K(F U {p}) C U{K(a,p)/ack(F)}.
(Ax 5) a € K(b,p) vy c € K(d,p) = K(a,d) n K(b,c) # ¢.

Dado A C X, K(A) se llamari la edpsula convexa de A. Diremos que
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A es convexo si A = K(A)

Los axiomas precedentes son propiedades de la cdpsula convexa u-
sual en espacios vectoriales sobre cuerpos ordenados; en conse-
cuencia, el sistema axiomdtico que definimos es consistente y mno
categdrico. Otros modelos de este sistema son:

i. X subconjunto convexo de un espécio vectorial V sobre un cuer-
po ordenado; para A C X, K(A) = conv A donde conv A es la cép-
sula convexa usual de A en V.

ii. X un conjunto tal que card X > 2, para A C X, K(A) = A.

iii. Sean X el plano euclidiano, |xyl 1la longitud del segmento Xy,
s un punto de X. Dados a,b € X, ds(a,b) = |abl si a,b,s estédn ali
neados y ds(a,b) = |as| -+ | sbl si a,b,s no estdn alineados; (X,ds)
es un espacio métrico; para A C X, definimos K(A) igual a la cép-
sula convexa de A en la métrica dS (la definicidén de cdpsula con-
vexa en una métrica se encuentra en Toranzos [3]). Se ve fdcilmen
te que las bandas definidas por K cumplen (P 1) a (P 4) del pari-
grafo 6, en consecuencia K cumple (Ax 1) a (Ax 5).

El sistema axiomdtico considerado es una particularizacidn del da
do por Ellis en [1], tomando en lugar de dos operadores un solo
operador K y pidiendo que para todo a € X K(a) = {a} lo cual no
se deduce en el sistema axiomdtico dado en [1], pero permite ob-
tener K(¢) = ¢ y algunos resultados sobre semiespacios. Si se con
sidera un Gnico operador K, los axiomas 1y 2 de [1] resultan de
(4.1) i y ii respectivamente, mientras que los axiomas 3, 4y 5
de [1] son respectivamente (Ax 2), (Ax 4) y (Ax 5).

3. INDEPENDENCIA DE LOS AXIOMAS.

Veremos que cualquiera de los axiomas precedentes es independien
te de los otros hallando, para cada axioma, un conjunto X tal que
car X = 2'y una funcidn XK:P(X) — P(X) que no verifique -dicho
axioma pero cumpla todos los restantes; en cada caso tendremos’
que definir K(A) para todo A C X. Los ejemplos i a v dados .a con-
tinuacién prueban la independencia de (Ax 1) a (Ax 5) respectiva-
mente.

i. X espacio vectorial real tal que dim X > 2, K(A) = ulla,bl/
a€Ayb €A} donde [a,b] es el segmento cerrado de extremos a,b.
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ii. X el conjunto R de todos los ndmeros reales, K(A) = A donde
A es la clausura de A en la topologia usual de R.

iii. X conjunto tal que card X > 2, K(A)

iv. X conjunto tal que card X > 4, K(A) = A si card A< 2y K(A) =
= X si card A > 2.

v. X = [b,p] UIld,p] donde b,p,d son tres puntos no alineados de

R™, K(A) = X n conv A donde conv A es 1la cdpsula convexa usual de
2

A en R

L. CONSECUENCIAS DE LOS CUATRO PRIMEROS AX1OMAS.

Muchas de las propiedades de K se deducen de los cuatro primeros
axiomas.

(4.1) Sean A,B subconjuntos de X. Entonces: i. A C K(A) ;
ii. K(K(A)) = K(A); iii. A C B = K(A) C K(B); iv. K(X) = X;
v. K(¢) = ¢.

Demostracidén. i. Es consecuencia de (Ax 2) vy (Ax 3). ii. Se dedu-
ce de i y de (Ax 1). iii. Se aplica (Ax 2). iv. Es trivial. .

v. Sea {a,b} C Xy a # b; por iii y (Ax 3) resulta K(¢) C K(a) n
N K(b) = ¢.

El resultado dado en (4.1) iii se encuentra en [11, 4.1, (b).

(4.2) 8¢ A CX, los siguientes enunciados son equivalentes:
i. K(A) = A, ii. {a,b} C A = K(a,b) C A.

Demostracién. i = ii. Resulta inmediatamente de (4.1) iii.

ii = i. Supongamos que se verifica ii. Por (4.1) i y (Ax 2), al-
canza con ver que F finito y F C A = K(F) C A. Dicha prueba se
hace por induccién sobre j = card F, utilizando (Ax 4).

De la analogia entre la proposicién (4.2) y 1a definicién usual
de convexo en espacios vectoriales sobre cuerpos ordenados, re-

sulta la siguiente proposicién:

(4 3) i. La interseceidn de cualquier familia de subconjuntos con-
vexos de X es un subconjunto convexo de X. ii. La unidn de cual-
quier cadena de subconjuntos convexos de X es un subconjunto con-
vexo de X.
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(4.4) S¢ A C X, K(A) es la interseccidén de la familia de los sub-

‘conjuntos convexos de X que incluyen a A.

Demostracidén. Es consecuencia de los tres primeros enunciados de
4.1).

Por esta proposicién, K(A) es elemento minimal de la familia de
los subconjuntos convexos de X que incluyen a A.

Observemos que, por (4.2) y (4.4), el operador de cdpsula convexa
K queda determinado por la familia de todas las bandas K(a,b) con
a,b € X. Sea A C X, veamos cémo se expresa K(A) utilizando las
bandas K(a,b). Definimos C(A) = U{K(a,b)/a,b € A}. Muchas de las
propiedades de C coinciden con las de K.

(4.5) i. A C C(A); ii. C(A) c Cc(C(A)); iii. ACBcCX=C(A) C
C C(B); iv. C(X) = X; v. C(¢) = 9.

s

Sin embargo es facil ver que C(A) puede no ser convexo. Como con-
secuencia de (4.2) se obtiene:

(4.6) A es convexo st y sbélo si A = C(A).

Definamos inductivamente C™(A) por:i. c®(A) = A.
ii. Cj+1(A) = C(Cj(A)). Por (4.5) i y ii, la sucesién de los
C™(A) es creciente.

(4.7) K(A) = U{C™(A)/n > 0}.

Demostracidén. Es andloga a la dada en [3], (1.2) para la convexi-
dad en una métrica.

Las proposiciones (4.1) y (4.3) permiten obtener en forma inmedia
ta:

(4.8) i. 87 {Aj/j € J} es una familia de subconjuntos de X , en-
tonces K(N{A;/j € J}) C n{K(Aj)/j € J}.
ii. 87z {Aj/j € J} es una cadena de subconjuntos de X, entonces

K(U{Aj/j € J}) = U{K(Aj)/j € J}.

Una demostracién de (4.8) ii aplicando (4.1) iii y (Ax 2), se en-
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cuentra en [ 1], 4.2.

Sean A,B C X; definimos S(A,B) = U{K(a,b)/a € A y b € B}. Trivial-
mente se deducen las siguientes propiedades de S:

(4.9) i. S(A,A) = C(A); ii. S(A,B) = S(B,A) C K(A U B).
iii. Ay CAy B, CB=5S(A;,B;) C S(A,B). '
iv. A #¢ # B=AUB CS(A,B); v. S(A,9) = ¢.

vi. A # ¢ = S(A,X) = X.

(4.10) {a,b,c,d} c X = K(a,b,c,d) = S(K(a,b),K(c,d)).

Demostracidén. Sean a,b,c,d elementos de X, no necesariamente dis-
tintos dos a dos. Inmediatamente obtenemos que S(K(a,b),K(c,d)) C
Cc K(a,b,c,d).

Consideremos ahora x € K(a,b,c,d). Por (Ax 4), existe

p € K(a,b,c) tal que x € K(p,d). Andlogamente, existe q € K(a,b)
tal que p € K(q,c). Como K(p,d) C K(q,c,d), resulta x € K(q,c,d)
y aplicando nuevamente (Ax 4), existe r € K(c,d) tal que

x € K(q,r). Asi, x € S(X(a,b),K(c,d)).

(4.11) 82 A,B son subconjuntos no vacios de X, K(A U B) =
= S(K(A),K(B)). :

Demostracién. Sea M = S(K(A),K(B)); por (4.10), M resulta convexo;
como AUBCMCK(C UB), es K(AU B) =M.

Como corolario de (4.11), obtenemos la siguiente generalizacién
de (Ax 4) (enunciada andlogamente en [1], 4.3):

(4.12) ¢ # ACX yp€X=KAUI{p}) =uU {K(a,p)/a € K(A)}.
La proposicién (4.11) permite demostrar:

(4.13) 52 Al""’An son subconjuntos no vacios de X,

K(AIU...UAn) = v {K(al,...,an)/ai (S K(Ai) para 1 < i < n}.
Demostracidén. Se aplica induccidén sobre n.

(4.14) Sea A una familia de subconjuntos de X y A = U A. Defini-

mos una familia F por F € F sii existe {Al""’An} subfamilia fi-
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nita de A tal que F C K(AI)U...UK(An) y card (K(Aj) N F) < 1 para

1 <j <n. Entonces K(A) = U{K(F)/F € F}.

Demostracién. Obviamente U{K(F)/F € F} C K(A). Sea x € K(A), por
(Ax 2)y (4.1)iii, existe {Al""’An} subfamilia finita de A tal que
x.e K(AIU...UAn). Dicha subfamilia puede tomarse minimal, o sea,
de tal forma que sije{l,...,n}, x & K(U{Ai/T <i<gn, i# jih.
Por (4.13) existen a, € K(Al),...,an € K(An) tales que

X € K(al,...,an).

Sea F0 = {al,...,an}; por la minimalidad de {Al""’An}’ F.eF

0
y en consecuencia x € U{K(F)/F € F}.

Como corolarios inmediatos de (4.14), obtenemos las dos proposi-
ciones siguientes:

(4.15) Sea {Ai/i € 1} una familia de subconjuntos de X, .

A= UA /i ET)y R = UIK(A;/i € T}. 5% {K(A;)/i € I} es una fa~

milia de subconjuntos disjuntos dos a dos, entonces
K(A) = U{K(F)/F finito, F c Ay card (K(A;) n F) <1 para i € I}.

(4.16) Sea {Ai/i € 1} una familia de subconjuntos no vactos de X,

entonces K(U{A;/1 € 1}) = U{K({ai/i € I})/ai € K(A;) para ielI}.

Por (4.7) sabemos que si A C X, K(A) = U{C™(A)/n = 0}. Ahora ve-
remos que bajo ciertas condiciones, existe 1 > 0 tal que

K(A) = Ci(A) y en consecuencia, para todo j = i, K(A) = Cj(A).

(4.17) Sea A un subconjunto finito de X , 1 un entero no negativo

tal que card A < 2%, Entonces K(A) = Ci(A).

Demostracidén. Se aplica induccidén sobre i. Para i = 0 es trivial
Supongamos que vale (4.17) para i=3>0. Sea ACXycard A =

=m < 2j+1. Sim> Zj, existe una particidn {AI,AZ} de A tal que
max {card A, card A2} < 23, Luego por (4.11) y la hipdtesis induc-

tiva, K(A) = s(cIap,ci@,)) ¢ ci*l(ay, o sea, k(A) = citla).
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Sea A C X; diremos que A verifica la condicidn de Caratheodory n-
dimensional (n > 0), o que A cumple (Cn) si

K(A) = U{K(F)/card F < n+1 y F C A}.

(4.18) SZ A cumple (C_ ), sea i un entero tal que n+l < Zi; enton-
n

ces K(A) = Ci(A).

Demostracidén. Por hipbtesis y (4.17), obtenemos que K(A) =
= U{CY(F)/card F <n+1 y F c A} c c(A), de donde K(A) = ci(a).

Una demostracién de (4.18) para X espacio vectorial real, se en-
cuentra en [4], teorema 1.24.

5. SEMIESPACIOS Y PUNTOS EXTREMALES.

En este pardgrafo, por analogia con la convexidad usual en espa-
cios vectoriales sobre cuerpos ordenados, introduciremos los semi

espacios y caracterizaremos los puntos extremales de un convexo.

(5.1) 82 A,B son subconjuntos convexos de X disjuntos, entonces

existen C,D convexos complementarios tales que A C C y B C D.

Esta proposicidén es el teorema 3.1 de [1], tomando en lugar de
dos operadores un solo operador K.

Diremos que S es semiespacio si S y X-S son subconjuntos convexos
no vacios de X. Evidentemente S es semiespacio sii X-S es semi-
espacio. Si A C X y. S es semiespacio entonces A C S sii K(A) C S.
Dados A,B C X, diremos que los semiespacios complementarios Sl’

S2 separan A,B si A C S1 y B C S2 osiAC 82 y BC Sl; De (5.1)

obtenemos:

(5.2) 87 A,B son subconjuntos convexos no vacios de X disjuntos,

entonces existen Sl’SZ semiespacios complementarios que separan
A,B.

Como card X > 2 y los subconjuntos unitarios son convexos, (5.2)

nos asegura la existencia de semiespacios y la siguiente proposi-
cién:
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(5.3) S2 ACX y x € X-K(A), entonces existe S semiespacio tal que
K(A) C Sy x & S.

(5.4) A C X = K(A) = N{S/S semiespacio y A C S}.
Demostracidn. Se aplica (5.3).

Entre los semiespacios que incluyen a un subconjunto A*de X, donde
¢ # K(A) # X, resulta interesante considerar aquéllos que son mi-
nimales, o sea, los semiespacios S tales que A C S y si S1 es se-

miespacio y A C S1 C S entonces S1 = S. En nuestro sistema axio-

mitico, estos semiespacios desempefian un papel andlogo al de los
semiespacios que incluyen a A determinados por hiperplanos de apo-
yo de dicho subconjunto, en la teoria de la convexidad usual en

un espacio vectorial X sobre un cuerpo ordenado.

(5.5) 8¢ A es un subconjunto no vacto de X y S, es semiespacio
que incluye a A , entonces S C S1 tal que S es semiespacio mini-—

mal que incluye a A.

Demostracién. Resulta inmediata por el principio minimal para fa-

milias de conjuntos.
Como consecuencia de (5.4) y (5.5) obtenemos:
(5.6) ¢ # A C X = K(A) = Nn{S/S semiespacio minimal que incluye a A}.

Sea p € X, diremos que S_ es semiespacio de vértice p si es un sub
conjunto convexo maximal de X-{p}; esta nocidén fue introducida por
Hammer [ 2] para espacios vectoriales reales. Veremos que los semi-
espacios con vértice son semiespacios. La relacidn entre puntos
extremales y semiespacios con vértice, ya mencionada en [ 2], apa-
rece en (5.11). Finalmente, (5.12) es el teorema 5 de [2]; 1la
demostracidn dada por Hammer también vale en nuestro sistema axio-

mitico.
(5.7) si peXy Sp es semiespacio de vértice p, entonces SP es
semiespacio.

Demostracién. Por (5.3) existe S semiespacio tal que Sp cCSy
p € S; por la maximalidad de SP es SP = §; asi Sp es semiespacio.
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(5.8) St pE Xy SP<: X, los siguientes enunciados son equivalen-
tes: 1i. Sp es semiespacio de vértice p. ii. X-Sp es semiespacio
minimal que incluye a {p}. iii. Sp es un subconjunto convexo de
X-{p} tal que para todo x € X-Sp existe y € SP de forma que

P € K(x,y).

Demostracidén. i = ii. Por (5.7), Sp es semiespacio, luego X-SP es

semiespacio que incluye a {p}; la minimalidad se obtiene en forma
rutinaria.

ii = iii. Trivialmente, SP es subconjunto convexo de X-{pl}. Sea
X € X-SP; de suponer que p € K(Sp U {x}), por (5.2) resulta que
no vale ii. Asi p € K(Sp U {x}) y por (4.12) existe y € Sp

tal que p € K(x,y).
iii = i. Si x € X-Sp, existe y € Sp tal que p € K(x,y); en conse-

cuencia p € K(SP U {x}). Luego Sp es subconjunto convexo maximal
de X-{p}.

(5.9) S ACX y p € X-K(A), entonces existe Sp semiespacio de v
vértice p tal que K(A) C Sp.

Demostracidén. Se aplica el lema de Zorn.

Como corolario de (5.9) resulta que para todo p € X, existe Sp
semiespacio de vértice p.

(5.10) AC X =K(A) = Nn{S/A C S y para alglin p € X, S es semies-
pacio de vértice p}.

Demostracidn. Se aplica (5.9).

Diremos que una familia B de subconjuntos convexos de X es base
de convexos si para todo A subconjunto convexo de X, existe Blc B
tal que A = N Bl‘ Las proposiciones (5.4) y (5.10) aseguran que
tanto la familia S de todos los semiespacios, como la S_ de 1los

semiespacios con vértice son bases de convexos. Esta Gltima base
es minima, o sea, si B es base de convexos entonces Sv C B.

Sea x € A, donde A es subconjunto convexo de X; diremos que X es
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punto extremal de A si y,z € A implica x € K(y,z)-{y,z}. Denotare-
mos con ex A al conjunto de los puntos extremales de A.

(5.11) Sea A subconjunto convexo de X y X € A. Entonces los si-
guientes enunciados son equivalentes: i. x € ex A; ii. A-{x} es
convexo; iii. x & K(A-{x}); iv. existe Sx semiespacio de vértice
x tal que A-{x} C S_.

Demostracidén. En forma inmediata se prueba que i = ii, ii = iii,

iii = i, iii = iv.

(5.12) Si A es subconjunto convexo de X, los siguientes enuncia-
dos son equivalentes: 1. A = K(ex A); ii. x € A y SX semiespacto
de vértice X = (X-Sx) Nex A#¢.

6. SISTEMA AXIOMATICO PARA OPERADORES DE BANDAS.

Consideraremos un nuevo sistema axiomdtico. Sean X un conjunto tal
que card X > 2, B:XxX — P(X) una funcidn que llamaremos opera-

dor de banda y que satisface los siguientes axiomas:

(P 1) {a,b} Cc B(a,b).
(P 2) B(a,a) C {al}.

(P 3) Si a€ B(a,p), b,e B(b,p) ¥y x,€ B(a,b,), entonces existe

x € B(a,b) tal que X, € B(x,p).
(P 4) a € B(b,p), ¢ € B(d,p) = B(a,d) n B(b,c) # ¢.

Los axiomas que cumple B son propiedades de las bandas K(a,b)
del sistema axiomdtico definido en el pardgrafo 2. En efecto,
(P 1), (P 2) y (P 4) son consecuencias de (4.1) i, (Ax 3) y (Ax 5)
respectivamente. Finalmente, si a,€ K(a,p), ble K(b,p) y X, €

€ K(al’bl)’ por (4.1) ii y iii x,€ K(a,b,p); asi, por (Ax 4) exis-

1

te x € K(a,b) tal que x,€ K(x,p).

1

Ahora, a partir de B, obtendremos una funcién K:P(X) — P(X) que
cumplird (Ax 1) a (Ax 5). Sea A C X, definimos C(A) = U{B(a,b)/

a,b € A}; C™(A) inductivamente por c%) = A, Ity = ccin;
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K(A) = U{C™(A)/n > 0}. Siguiendo la misma notacién del paridgrafo
2, K({al,...,an}) se escribira K(al,...,an). Las cuatro proposi-

ciones siguientes pueden demostrarse en forma inmediata:

(6.1) sz A, A1 son subconjuntos de X y n = 0, entonces:
i. Acch cc™h) C k@) ii. CP(A) = c™(A) = CP(A) = K(A);

iii. AjC A= Cn(Al) c c™(A) y K(A}) C K(A).

(6.2) c,d € B(a,b) = B(c,d) C B(a,b).
(6.3) K(a,b) = B(a,b).

(6.4) Sea A C X, entonces son equivalentes:
i. A = K(A); ii. A = C(A); iii. {a,b} C A = K(a,b) C A.

(6.5) 57 x € C™(A), entonces existe F finito y F C A tal que

x € C(F).

Demostracién. Trivialmente, (6.5) es vdlida si n = 0. Supongamos
que también vale para n = j > 0; sea x € Cj+1(A), luego x € K(a,b)
donde a,b € Cj(A). Sean Fl,F2 subconjuntos finitos de A tales que

a € Cj(Fl);y b € Cj(Fz); asi x € Cj+l(F1U FZ)'

(6.6) K cumple (Ax 1) a (Ax 5).

Demostracién. Sea A C X; dados a,b € K(A) puede probarse que

K(a,b) C K(A); asi por (6.4) K(A) = K(K(A)); en consecuencia, K
cumple (Ax 1). Consideremos A C X; si F CA resulta K(F) C K(A);
sea x € K(A), por (6.5) x € K(F) para algtn F finito y F C A; asi
K verifica (Ax 2). Trivialmente se ve que K cumple (Ax 3) y (Ax 5).
Nos resta ver que K cumple (Ax 4); sean ¢ # F C X, F finito y

P € X; tomemos A = U{K(a,p)/a € K(F)}; evidentemente F U {p} C A;
si al,ble A, por (P 3) y (6.3) K(al,bl) C A. Luego, por (6.4)

A = K(A); asi K(F U {p}) C K(A) = A.

Ahora podemos afirmar que el sistema axiomitico dado en este pard
grafo es equivalente al considerado en el 2; en consecuencia es
consistente y no categdrico. Fiacilmente se ve que cualquiera de
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sus axiomas es independiente de los restantes. Los ejemplos i a iv
prueban la independencia de (P 1) a (P 4) respectivamente; en ca-
da caso se define B(x,y) para todo x,y € X.

i. X conjunto tal que card X = 2; B(x,y) = ¢.

ii. X conjunto tal que card X > Z; B(x,y) = X.

iii. X = (conv {a,b,p})-(a,b), donde a,b,p son tres puntos no ali-
neados del plano, conv la cidpsula convexa usual y (a,b) el seg-
mento abierto a,b; B(x,y) = X N conv {x,y}.

iv. El mismo ejemplo utilizado para probar la independencia de

(Ax 5), con B(x,y) = X N conv {x,y}.

Los axiomas (P 1) a (P 4) son teoremas de la teoria axiomdtica de
Voiculescu [5]. En efecto, (P 1) se deduce de A.1 y A.3; (P 2)
trivialmente de A.2; (P 3) se obtiene aplicando A.8; (P 4) es con-
secuencia de P.5 (II). Sin embargo, hay axiomas de [ 5], como A.7,
que no se deducen en nuestro sistema axiomdtico para operadores

de bandas.
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