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SISTEMA AXIOMATICO PARA OPERADORES DE CAPSULA CONVEXA 

por Juan Carlos Bressan 

1. INTRODUCCION.Consideraremos un sistema axiomatico independien­

te y no categ6rico para operadores de capsula convexa basado en 
un trabajo de Ellis [1] • Muchas de sus definiciones y teoremas 

se obtienen por analogia con la teoria de la convexidad en espa­
cios vectoriales; de esta forma, pueden deducirse en este siste­

ma algunos de los resultados dados por Hammer [2]. Finalmente 
obtenemos un sistema axiomatico para operadores de bandas equiva­
lente al antes estudiado; sus axiomas son teoremas de la teoria 

axiomatica para segmentos de Voiculescu [5]. 

Deseo expresar mi agradecimiento al Dr. Fausto A. Toranzos por 
haberme dirigido y asesorado en la realizaci6n de este trabajo. 

2. NOTACION Y AXIOMAS. 

Sean X un conjunto tal que card X ~ 2, P(X) la familia de todos 

los subconjuntos de X, K:P(X) --+ P(X) una funci6n que llamare­
mos ope~adop de a~pBuZa aonvexa. Si {a1 , ... ,an} eX, 

K({a}j ... ,an}) se escribira K(a 1 , ..• ,an). Dado {a,b} ex, dire­

mos que K(a,b) es la banda determinada por a,b. 

La funci6n K debe cumplir los siguientes axiomas: 

(Ax 1) A c X ~ K(K(A)) c K(A). 

(Ax 2) A c X ~ K(A) U{K(F)/F finito y F C A}. 

(Ax 3) a E X ~ K(a) {a}. 

(Ax 4) q, 'I F C X, F finito y p E X ~ K(F U (pI) C U{K(a,p)/aEK(F)}. 

(Ax 5) a E K(b,p) Y c E K(d,p) ~ K(a,d) n K(b,c) 'I q,. 

Dado A C X, K(A) se llamara la aapBu~a aonvexa de A. Diremos que 
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A es convexo si A = K(A) 

Los axiomas precedentes son propiedades de la capsula convexa u­

sual en espacios vectoriale~ sobre cuerpos ordenados; en conse­

cuencia, el sistema axiomatico que definimos es consistente y no 
categorico. Otros modelos de este sistema son: 

i. X subconjunto convexo de un espacio vectorial V sobre un cuer­

po ordenado; para A C X, K(A) = cony A donde cony A es la cap­

sula convexa usual de A en V. 

ii. X un conjunto tal que card X ~ 2, para A C X, K(A) = A. 
iii. Sean X el plano euclidiano, I xylIa longi tud del segmento xy, 

s un punto de X. Dados a,b EX, ds(a,b) = I abl si a,b,s estan ali 

neados y d (a,b) = lasl ,+ Isbl si a,b,s no estan alineados; (X,d) 
s s 

es un espacio metrico; para A C X, definimos K(A) igual a la cap-

sula convexa de A en la metrica d (la definicion de capsula con-. s 
vexa en una metrica se encuentra en Toranzos [3]'). Se ve facilme~ 

te que las bandas definidas por K cumplen (P 1) a (P 4) del para­
grafo 6, en consecuencia K cumple (Ax 1) a (Ax 5). 

El sistema axiomatico considerado es una particularizdcion del da 

do por Ellis en [ 1), tomando en lugar de dos operadores un solo 

operador K y pidiendo que para todo a E X K(a) = {a} 10 eual no 

se deduce en el sistema axiomatico dado en [ 1), pero permite ob­
tener K(_) = _ y algunos resultados sobre semiespacios. Si se con 

sidera un unico operador K, los axiomas 1 y 2 de [1) resultan de 

(4.1) i Y ii respectivamente, mientras que los axiomas 3, 4 Y 5 

de [1) son respectivamente (Ax 2), (Ax 4) y (Ax 5). 

3. INDEPENDENCIA DE LOS AXIOMAS. 

Veremos que cualquiera de los axiomas precedentes es independie~ 

te de los otros hallando, para cada axioma, un conjunto X tal que 

car X ~ 2 Y una funcion K:P(X) --+ P(X) que no verifique ·dicho 

axioma pero cumpla todos los restantes; en cada caso tendremos 
que definir K(A) para todo A C X. Los ejemplos i a v dados a con­

tinuacion prueban la independencia de (Ax 1) a (Ax 5) respectiva­

mente. 

i. X espacio vectorial real tal que dim X ~ 2, K(A) = U{[a,b) / 

a E A Y b E A} donde [a,b) es el segmento cerrado de extremos a,b. 
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ii. X el conjunto R de todos los numeros reales, K(A) 

A es la clausura de A en la topologia usual de R. 

iii. X conjunto tal que card X ~ 2, K(A) = X. 

A donde 

iv. X conjunto tal que card X ~ 4, K(A) = A si card A ~ 2 y K(A) 
= X si card A > 2. 

v. X = [b,p] U [d,p] donde b,p,d son tres puntos no alineados de 

R2, K(A) = X n conv A donde conv A es la capsula convexa usual de 
A en R2. 

4. CONSECUENCIAS DE LOS CUATRO PRIMEROS AXIOMAS. 

Muchas de las propiedades de K se deducen de los cuatro primeros 

axiomas. 

(4.1) Sean A,B subconjuntos de X. Entonces: i. A C K(A); 

ii. K(K(A)) = K(A); iii. A C B ~ K(A) C K(B); iv. K(X) = X; 
v. K(¢) =¢. 

Demostracion. i. Es consecuencia de (Ax 2) y (Ax 3) . ii. Se dedu-
ce de i y de (Ax 1). iii. Se aplica (Ax 2) . iv. Es trivial. 
v. Sea {a, b} C X Y a -I b; por iii y (Ax 3) resulta K (¢) C K(a) 
n K(b) = ¢. 

El resultado dado en (4.1) iii se encuentra en [1],4.1, (b). 

(4.2) Si A C X, los siguientes enunciados son equivalentes: 

i. K(A) = A; ii. {a,b} C A ~ K(a,b) c A. 

Demostracion. i ~ ii. Resulta inmediatamente de (4.1) iii. 

n 

ii ~ i. Supongamos que se verifica ii. Por (4.1) i y (Ax 2), al­

canza co~ ver que F finito y F C A ~ K(F) C A. Dicha prueba se 

hace por induccion sobre j card F, utilizando (Ax 4). 

De la analogia entre la proposicion (4.2) y la definicion usual 

de convexo en espacios vectoriales sobre cuerpos ordenados, re­

sulta la siguiente proposicion: 

(4.3) i. La interseccion de cualquier familia de subconjuntos con­

vexos de X es un subconjunto convexo de X. ii. La union de cual­

quier cadena de subconjuntos convexos de X es un subconjunto con­

Vexo de X. 



134 

(4.4) Si A C X, K(A) es la interseaaion de la familia de los sub­

aonjuntos convexos de X que incluyen a A. 

Demostracion. Es consecuencia de 105 tres primeros enunciados de 
(4.1) . 

Por esta proposici6n, K(A) es elemento minimal de la familia de 
105 subconjuntos convexos de X que incluyen a A. 

Observemos que, por (4.2) y (4.4), el operador de capsula convexa 

K queda determinado por la familia de todas las bandas K(a,b) con 
a,b E X. Sea A C X, veamos c6mo se expresa K(A) utilizando las 

bandas K(a,b). Definimos C(A) = U{K(a,b)/a,b E A}. Muchas de las 
propiedades de C coinciden con las de K. 

(4.5) i. A C C(A); ii. C(A) C C(C(A)); iii. A C B C X ~ C(A) C 

C C(B); iv. C(X) = X; v. C(rt» = rt>. 

Sin embargo es facil ver que C(A) puede no ser convexo. Como con­
secuencia de (4.2) se obtiene: 

(4.6) A as convexo si y solo si A = C(A). 

Definamos inductivamente Cn(A) por:i. COCA) = A. 

ii. Cj+l(A) = C(cj (A)). Por (4.5) i y ii, la sucesi6n de los 

Cn(A) es creciente. 

(4.7) K(A) = u{Cn(A)/n ~ a}. 

Demostraaion. Es analoga a la dada en [3], (1.2) para la convexi­
dad en una metrica. 

Las proposiciones (4.1) y (4.3) permiten obtener en forma inmedia 

ta: 

(4.8) 

tonaes 

i. Si {A./j E J} es una familia de subconjuntos de X , en­
J 

K(n{A./j E J}) C n{K(A.)/j E J}. 
J J 

ii. Si {A./j E J} es una cadena de subaonjuntos de X, entonaes 
J 

K(U{A./j E J}) = U{K(A.)/j E J}. 
J .J 

Una demostraci6n de (4.8) ii aplicando (4.1) iii y (Ax 2), se en-
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cuentra en [11. 4.2. 

Sean A.B C X; definimos S(A.B) = U{K(a.b)/a E A Y b E B}. Trivial­
mente se deducen las siguientes propiedades de S: 

(4.9) i. S(A.A) = C(A); ii. S(A.B) = S(B.A) c K(A U B). 
iii. Al cAy Bl c B ~ S(Al.B l ) c S(A.B). 

iv. A # ~ # B ~ A U B C S(A.B); v. S(A.~) ~. 

vi. A I ~ ~ S(A.X} X. 

(4.10) {a.b.c;d} C X ~ K(a.b.c.d) = S(K(a.b),K(c,d)). 

Demostracion. Sean a.b.c.d elementos de X. no necesariamente dis­
tintos dosa dos. Inmediatamente obtenemos que S(K(a,b) .K(c.d)) C 

C K(a.b,c.d). 
Consideremos ahora x E K(a.b.c,d). Por (Ax 4). existe 
p E K(a,b.c) tal que x E K(p.d). Analogamente. existe q EK(a.b) 
tal que p E K(q.c). Como K(p,d) C K(q.c,d). resulta x E K(q,c.d) 
y aplicando nuevamente (Ax 4), existe r E K(c.d) tal que 
x E K(q.r). Asi. x E S(K(a.b);K(c.d)). 

(4.11) Si A.B son subconjuntos no vacios de X, K(A U B) 
= S(K(A).K(B)). 

Demostracion. Sea M = S(K(A).K(B)); _por (4.10). M resulta convexo; 
como AU B eM C K(A U B). es K(A U B) = M. 

Como corolario de (4.11). obtenemos la siguiente generalizacion 
de (Ax 4) (enunciada analogamente en [11. 4.3): 

t4.12) ~ # A C X Y P E X ~ K(A U {p}) = U {K(a.p)/a E K(A)}. 

La proposiCion (4.11) permite demostrar: 

(4.13) Si Al •...• An son subconjuntos no vacios de X. 

K(AlU ... UAn) = U {K(a l •...• an)/a i E K(A i ) para 1 <;;;; i <;;;; n}. 

Demostracion. Se aplica induccion sobre n. 

(4.14) Sea A una famiZia de subconjuntos de X y A = U A. Defini­

mos una famiZia F por F E F sii existe {Al •...• An} subfamiZia fi-
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nita de A tal que F C K(AI)U .•. UK(An) y card (K(Aj ) n F) < 1 para 

1 < j < n. Entonaes K(A) = U{K(F)/F E fl. 

Demostraaion. Obviamente U{K(F)/F E f},c K(A). Sea x E K(A), por 

(Ax Z) y (4.1) iii, existe {AI' ... ,An} subfamilia finita de A tal que 

x E K(AIU ... UAn). Dicha subfamilia puede tomarse minimal, 0 sea, 

de tal forma que si j E {1, ... ,n}, xi K(0{A./1 < i < n, i ~ j}). 
]. 

Por (4.13) existen a l E K(AI), ... ,an E K(An) tales que 

x E K(a l ,··· ,an) . 

Sea Fo = {al, ... ,an}; por la minimalidadde {Al' ... ,An}, Fo E f 

y en consecuencia x E U{K(F)/F E fl. 

Como corolarios inmediatos de (4.14), obtenemos las dos proposi­

ciones siguientes: 

(4.15) Sea {Ai/i E I} una familia de subaonjuntos de X, 

A = U{Ai/i E I} y A = U{K(Ai/i E I}. Si {K(Ai)/i E I} es una fa­

milia de subaonjuntos disjuntos dos ados. entonaes 

K(A) = u{K(F)/F finito, F cAy card (K(Ai ) n F) < 1 para i E I}. 

(4.16) Sea {Ai/i E I} una familia de subaonjuntos no vaaios deX, 

entonaes K(u{A;/i E I}) = U{K({a./i E I})/a. E K(A.) para i E I}. 
~ . ]. ].]. 

Por (4.7) sabemos que si A C X, K(A) = U{Cn(A)/n ~ a}. Ahora ve­

remos que bajo ciertas condiciones, existe i ~ 0 tal que 

K(A) = Ci(A) Y en consecuencia, para todo j ~ i, K(A) 

(4.17) Sea A un subaonjunto finito de X • i un entero no negativo 

tal que card A < Zi. Entonaes K(A) = Ci(A). 

Demostraaion. Se aplica inducci6n sobre i. Para i = 0 es trivial 

Supongamos que vale (4.17) para i = j ~ O. Sea A ex y card A = 

= m < zj+l. Si m> zj, existe una particion {A I ,A2} de A tal que 

max {card AI' card A2}< zj. Luego por (4.11) y la hipotesis induc­

tjva, teA) = S(C j (A1),C j (A2)) C Cj+I(A), 0 sea, K(A) = Cj+I(A). 
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Sea A C X; diremos que A verifica la aondiai6n de Caratheodory n­

dimensional (n ~ 0), 0 que A cumple (Cn ) si 

K(A) = U{K(F)/card F ~ n+l y, F C A}. 

(4.18) Si A aumple (Cn ). sea i un entero tal que n+l ~ 2i; enton­

aes K(A) = ·Ci(A). 

Demostraai6n. Por h.ip6tesis y (4.17), obtenemos que K(A) 

= U{Ci(F)/card F ~ n+l y F C A} CCi(A), de donde K(A) = Ci(A). 

Una demostraci6n de (4.18) para X espacio vectorial real, se en­
cuentra en [41. teorema 1.24. 

5. SEMIESPACIOS Y PUNTOS EXTREMALES. 

En este paragrafo, por analogia con la convexidad usual en espa­
cios vectoriales sobre cuerpos ordenados, introduciremos los semi 

espacios y caracterizaremos los puntos extremales de un convexo. 

(5.1) Si A,B son subaonjuntos aonvexos de X disjuntos. entonaes 

existen C,D aonvexos aomplementarios tales que A C C y BCD. 

Esta proposici6n es el teorema 3.1 de [11, tomando en lugar de 

dos operadores un solo operador K. 

Diremos que S es semiespaaio si S y X-S son subconjuntos convexos 

no vacios d.e- X. Evidentemente S es semiespacio sii X-S es semi­

espacio. Si A C X ~ S es semiespacio entonces A cS sii K(A) C S. 

Dados A,B C X, diremos que los semiespacios complementarios SI' 

S2 separan A,B si A C SI Y Be S2 0 si A C S2 Y Be SI' De (5.1) 

obtenemos: 

(5.2) Si A,B son subaonjuntos aonvexos no vaaios de X disjuntos. 

entonaes existen SI,S2 semiespaaios aomplementarios que separan 

A,B. 

Como card X ~ 2 Y los subconjuntos unitarios son convexos, (5.2) 

nos asegura la existencia de semiespacios y la siguiente proposi­
ci6n: 
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(5.3) Si A ex y x E X-K(A), entona~s existe S semiespaaio tal que 

K(A) C S y x ~ S. 

(5.4) A c X "* K(A) = n{s/S' semiespacio y A c S}.· 

Demostraai6n. Se aplica (5.3), 

Entre los semiespacios que incluyen a un subconjunto A"de X, donde 
~ # K(A) # X, resulta interesante considerar aquellos que son mi­

nimales, 0 sea, los semiespacios S tales que A c S Y si SI es se-

miespacio y A C SI C S entonces SI =S. En nuestro sistema axio­

matico, estos semiespacios desempefian un papel analogo al de los 

semiespacios que incluyena A determinados por hiperplanos de apo­

yo de dicho subconjunto, en la teoria de la convexidad usual en 

un espacio vectorial X sobre un cuerpo ordenado. 

(5.5) Si A es un aubaonjunto no vaaio de X y SI es semiespaaio 

que inaluye a A entonaes SCSI ~al que S es semiespaaio mini-

mal que inaluye a A. 

Demostraai6n. Resulta inmediata por el principio minimal para fa­
milias de conjuntos. 

Como consecuencia de (5.4) y (5.5) obtenemos: 

(5.6) ~ # A C X "* K(A) n{s/S semiespacio minimal que incluye a A}. 

Sea p E X, diremos qtie S es semiespaaio de v.rtiae p si es un sub 
p . 

conjunto convexo maximal de X-{p}; esta noci6n fue introducida por 

Hammer [2] para espacios vectoriales reales. Veremos que los semi­

espacios con vertice son semiespacios. La relaci6n entre puntos 

extremales y semiespacios con vertice, ya mencionada en [2], apa­
rece en (5.11). Finalmente, (5.12) es el teorema 5 de [2]; la 
demostraci6n dada por Hammer tambien vale en nuest-ro sistema axio­
matico. 

(?7) Si p E X Y S es semiespaaio-de v.rtiae P. entonaes S es 
p p 

semiespaaio. 

Demostraai6n. Por (5.3) existe S semiespacio tal que S C S Y 
p 

P ~ S; por la maximalidad de S es S = S· asi S es semiespacio. p p , p 
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(5.8) Si p E X Y S C X, los siguientes enunciados son equivalen­p 

tes: i. S es semiespacio de vertice p. ii. X-S es semiespacio 
p p 

minimal que incluye a {pl. iii. S es un subconjunto convexo de 
p 

X-{p} tal que para to do x E X-S existe yES de forma que 
p p 

P E K(x,y). 

Demostraci6n. i ~ ii. Por (5.7), S es semiespacio, luego X-S es 
p p 

semiespacio que incluye a {p}; la minimalidad se obtiene en forma 
rutinaria. 

ii ~ iii. Trivialmente, 

x E X-S ; de suponer que p 

S es subconjunto convexo de X-{p}. Sea 
p 

p ~ K(S U {x}), por (5.2) resulta que 
p 

no vale ii. Asi p E K(S U {x}) y por (4.12) existe yES 
P P 

tal que p E K(x,y). 
iii ~ i. Sl x E X-S , existe yES tal que p E K(x,y); en conse-

p p 

cuencia p E K(S U {x}). Luego S es subconjunto convexomaximal 
p p 

de X-{p}. 

(5.9) Si A c X y P E X-K(A), entonces existi S semiespacio de v 
p 

vertice p tal que K(A) C S . 
p 

Demostraci6n. Se aplica el lema de Zorn. 

Como corolario de (5.9) resulta que para todo p E X, existe S p 
semiespacio de vertice p. 

(5.10) A c X ~ K(A) = n{S/A C S Y para algun p E X, S es semies­
pacio de vertice pl. 

Demostraci6n. Se aplica (5.Q). 

Diremos que una familia B de subconjuntos convexos de X es base 

de convexos si para todo A subconjunto convexo de X, existe B1C B 
tal que A = n B1 • Las proposiciones (5.4) y (5.10) aseguran que 

tanto la familia S de todos los semiespacios, como la Sv de los 

semiespacios con vertice son bases de convexos. Esta ultima base 
es minima, 0 sea, si B es base de convexos entonces Sv C B. 

Sea x E A, donde A es subconjunto convexo de X; diremos que x es 
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punto extremal de A si y,z E A implica x ~ K(y,z)-{y,z}. Denotare­

mos con ex A al conjunto de los puntos extremales de A. 

(5.11) Sea A subconjunto convexo de X y x E A. Entonces los si­

guientes enunciados son equivalentes: i. x E ex A; ii. A-{x} es 

convexo; iii. x ~ K(A-{x}); iv. existe Sx semiespacio de vertice 

x ta~ que A-{x} c Sx' 

Demostraci6n. En forma inmediata se prueba que i ~ ii, ii ~ iii, 
iii ~ i, iii ~ iv. 

(5.12) Si A es subconjunto convexo de X, los siguientes enuncia­

dos son equivalentes: i. A K(ex A); ii. x E A y Sx semiespacio 

de vertice x ~ (X-Sx ) n ex A f ¢. 

6. SISTEMA AXIOMATICO PARA OPERADORES DE BANDAS. 

Consideraremos un nuevo sistema axiomatico. Sean X un conjunto tal 

que card X ~ 2, B:XxX --+ P(X) una funci6n que llamaremos opera­

dor de banda y que satisface los siguientes axiomas: 

(P 1) {a,b} c B(a,b). 

(P 2) B(a,a) C {a}. 

(P 3) Si alE B(a,p), blE B(b,p) Y X1E B(al,b l ), entonces existe 

x E B(a,b) tal que X1E B(x,p). 

(P 4) a E B(b,p), c E B(d,p) ~ B(a,d) n B(b,c) f ¢. 

Los axiomas que cumple B son propiedades de las bandas K(a,b) 

del sistema axiomatico definido en el paragrafo 2. En efecto, 

(P 1), (P 2) y (P 4) son consecuencias de (4.1) i, (Ax 3) Y (Ax 5) 

respectivamente. Finalmente, si alE K(a,p), blE K(b,p) Y xl E 

E K(al,b l ), por (4.1) ii Y iii X1E K(a,b,p); asi, por (Ax 4) exis­

te x E K(a,b) tal que xlE K(x,p). 

Ahora, a partir de B, obtendremos una funci6n K:P(X) -+ P(X) que 
cumplira (Ax 1) a (Ax 5). Sea A ex, definimos C(A) = U{B(a,b)/ 

a,b E A}; Cil(A) inductivamente por COCA) = A, Cj+l(A) = C(Cj(A)); 
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K(A) = U{Cn(A)/n ~ O}. Siguiendo la misma notacion del paragrafo 

2, K({a l , ... ,an }) se escribira K(a l , ... ,an ). Las cuatro proposi-

ciones siguientes pueden demostrarse en forma inmediata: 

(6.1) Si A, Al son subconjuntos de X y n ~ 0, entonces: 

(6.2) c,d E B(a,b) ~ B(c,d) C B(a,b). 

(6.3) K(a,b) = B(a,b). 

(6.4) Sea A C X, entonces son equivalentes: 

i. A = K(A); ii. A = C(A); iii. {a,b} C A ~ K(a,b) C A. 

(6.5) Si x E Cn(A), entonces existe F finito y F C A tal que 

x E Cn(F). 

K(A) ; 

Demostracion. Trivialmente, 

que tambien vale para n = j 

(6.5) es valida si n = O. Supongamos 
·+1 ;;;, 0; sea x E CJ (A), luego x E K(a,b) 

donde a,b E Cj(A). Sean Fl ,F 2 subconjuntos finitos de A tales que 
. . ·+1 

a E CJ(Fl);y b E CJ (F 2); as! x E CJ (FlU F2). 

(6.6) K cumple (Ax 1) a (Ax 5). 

Demostracion. Sea A C X; dados a,b E K(A) puede probarse que 
K(a,b) C K(A); as! por (6.4) K(A) = K(K(A)); en consecuencia, K 

cumple (Ax 1). Consideremos A C X; si F C A resulta K(F) C K(A); 
sea x E K(A), por (6.5) x E K(F) para algun F finito y F C A; as! 

K verifica (Ax 2). Trivialmente se ve que K cumple (Ax 3) y (Ax 5). 

Nos resta ver que K cumple (Ax 4); sean ~ # F ex, F finito y 

p E X; tomemos A = u{K(a,p)/a E K(F)}; evidentemente F U {p} C A; 

si al,blE A, por (P 3) Y (6.3) K(al,b l ) C A. Luego, por (6.4) 

A = K(A); as! K(F U {p}) C K(A) = A. 

Ahora podemos afirmar que el sistema axiomatico dado en este para 

grafo es equivalente al considerado en el 2; en consecuencia es 
consistente y no categorico. Facilmente se ve que cualquiera de 
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sus axiomas es independiente de los restantes. Los ejemplos i a iv 
prueban la independencia de (P 1) a (P 4) respectivamente; en ca­

da caso se define B(x,y) para todo x,y E X. 

i. X conjunto tal que card X ~ 2; B(x,y) = ~. 
ii. X conjunto tal que card X ~ 2; B(x,y) = X. 

iii. X = (conv {a,b,p})-(a,b), donde a,b,p son tres puntos no ali­
neados del plano, conv la capsula convexa usual y (a,b) el seg­

mento abierto a,b; B(x,y) = X n conv {x,y}. 
iv. El mismo ejemplo utilizado para probar la independencia de 

(Ax 5), con B(x,y) = X n conv {x,y}. 

Los axiomas (P 1) a (P 4) son teoremas de la teoria axiomatica de 
Voiculescu [5]. En efecto, (P 1) se deduce de A.1 y A.3; (P 2) 
trivialmente de A.2; (P 3) se obtiene aplicando A.S; (P 4) es con­
secuencia de P.5 (II). Sin embargo, hay axiomas de [5], como A.7, 

que no se deducen en nuestro sistema axiomatico para operadores 
de bandas. 
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