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DOS DESIGUALDADES EN NORMAS
CON PESOS PARA SERIES DE WALSH

Por E. 0. Harboure y N. E. Aguilera

INTRODUCCION. E1 propbésito de este trabajo es demostrar desigual-
dades en norma LP con peso entre una funcién y su serie de blo-
ques lacunares de Walsh asociada. Desigualdades de este tipo fue-
ron obtenidas por Paley [1], en el caso del peso 1 y Hirschman
[2], en el caso del peso x*, con condiciones sobre a. En el pre-
sente trabajo se demuestran las desigualdades para funciones de
peso crecientes o decrecientes que cumplen la condicién dada por

Muckenhoupt en [ 3].

M&s precisamente, denotemos por ¢n el sistema de funciones de

Rademacher:

¢n(t) = sg sen(2nmt) n=20, 0<t<1

y por wn(t) el sistema de funciones de Walsh:

6 (t) ... 6 (t) n=2"%+ ... 4217

nl I‘lj

v, ()

|
—

Vo ()

Es conocido que el sistema de Walsh es ortogonal y completo en
Lz([0,1],u), donde u es la medida de Lebesgue del intervalo [0,1].
Sean entonces Sy los coeficientes de Fourier-Walsh de
£eil(o,1):

1
Cy = JO f(t) wk(t)dt

Si ahora
2r1+1__1
£ (1) = Zk=2n S Yy (1)
£,(8) = ¢ ¥o(t)
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Resulta:

oo

f(t) ~ v, (t) = f (t
(t) Zk=ock & (B) ) 1n()

n=
donde el dltimo miembro es lo que llamaremos la serie de bloques
lacunares de Walsh asociada a f.

Se trata de ver qué condiciones debe cumplir una funcidén de peso
¢ para que valgan las desigualdades:

1 1 © .
A JO L£(0)I P o(t)dt < JO G £2())P/2 p(tydt <

n=-1 "7

1
<A’ J L£(8)IP w(t)dt 1<p<e
0

donde A y A' son constantes que dependen s6lo de ¢ y p.

El teorema 1 muestra que dichas desigualdedes valen en el caso

de ser ¢ creciente o decreciente y verificando la condicién Ap:

1
- p-1
(j e0ar) ([ v )P AP
I I

donde I es un subintervalo de [0,1]; | Il indica su medida de
Lebesgue y A es una constante dependiente s6lo de ¢ y p-.

E1l teorema 2 se obtiene como corolario mds importante de aquel
teorema, y establece que las sumas parciales tienen norma (con
peso) dominada ‘por la norma de 1a funcién, en otras palabras si

sp(t) =1

c, ¥, (t)
k=0 k Tk

entonces

1 1
J lsn(t)lp p(t)dt <C J LE£(E)I P p(t)dt.
0 0

si ¢ cumple las condiciones anteriormente citadas.

El lema 2 es particularmente interesante, ya que muestra la ana-
logia existente entre las integrales II ¢(t)dt y expresiones del
k

tipo p¥ donde 0 <p <1, y entre J L y R¥ con R >1.

L p(t)dt
k

Finalmente, en la parte II se analizan algunos ejemplos.
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PARTE |

Para establecer el resultado necesitaremos los siguientes lemas:
LEMA 1. 52 ¢ cumple Ap para algin p > 1; I, 1I' son <ntervalos en

[0,1], tales que I CI' y |I| = % I I'l, entonces

J ¢(x)dx < C J v (x)dx
I’ I
donde C no depende de I ni de I'.

Demostracién. Por la desigualdad de Holder tenemos:
- -——1 p—
11? < (| vean (| oo P lan
I I

luego 1

f SIT P
fl.w(x)dx 3 ([I.w(X)dX)(le(X) Pl ax)
[ 1o oyax B

-1

N

L,
(Jl.w(x)dx)(JI.w(x) P~lax)

< (C.2P
| 11 P

1

Observacidn: Si ¢ verifica Ap, entonces ¢ p-l verifica Aq,

1
donde = + %—= 1; luego vale el lema para ¢ p-1

O [

En los lemas 2, 3 y 4 usaremos la siguiente notacién: {Ii}keN in-

dicard una sucesién de intervalos encajados, contenidos estricta-

mente uno en el otro, y de la forma Ii = [if, ii%], verificando
2

1 = ' . 2 . -

IIkI 2 IIk+1l, por otra parte, {Ik}REN sera una familia deduci

- - 1
da de una de la forma {IL}keN,.donde Ik = IL Ik+l’

son intervalos diddicos rampantes que forman un cubrimiento del
[0,1] y con medida 1/2%.

es decir,

LEMA 2. S7 ¢ cumple Ap y T >0, entonces se tiene:

k

S W L < A
([ e a0t (jl e (x)dx)
It k
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©

i) Iy, (| a0t < A ([ emanT
k=j I, I.
J

Demostracién. Sea a > 1 tal que ¢% cumple A_. (La existencia de
un tal o fue probada por Muckenhoupt en [3]). Probaremos que:

lI|1/“'(J ¢a(x)dx)1/a <C j v (x)dx *)
I I

donde % + l, =1, I Cl[0,1].

Q

En efecto:

1/a’ pl/a
1/a" a l/a | 1| | II

I d < C <

| 11 (le (x)dx) s —

(| o(x) P~lax) ©
I

, E—].
cro /e je/e g o

< C J ¢ (x)dx

iy p-1 I

(| peo P7Hax)
1

usando Ap y Holder. Notar que la desigualdad de Holder da

J 0 (x)dx < (J % (x)dx) /e /e
I I

Yy (*) da la desigualdad inversa.

Veamos i)ﬁ
k k jr/a’
;] ——t—— <] L 7
520 (SI ¢ (x) dx) §=0 cJI % (x)dx) /¢
j k|

usando (*).

Si ahora usamos el lema 1 y que»Ié C 15 para j <k

k k jr/a'
] ———— < ] 2 <
320 (| pGO@0" i=0 ([, o (x)ax) "/
i j
< C k 2jr/m'

(s e ) /e Tje0
k
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Usando nuevamente el lema 1 y la desigualdad de Holder tenemos

k .
C ) ZJr/a’ <

/ . /
(Jli e (x)ax) "% Ti=0 (j1k¢“(x)dx)r o

C 2kr/a'

< ——¢€
(J 1? (x)dx)*

Veamos ahora ii). De la desigualdad de Holder y el lema 1 se tiene

a /o
(jlkw (x)dx)

N

-] r o
L. (jlkw(x)dx) < I, T

/
(JIL o (x)dx) "¢

2kr/a'

k=

En forma andloga a la demostracién de i) obtenemos

(|1 a0/

T ydx)T < ¢ —d
Zk=j flk«p (x)dx

zjr/a'
y usando ahora (*):

I (| emaor < c(| veaor
k=j J1, I,

con lo que el lema queda demostrado.

LEMA 3. Sea ¢ verificando AP. Sean rys €ER, 0 <r, s <o, a3 =090,

k
[ S = S S
k N, y Ak ag + ...+ ay
entonces ) AL J p(x)dx < C J al J ¢ (x)dx
- k k
k=0 Ik k=0 Ik

donde C depende solamente de T, Sy ¢.
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Demostracidn. Sea

b = ap (et o = k) (] ecoan®lt
k k

Debemos probar entonces que
L]

/s ® r/s
) BI'* < cJ b
k=0 K k=0 X

Consideraremos dos casos:
a) 1<i<ew b) 0 < T <1

Caso a): Tenemos que

o (1 p0a0x o v/ pa0
ko %500 4 (J o (x)dx)s/*F j=0 (J e (x)ax) /T
I. I.
J ]
¢ (x)dx _s
(i (JI“ yolx ' 7E
=0 | ¢ (x)dx
hi Ij X

aplicando Holder. Usando ahora la parte i) del lema 2 tenemos:

v (x)dx
B o<cl] bile (JI“ s/x
k j=0 3 | v (x)dx

I,
J

s/r

= k r/s Jlkw(x)dx s/t _

luego ) /s < ¢ ¥ b. ( ) =
g zk=0 k k=ozj=o i 0 (x)dx
II :

3

- JI p(x)dx o o Jr/s

P S L ) < cf
j=0 J k=3 l o (x)d izg
j 3 . X)ax J
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en virtud de: lema 2 parte ii).

Caso b): . . ¢ (x)dx
Br/s <3 br/s k
k . _ 3j

j=0 I_w(x)dx

luego

J
. . Jrron .
=7 b§/s ) k < c7J b§/s
=0 k=] ]1 ¢ (x)dx =0
k|

como queriamos demostrar.

LEMA 4. S7i ¢ verifica Ap, 0<r, s<ow a =20, KEN y

k

LY

Ai =7 a? , entonces existe una constante C que depende de T,
j=k

S, ¢ y p tal que

Demostracidén. Es andloga a la del lema anterior, usando en este

caso que
j X
;T 2Pk J e (x)dx)%/T < A (2Pd J ¢ (x)dx) /"
k=0 I I.
k k|
® 1 A
y ) - <
j=k (2P J ¢ (x)dx) /" (2Pk J ¢ (x)dx) /T
I I
j k

desigualdades que resultan del lema 2 ( i), ii) respectivamente),

notando que 2Pk J ¢ (x)dx = 11 y que “‘,-I/P—1
I

k (j o P L (x)dx)P~!
I




verifica Aq.

TEOREMA 1. Si ¢ es una funeidn creciente (decreciente) en [0,1]
que verifica A_y si £ € Ll([0,1]), entonces existen constantes
C y C' dependientes sélo de ¢ Yy P tales que
1 1
c JO L£(x)IP o(x)dx < Jo(z fi(x))plz 0 (x)dx <
n

1
< ¢ j | £(x)| ¢ (x)dx.
0

siempre que alguno de los miembros exista.

Demostracidn. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
1

Cy = Jo wo(t) f(t)dt = 0

Definimos:
27" 27 n
Bo= 2" ¢_(0) JO £(x) ¢_(x)dx = 20 fo £(x) ¢_(x)dx
1 1
v, = 2" ¢ _(1) J £(x) ¢_(x)dx = -20 J £(x) ¢ (x)dx
1-271 1-271
y sean 2n+1 .
g (t) = 27" I Y(® g(®) = 1 8,0
2n+1_1 ®©
h_(t) = ,-n v 1 . Y (1) ¥, (1) 5 h(t) = Zn=0hn(t)

k=2

-n-1
’

Se puede ver facilmente que gn(t) = K para 0<t<2
g, (t) = -u_ para 2l <p <7y g (t) = 0sit> 2" y que

h, (t)

0sit<1-2", h(t)=-y sil-2"<t<1- 2t
_ . -n-1
y hn(t) =7, si 1 -2 <t <1.

Demostraremos primero el teorema para g y h. Lo haremos s6lo para
g ya que para h se procede en forma andloga.

g(t) = kg + By + o0+ M - u si 27l <t <2®
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n-1
Ko * tHaol Tk s Zj=o o
zn—l Jl sz—l
= ( Yo (t)) £(t) ¢ _(t)dt - u_ =
j=0 Jo “k=0 K n n
Zn—1 ! sz+1-1
= Yo (t) f£(t)dt - p_ =
j=0 Jo “j=27 k o
1 2%-1 270 ,
= J f£(t) g (t)dt - p = 2" J f(t)dt -
0 k=0 n 0
a (2 a (2
- 2 jo f(t) ¢n(t)dt = 2.2 Jz-n—l f(t)dt
Tenemos entonces
1 27" 27"

©

Jolg(t)lp p(t)dt = 2P 7§ OZ“P IJZ_n_l f£(t)dtl P Jz-n-l e (t)dt

n=

1 -n

© n r2
JO<X CglenP P ey = [ w2)yp/? J,-am1 p(0GE

n=0 n=0 k=0

Luego, por el lema 3 obtenemos
1 ©o
[ @ g2n? penae < g
0 n=0

como ademis
2-n—l p-n
le I|P < ¢ 2P [|J f(e)del P + |J
n 0 2—1’1

o, f(vatl P

-n-1 Pt

2
;o 2°P |J £(t)dtl P J ., p(oat <
n=0 0 2

© -n 2-“

2
< AJ 2mP IJ _aoy £(B)dtIP J a1 (Bt
n=0 27" 2

por el lema 4 tenemos que
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.
J Q gi(t))"/2 p(t)dt < C J (g(t)I P p(t)dt
0 n=0 0

Veamos ahora la otra desigualdad:

Como 1g(t)l < lugl + .o+ lol si 2l <ce<2®
resulta
1 o a P
J lg()IP p()dt < § (I 1u1)P J Lo P(t)at <
0 _ n=0 j=0 3 27 ?

-n
©

< A] lulP wat < AT (5 wDHP/?
< A I J p(t)dt < A ( B
n=0 ©° o0t n=0 j=0

-n 1

2
: Jz—n—l p(t)dt = A JO(ZQE(t))p/z p(t)dt

donde hemos usado nuevamente el lema 3.

Hemos demostrado entonces el teorema para las funciones g y h.
(Cabe observar que con esta misma técnica se podria demostrar el
teorema para funciones caracteristicas de intervalos diddicos sin
usar la hipétesis de que ¢ es creciente o decreciente).

Probaremos ahora que

1 1
] lg(0I® p(nat < ¢ [ 1£@IP p(r)at
0 0

1 1

r o0

[ @ elenP?ema < c | agten®’® e
0 =n=0 0

y desigualdades andlogas para h. N

1 -n -n

o 2 2
J lg(t)IP o(t)dt = 2P ] 2"P |J ocl f(t)dtipj P (B)dt <
0 n 2 2

=0
o 27m P ——

< 2?7 z“P(J o If(t)lpw(t)dt)(I e P lman?t
n=0 72 2
27 n ,-m

¥ Jz—n—l p(t)dt < C ] Jz"“'l L£(t)IP o(t)dt =

n=0
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1
=C J | £(t)IP p(t)dt wusando la condicién A
0
Por otra parte Ign(t)l < Ifn(tﬂ
de donde se deduce la segunda desigualdad.

Veremos ahora que bajo la hipdtesis de que ¢ es creciente (decre-
ciente), existe una funcidn V¥ escalonada, constante en interva-

los de la forma (Z_n_l, 2™™) conn >0 (1-271, 1-27271 y equi-
. y

valente a ella, es decir, existen constantes C1 y C2 tales que
C, v(it) <p(t) < C, v(t) tel[0,1]

En efecto, sea ¢y definida por:

U(t) = w27 h si 2l <y <o n >0

Y(t) = 9 (1-27"1 si1-27"<¢t<1-272"1 1>

Es claro que ¥(t) < ¢(t) ya que ¢ es creciente.

Ademds, si 2771 < ¢ < 27® tenemos

-n+l
p(t) <p(27™ <27 J _pop P(ENde <
2

2—n—1 .
< ¢ 2ot! J p(t)dt' < C w2y = ¢ w(e)
. ,

donde hemos usado el lema 1 y el hecho de que ¢ es creciente; en
forma completamente andloga vemos que ¢(t) < C ¥(t) si

1-270 <t <1-2771 5>,

Observemos que para que u(t) sea de la forma

2n+1_

u(t) = §
k=2

1
a2 V(B

es necesario y suficiente que u(t) sea constante en los interva-

k k+1
2n+1 ’ 2n+1

valos de la forma ( ) si k 2 0 y que su integral sobre

intervalos de la forma (5— , kil) séa nula.
2" 2"
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Veamos que la funcidn (fn -g - hn) wl/P verifica estas condi-

n
ciones. En efecto:

fn -8, - h =20en los intervalos (0,2™™) y (1-27%,1)

por otra parte, ¥ es constante en los intervalos (5— , E‘—"-l) si
= 2t 2"
1 < k < 2"-1. Obviamente la integral es nula en (E— , kil); lue-
2® ¢

go resulta que

/P - g - m1 = WHPE - g - b))

n n

Podemos usar, pues, las desigualdades de Paley para obtemner

1 1
I 0 (’fn-gn-hn);‘)(t))p/2 y(t)dt J | (F-g-h) ()1 P ¢(t)dt
0 n=0 0

Ih

Yy entonces
1 ' 1
jo(z (£_-g_-h )2()P/2 p(t)de = jol(f-g-h)(t)up o (t)dt
.

en virtud de la equivalencia entre ¢ y V.

Finalmente tenemos

1 1
J @ fhenrtar< o (| @ Eprggn 20?2 wierae »

0 n=
1 v 1 -
+ J g g2@NP’? p(t)ae J q R2))P/2 p(tyat] <
0 n=0 O 0 n=0 ¢ )

1 1 1
< ¢ [I | f-g-hl P (t) v(t)dt + J lg(0)IP p(t)dt + J |h(t)|P¢(t)dt]<
0 0 0

1 1

- c” £ P p(t)dt + J ()P p(t)dt + J Ih(e)l P sp(t)dt]<
= 0 0 0

. 1
< ¢ j LE()IP o (t)dt .
' 0

donde hemos usado las desigualdades demostradas y otras triviales,
quedando asi demostrada una parte del teorema.

Para la otra, observemos que
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1 1 1
J L£()IP p(t)dt < C [[ | £-g-hl P(t) w(t)dt + J lg(t)l Pp(t)dt +
0 0 0

1 1
® 2 /2
. Jolh(t)lp e(nan]< [f0<zn=o(fn‘gn'hn> OIEOLLE

1 1

T 2.04yp/2 . 2 2. . p/2 <
+ J0(2n=0 g, () p(t)dt JO(Zn he (1)) w(t)dt)}

1 1
° 2 p/2 *® 2 p/2
<C [Igzn=o £(t)) p(t)dt + jo(zn g, (t)) e (t)dt +

1

o

1
® 2 p/2 < 2 p/2
+ J0(2n=o h (t)) w(t)dt]< C Jo(z . £2(t)) v (t)dt

n=

y el teorema queda completamente probado.

TEOREMA 2. Sea ¢ creciente o decreciente en [0,1] y tal que veri-
fiea Ap, 1 <p <o SeaneNy sn(t) la suma parcial de orden n de

£ e 10,11 tal que J° Ic
k=0

k| < o ., Entonces

1 1
J I's_(t)IP p(t)dt < C J I£(t)IP p(t)dt
0 0

n n
Demostracidén. Supongamos n = 2,1 + 2 + .00+ 2 A, y sea

g(t) = £(t) v_(1).

Entonces se tiene la siguiente igualdad (ver [1]):

s, () ¥ (t) = gnl(t) MR gnx(t)
Si usamos el teorema i, resulta que
1 1
J I's (£)IP p(t)dt J lg. (£) + ... + g ()P p(t)dt <
0 o ™M o)

1 1
< c J @ () + ...+ g2 @2 prae < c j (0 g2anr/,
0 1 A 0 n

1 1
. p(t)dt <C J lg(t)IP p(t)dt = C J I £(8)IP p(t)dt
0 0
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que es lo que queriamos demostrar.

PARTE 11

En esta seccidn veremos algunos ejemplos de funciones de peso pa-
ra las cuales vale el teorema 1 dado -en la parte I. Es facil ve-
rificar que los pesos utilizados por Hirschman en [2] son casos

particulares de los mencionados en este trabajo; en efecto, los
o
pesos en ese caso son de la forma x°, donde a es tal que

T o< o1- 1
P P

Como ejemplo de generalizacién, veremos que la funcién de peso
¢ (t) definida por

o(t) = n® si 2% <t< 2™
donde o € R , es una de las mencionadas en los teoremas 1y 2.
Es obvio que la funcién ¢(t) asi definida es creciente o decre-

ciente, seglin o sea positivo o negativo. Veamos entonces que cum-
ple la condicidn Ap.

Para ello consideremos primero el caso en que a > 0.

La condicidn Ap es:
' 1
(J ¢(x)dx)(f " P’l(x)dx)P‘l <c|1IP
I 1

veremos que se cumple en el caso de ser I un intervalo de la for-
ma [0,2”%]. En este caso tenemos:

-n 5,k

2 o [ ka
[ ewoax = [ v =1 -
0 k=n+1 ‘2 k=n+1 2

_ 2n x® o K

" <t “k
k=n+l1 2 k=2n+1 2

Ahora bien
2n ki < 2% n®

k=n+l 2
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o

por ser a > 0, y dado que zk/Z < C si k € N, se deduce que
== =<cC Z — < —— = C —
k=2n+1 2K k=2n+1 2X/2 ,2n/2 on
Por lo tanto:
2~ o o
J p(x)dx <c &2 + ¢ 1 < ¢
0 20 oD o0
Por otra parte
R __%T © 2—k _____i_l_
J ¢ PTh(x)dx = ] J g @ P leodx =
0 k=n+l /2
[¢]
o “p-1 . m __a
= k - < n p-1 Z 1_k = n p-1 1_
k=n+1 2 k=n+1 2 o0

.donde hemos usado que o > 0. Usando las acotaciones obtenidas,
queda
-n -n 1 -

2 2 -— o 1
( ee)ax) ([ v PleoanP Tt <c B (Bl el ¢ (Lye
0 0 2" 2 2"

que es lo que queriamos deducir.

Si ahora I = [a,b] es un intervalo general, tenemos tres casos
posibles:

i) Existe n € N tal que 1 < a<b < !

20 gn-1

.. ) . 1 < 1..< < 1
ii) Existe n-€ N tal que 5311 <a< Jn <b Jn=1

1ii) Existe n € N tal que a <

Veamos cada caso separadamente.

Caso 1)

En este caso la funcidn ¢ es constante en el intervalo I y se
tiene

Y
(J ¢(x)dx)([ ¢ P lxyax) Pt -
I I
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Caso ii)

n

I p(x)dx = JI/ p(x)dx + Jb p(x)dx = (n+1)“(l_—a) + na(b-l_)
1 a 1/2" 2" 2"

Pero como o > 0, tenemos que n% < (n+1)% y por lo tanto

[oeax <niCg -+ - Ly) = (e)® (b-a)
I 2 2

Anidlogamente:
1 o

‘J ¢-;:T(x)dx < n-;:T (b-a)
1

y entonces
1

o

( ¢(x)dx)(J 2P a0 ! < (e (b-a)in Pl (b-a) Pt -
T I

- @D o-a)?

Dado que (Q%l)a < 2%, obtenemos el resultado.

Caso iii)

1

1
n+l <b-a <

zn—l

Aqui es

1

(jlw(x)dx)([I¢'5:T(x)dx)v-1 <(

0

y entonces

-n+1 2-n+1 __l_
¢(x)dx)(j o P lx)ax) Pl <
0

<c (27™4HP < c[4b-a)IP < C (b-a)?

y los tres casos quedan completamente terminados; es decir, ¢

cumple Ap si a > 0.

Si ahora « < 0, recordemos que si Y verifica AP’ entonces

1

v Pl verifica Aq, donde % +

Q=

tonces tomando ¥ = ¢-(p_1).

1; el resultado se obtiene en-
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