
Revista de la 
Union Matematica Argentina 
Volumen 26, 1972. 

DOS DESIGUALDADES EN NORMAS 

CON PESOS PARA SERIES DE WALSH 

Por E. O. Harboure yN. E. Aguilera 

INTRODUCCION. El proposito de este trabajo es demostrar desigual
dades en norma LP con peso entre una funcion y su serie de blo

ques lacunares de Walsh asociada. Desigualdades de este tipo fue
ron obtenidas por Paley [ 1], en el caso del peso 1 y Hirschman 
[2], en el caso del peso xa, con condiciones sobre a. En el pre

sente trabajo se demuestran las desigualdades para funciones de 
peso crecientes 0 decrecientes que cumplen la condicion dada por 

Muckenhoupt en [3]. 

Mas precisamente, denotemos por cfJ n el sistema de funciones de 
Rademacher: 

cfJn(t) = sg sen(2nwt) n;;;'O,O';;;t';;;1 

y por ~n(t) el sistema de funciones de Walsh: 

y 

~n (t) = cfJ (t) n 1 
cfJ (t) n. n = 

J 

Es conocido que el sistema de Walsh es ortogonal y completo en 

L 2 ([ 0,11 ,ll), donde 1l es la medida de Lebesgue del intervalo [0,11 
Sean entonces ck los coeficientes de Fourier-W~lsh de 

f E L 1 ([O,1]): 

Si ahora 
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Resulta: 

fCt) - l ck ~kCt) = l f Ct) 
k=O n=l n 

donde el ultimo miembro es 10 que llamaremos la serie de bloques 
lacunares de Walsh asociada a f. 

Se trata de ver que condiciones debe cumplir una funci6n de peso 

~ para que valgan las desigualdades: 

A fol IfCt)1 p ~Ct)dt < fl Cl- f2 Ct ))pli ~Ct)dt < 
o n=-l n 

< A' f: I fCt)1 P~Ct)dt l<p<oo 

donde A Y A' son constantes que dependen s6lo de ~ y p. 

El teorema 1 muestra que dichas desigualdedes val en en el caso 

de ser ~ creciente 0 decreciente y verificando la condici6n 
1 

Cf /' (t)dt) Cf /' Ct) - P_l/- 1 < A I II P 

donde I es un subintervalo de [0,1]; I II indica su medida de 

Lebesgue y A es una constante dependiente s6lo de ~ y p. 

A: 
P 

El teorema 2 se obtiene como corolario mas importante de aquel 
teorema, y establece que las sumas parciales tienen norma Ccon 
peso) dominada'por la norma de la funci6n, en otras palabras si 

entonces 

f: I snCt)1 P ~Ct)dt < c f: I fCt)1 P ~Ct)dt. 

si ~ cumple las condiciones anteriormente citadas. 

El lema 2 es particularmente interesante, ya que muestra la ana

logia existente entre las integrales II ~Ct)dt y expresiones del 
k 

tipo pk donde 0 < p < 1, yentre fly Rk con R >1. 
I ~ Ct)dt 

k 

Finalmente, en la parte II se analizan algunos ejemplos. 
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PARTE I 

Para establecer el resultado necesitaremos los siguientes lemas: 

LEMA 1. Si ~ cumple A para algun p> 1; I, I' son intervalos en 
p 

1 [ 0,1], tales que I C I I Y I II "2 I I I I , entonces 

donde C no depende de I ni de I'. 

Demostracion. Por la desigualdad de Holder tenemos: 

1 

I II p ~ (f / (x)dx) Cf / (x) - p-1 dx ) p-1 

luego 

J I f~ (x)dx 
~ 

lI~(X)dX 

1 

(Jlf~(X)dX)(JI~(X) -~ dx)p-l 

I II p 

1 d I f~ (x) dx) (L f~ (x) - p-1 dx ) p-1 
~----------~~---------------- ~ C.2 P 

I II p 

Observacion: Si ~ verifica A , entonces ~ p-1 verifica Aq , 
p 1 

1 1 - p-1 donde - + - = l' luego vale el lema para ~ p q , 

En los lemas 2, 3 Y 4 usaremos la siguiente notacion: {Ik}kEN in

dicara una sucesion de intervalos encajados, contenidos estricta-
. '+1 

mente uno en el otro, y de la forma Ik = [~, ~l , verificando 
2 2 

I Ikl = 2 I I k+ 11 ; por otraparte, {Ik}kEN sera una .familia deduci-

da de una de la forma {Ik}kEN' donde Ik = Ik - I k+1 , es decir, 

son intervalos diadicos rampantes que forman un cubrimiento del 

[0,1] y con medida 1/2k. 

LEMA 2. Si ~ cumple Ap y r > 0, entonces se tiene: 

i) A 

cJ Ik~ (x) dx) r 
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Demostraci6n. Sea a > 1 tal que ~a cumple A . (La existencia de 
p 

un tal a fue probada por Muckenhoupt en [ 3] ). Probaremos que: 

donde 1 + 1 
a a' 

1,IC[O,1]. 

En efecto: 

I I11/a'l II pia 
~~--~~----~ ~ 

a .E.=l. 
(J/(X) -P-ldx) a 

~ c J / (x) dx 

usando A Y Holder. Notar que la desigualdad de Holder da 
p 

y (*) da la desigualdad inversa. 

Veamos i): 

usando (*). 

k 
~ c L 

j =0 

Si ahora usamos el lema 1 y que Ik' C I~ para j ~ k 
J 

k 
~ C L 

j=O 

C 
k L zjr/a' 
j=O 
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Usando nuevamente el lema 1 y la desigualdad de Holder tenemos 

c k L 2j r I a I .;;;; 
C 2kr/a l 

j=O 

C 

(J 1/ (x) dx) r 

Veamos ahora ii). De la desigualdad de Holder y el lema 1 se tiene 

L 
k=j 

C L 
k=J 

L 
k=j 

2kr/a l 

En forma analoga a la demostraci6n de i) obtenemos 

y usando ahora (*): 

C 

(J I .<pa (x)dx) rIa 

J 

C(I <p(x)dx)r 
1. 

J 

con 10 que el lema queda demostrado. 

LEMA 3. Sea <p verifioando Ap' Sean r,s E R, 0 < r, 5 <~, a k ~ 0, 

kEN, Y S + as a O + ... k 

entonoes L A~ J <p(x)dx';;;; 
k=O Ik 

C L a~ J <p(x)dx 
k=O Ik 

donde C depende solamente de r, 5 y <p. 



Demostraci&n. Sea 

Debemos probar entonces que 

.. 
I 

k=O 

Consideraremos dos casos: 

a) 1 <!. < 00 s 

Caso a): Tenemos que 

k 
(f lP(x)dx)s/r 

Bk = I b. 
Ik 

j=O J (J 'I' (x)dx) sIr 
1. 

J 
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b) 0 < !. <; 1 s 

k 
b~/s(J lP(x)dx)s/r 

" [ I 
J Ik 

j=O () lP(x)dx)s/r 
1. 

J 

k 
[ I ( 

j=O 

f 1/ (x)dx 

J 'I' (x)dx 
1. 

l-.!!. 
)s/r] r 

J 

sIr 

aplicando Holder. Usando ahora la parte i) del lema 2 tenemos: 

luego 

JI/(X)dX 

J lP(x)dx 
I j 

sir 
) s Ir ] 

.. I .. k rls fI/(X)dX 

J 1.'1' (X,) dx 

J 

sIr 
I B~ s <; C I I b j ( 

k=O k-O j=O 
) 

b~/s 
.. JI/(X)dX sIr 

b~/s .. C I I ( 
J lP(x)dx 

) <; C I 
j-O J k-j j-O J 

I. 
J 
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en virtud dLc lema Z parte ii). 

Caso b) : 
k 

I 
j=O 

luego 

I Br / s ,;;; I I b:/ s 
k=O k k=O j=O J 

I b:/ s I 
J Ik<P (x) dx 

j =0 J k=j 
J1.<P(X)dX 

J 

como queriamos demostrar. 

LEMA 4. Si <p verifica A 
p' 

0 < r, 

JI/(X)dX 

Jr.<P(X)dX 
J 

JI/(X)dX 

fI.<p(X)dX 
J 

,;;; C I 
j=O 

b:/ s 
J 

s <00 , a k ;;;. 0, kEN Y 

AS I s entonces existe constante C depende a. , una que k J j=k 

s, <P y P tal que 

I A~ Zkp J <p(x)dx';;; A I a~ Zkp J <p(x)dx 
k=O Ik k=O Ik 

de r, 

Demostracion. Es analoga a la del lema anterior, usando en este 

caso que 

y I 
j=k (Zpj J <p(x)dx)s/r 

r. 
J 

A 

(ZPk J <p(x)dx)s/r 
Ik 

desigualdades que resultan del lema Z ( i), ii) respectivamente), 

notanda que Zpk J <p(x)dx ~ 
Ik 

1 

(J <p-p-1(x)dx)p-l 
Ik 

-l/p-l Y que <p 



verifica A . 
q 

1 so 

TEOREMA 1. Si ~ es una funcion creciente (decreciente) en [0,1] 
que verifiea A y si f E L1([0,1]), entonces existen constantes 

P 
C y C' dependientes soZo de ~ y p taZes 

1 

que 

1 

C fo If(x)IP ~(x)dx ,,;; fo ((=-1 
1 

,,;; C' fo If(x)1 ~(x)dx. 

siempre que aZguno de Zos miembros exista. 

Demostracion. Sin perdida de genera1idad podemos suponer que 
1 

Co fo 1/1 0 (t) f(t)dt = ° 
Definimos: 

z-n Z-n 

jl Zn rp n (0) fo 
f (x) rpn(x)dx Zn 

fo 
f (x) rpn(x)dx n 

1 

'Y Zn rp n (1 ) f 
f (x) rpn(x)dx _Zn f f (x) rpn(x)dx n 

1_2- n 1_2-n 

y sean 

g (t) 

h (t) L h (t) 
n=O n 

Se puede ver faci1mente que gn(t) = jln para ° < t < Z-n-l , 

gn(t) 

hn(t) 

Y h n (t) 

° s;i t 

'Y si n 

< 1 - Z-n, 

1 - Z-n-l 

h n (t) = -'Y si 1 -n 
Z-n < t < 1 - Z-n-l 

< t < 1. 

Demostraremos primero e1 teorema para g y h. Lo haremos 5610 para 
g ya que para h se pro cede en forma ana10ga. 

si Z-n-l < t < Z-n 
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n-l 
l: 

j=O 
J.L. 

J 

n~l 1 ZLI 
l: J Cl: 1/Ik(t)) f(t) tP n (t)dt - J.L n 

j=O 0 k=O 

n-l 
l: 

j=O 

-n 

Zn J: f(t)dt 

Tenemos entonces 

y 

1 

Jolg(t)IP'I'(t)dt 

2- n Z-n 

zP l: n~O Znp I J 2- n- 1 f (t)dtl P J2-n-l 'I' (t)dt 

Luego, por el lema 3 obtenemos 

1 -n 

fo (l::=o g~(t))P/Z 'I'(t)dt ~ C Ln=olJ.Lnl P J:-n-l 'I'(t)dt 

como ademas 

-n-l -n 

I J.Lnl P ~ C Znp [I J: f(t)dtl P + I J:-n-l f(t)dtl p] 

y 
-n-l -n 

Ln=o Znp I J: f(t)dtl P J:-n-l 'I'(t)dt ~ 
-n -n 

~ A L n=O Znp I J:-n-l f(t)dtl P J:-n-l 'I'(t)dt 

por el lema 4 tenemos que 
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1 

f (r~ g!(t))P/2 ~(t)dt ~ C f01Ig(t)IP ~(t)dt 
o n=O 

Veamos ahora la otra desigualdad: 

si 2-n- 1 < t < 2-n 

resulta 
1 

fo' g(t)1 P ~(t)dt 

-n 

• f:-n-l ~(t)dt 

donde hemos usado nuevamente el lema 3. 

Hemos demostrado entonces el teorema para las funciones g y h. 
(C"abe observar que con esta misma tecnica se podria demostrar el 
teorema para funciones caracteristicas de intervalos diadicos sin 
usar la hip6tesis de que ~ es creciente 0 decreciente). 

Probaremos ahora que 

y 

1 1 

fo,g(t)'P ~(t)dt ~ C fo' f(t)1 P ~(t)dt 

1 1 

f (roo g2(t))p/2 ~(t)dt ~ C f (rf2(t»)p/2 ~(t)dt 
o n=O nOn 

y desigualdades analogas para h. 

1 

fo' g(t)IP ~(t)dt = 

-n -n 1 

~ 2P r 2np (f 2 1 f(t)1 P~(t)dt)(f22_n_l~-P-l(t)dt)P-l" 
n=O " 2-n- 1 
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1 

C fol fCt)1 P 'PCt)dt usando la condicion A . 
P 

Por otra parte 

de donde se deduce la segunda desigualdad. 

Veremos ahora que bajo la hipotesis de que 'P es creciente Cdecre
ciente), existe una funcion ~ escalonada, constante en interva-

-n-l -n > -n -n-l los de la forma (Z ,Z) con nay (1-Z ,1-Z ) Y equi-

valente a ella, es decir, existen constantes C1 y C2 tales que 

C1 ~(t) .;;; 'P (t) .;;; C2 ~(t) tE[a,1] 

En efecto, sea ~ definida por: 

~(t) 'P(Z-n-l) si Z-n-l < t < Z-n n > a 

~(t) 'P(1-z- n ) si 1-Z-n < t < 1_Z-n- 1 n > a 

Es claro que ~Ct) .;;; 'PCt) ya que 'P es creciente. 

Ademas, si Z-n-l < t < Z-n tenemos 

-n+l 

'PCt) .;;; 'P(Z-n) .;;; Zn f:-n-l 'P(t')dt' .;;; 

-n-l 
.;;; C Zn+l f: 'PCt')dt' .;;; C 'P(Z-n-l) C ~(t) 

donde hemos usado el lema 1 y el hecho de que 'P es creciente; en 
forma completamente analoga vemos que 'P(t) .;;; C ~Ct) si 

1-Z- n < t < 1_Z-n- 1 n > a. 

Observemos que para que uCt) sea de la forma 

u (t) 

2n+l_l 
I a k ~k (t) 

k=2 n 

es necesario y suficiente que uCt) sea constante en los interva

valos de la forma C2n~1 ' 2::i) si k ~ a y que su integral sobre 

intervalos de la forma (~ k+l) sea nula. 
zn' zn 
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Veamos que 1a funci6n (f - g - h ) ~l/p verifica estas condi-
n n n 

ciones. En efecto: 

f 
n 

o en los interva10s (O,2-n) y (1-2- n ,1) 

por otra parte, ~ es constante en los interva10s (1- k+l) si 
, ' 2n ' 2n 

1 ~ k < 2n-1. Obviamente 1a integral es nu1a en (1- k+l). 1ue-
2n ' 2n ' 

go resu1ta que 

Podemos usar, pues, las desigua1dades de Paley para obtener 

1 1 

f 0:00 (f -g -h )2(t))p/2 ~(t)dt:::: fol (f-g-h)(t)IP Ht)dt 
o n=O n n n 

y entonces 

1 1 

f (( (f -g -h )2(t))p/2 .,0 (t)dt 
o n=O n n n 

fol (f-g-h) (t)1 P .,0 (t)dt 

en virtud de 1a equiva1encia entre I" y ~. 

Fina1mente tenemos 

1 1 

f (Loo f2(t))p/2 dt ~ c [f «( (f -g -h )2(t))P/2 .,0 (t)dt + 
o n=O n 0 n=O n n n 

1 1 1 

~ C [Jolf-g-hIP(t) .,o(t)dt + folg(t)IP .,o(t)dt + folh(t)IP.,o(t)dt)~ 

1 1 1 

~ C(Jolf(t)IP .,o(t)dt + Jolg(t)IP .,o(t)dt + Jolh(t)IP .,o(t)dt]~ 

1 

~ C fol f(t)1 P .,o(t)dt 

donde hemos usado las desigua1dades demostradas y otras trivia1es, 
quedando aSl demostrada una parte del teorema. 

Para 1a otra, observemos que 
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1 1 1 

fo' f(t)1 P \O(t)dt" C [fo' f-g-hl Pet) \O(t)dt + fo' g(t)1 P\O(t)dt + 

1 1 

+ fo' h(t)1 P \O(t)dt)]" c [f ('i"" (f -g -h )2(t))p/2 \O(t)dt + 
o n=O n n n 

1 1 

"c [f~'i:=o f!(t))p/2 \O(t)dt + fo ('i:=o g!(t))p/2 \O(t)dt + 

y el teorema queda completamente probado. 

TEOREMA 2. Sea \0 areaiente 0 deareaiente en [0,11 y taZ que veri-

fiaa A , 1 < P < 00 

P 
Sea n E N Y S (t) Za surna paraiaZ de orden n de 

n 

f E Ll[ 0,1] taZ que 'i"" 1 ckl < 00 • Entonaes 
k=O 

1 1 

fo'Sn(t)'P \O(t)dt" c fo'f(t)'P\O(t)dt 

n 1 + Zn 2 n),. 
Dernostraai6n.· Supongamos n = Z. + ••• + 2 Y sea 

get) = f(t)1/In (t). 

Entonces se tiene la siguiente igualdad (ver (11): 

Si usamos el teorema ~, resulta que 

1 

f 1 s (t)1 P \O(t)dt 
o n 

1 

f ig (t) + ••• + g (t)IP \O(t)dt" o n 1 n),. 

1 

••• + g2 (t))p/2 \O(t)dt" c f «( g2(t))p/2. 
n),. 0 n=O n 

1 1 

• \O(t)dt " c fo' g(t)1 P \O(t)dt c fo' f(t)1 P \O(t)dt 
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que es 10 que queriamos demostrar. 

PARTE I I 

En esta seccion veremos algunos ejemplos de funciones de peso pa

ra las cuales vale el teorema 1 dado-en laparte I. Es facil ve
rificar que los pesos utilizados porHirschman en [2] son cas os 

particulares de los mencionados en este trabajo; en efecto, los 

pesos en ese caso son de la forma x a , donde a es tal que 
. 1 
-- < a < 1-
P P 

Como ejemplo de generalizacion, veremos que la funcion de peso 

~(t) definida por 

~ (t) si Z-n < t -.s;;; Z-n+1 

donde a E R , es una de las mencionadas en los teoremas 1 y Z. 

Es obvio que la funcion ~(t) asi definida es creciente 0 decre

ciente, segun a sea positivo 0 negativo. Veamos entonces que cum

pIe la condici6n A . 
p 

Para ello consideremos primero el caso en que a > O. 

La condicion A es: 
p 

1 

(J ~(X)dX)(J ~-p-l(x)dx)p-l -.s;;; C I II Ii 
I .1 

veremos que se cumple en el caso de ser I un intervalo de la for

ma [O,Z-n]. En este caso tenemos: 

-n 

J: ~ (x)dx 

-k 

~ J2 ~(x)dx 
L 2-k - 1 k=n+l 

+ 

Ahora bien 
2n ka 

Lk=n+l Zk 



por ser el > 0, y dado 

L kel 
C -,;;;; 

k=2n+l Zk 

Por 10 tanto: 

Por otra parte 

-n 1 

J: .p-P-1Cx)dx 
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k el 
,;;;; C si kEN, deduce que que 

Zk/2 
se 

L 
1 ,;;;; C 1 C 1 

Zk/2 Z2n/2 k=2n+l Zn 

-k 1 

L J2 .p-P-1Cx)dx 
k=n+l 2- k - 1 

L k 
k=n+l Z 

donde hemos usado que el > 0. Usando las acotaciones obtenidas, 

queda 

que es 10 que queriamos deducir. 

Si ahora I = [a,b] es un intervale general, tenemos tres casos 

posibles: 

i) Existe n ENtal que 

ii) Existe nE N tal que 

-iii) Existe n ENtal que a < 

Veamos cada caso separadamente. 

Caso i) 

_1_< 
Zn+l 

En este caso la funci6n .p es constante en el intervalo lyse 

tiene 
1 

CJr'PCX)dX)CJr'P-p-1CX)dX)P-l = 1 
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Caso ii) 

f /' (x)dx f
l/2n fb 1 1 

~(x)dx + ~(x)dx = (n+1)~(---a) + n~(b---) 

a 1/2n 2n 2n 

Pero como ~ > 0, tenemos que n~ < (n+1)~ y por 10 tanto 

(n+1)~ (b-a) 

Analogamente: 
1 ~ 

'fI~-P-l(X)dX ~ n- p- 1 (b-a) 

y entonces 
1 

(fI~(X)dX)(fI~-P-l(X)dX)P-l ~ 
~ 

(n+1)~(b-a)[ n- p-1 (b-a)] p-1 

Dado que (n~l)~ < 2~, obtenemos el resultado. 

Caso iii) 

Aqui es __ 1 __ < b-a 
2n +1 

<_1_ 
2n - 1 

y entonces 

1 -n+1 -n+1 1 

(fI~(X)dX)(fI~-P-l(X)dX)P-1 ~ (f: ~(X)dX)(f: ~-p-1(x)dx)p-1 ~ 

Y los tres cas os quedan completamente terminados; es decir, ~ 

cumple A si ~ > 0. 
p 

Si ahora ~ < 0, recordemos que si ~ veri fica A , entonces 
p 

1 

~-p-1 veri fica A , donde 1 + 
q p q 

1; el resultado se obtiene en-

tonces tomando ~ = ~-(p-1). 
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