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SOBRE LAS LEYES DE CONSERVACION DE UNA TEORIA GENERAL
DEL CAMPO UNIFICADO

por Fernando G. Basombrio

ABSTRACT. Conservation Laws of the 'zero divergence" type are de-
duced, corresponding to the A. Einstein's Unified Field theory
and some of its generalizations.

Starting from the Lagrangian (1), (2) we get the conservation law

(20), where AE is given by (19).

In the last part we analyse the changes on the form of AE origi-

nated by ''divergence transformations' of the Lagrangian, and we
obtain as a particular case the well known expression of the ener
gy-momentum pseudo-tensor of the General Relativity in the ab-
sence of mattér.

1. INTRODUCCION. Se trata de deducir las 'ecuaciones de conserva-
cién" correspondientes @ la teoria del Campo Unificado de A.
Einstein ampliada por L. A. Santald [5] que tiene en cuenta, para

la constitucién del Lagrangiano, al tensor de segundo rango mas

eneral que depende solo de la conexién I% no necesariamente
q p i

h
simétrico) y de sus derivadas de primer orden, siendo como fun-

cidén de las F?h a lo sumo de segundo grado,

ih r r . of _ ih ih _ ih
L(G™; Aqs, Aqs,l’ ng,t) F.. G con G /Tglg 4D)
- m _ AR m q r
Fop = eRop + B 4 = Bhn,i) * YSingm * 885y Spq *
m
* eSS, T uSy Sy t VS Sy (2)
donde
m _ 1,m m _1,.m m _
An = 70gn + Thy) > Sy = 7Ty ~ Thy) » S5 = Sy
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Los coeficientes a, B,..., v son constantes. El punto y coma in-

. N Py . P m
dica derivacidn covariante respecto de la conexidn I+ La coma

h
indica derivacidén ordinaria.

2. RESULTADOS CONOCIDOS EN RELATIVIDAD GENERAL.

Se resumird previamente la aplicacidn del método a la obtencién
de las ecuaciones de conservacién bien conocidas de la Relativi-
dad, al solo efecto de facilitar la interpretacidn posterior de
identidades andlogas de la teoria general.

La densidad de Lagrangiano es suma de las densidades correspon-
dientes a la materia y al campo gravitatorio ([3], [9])

.. ) e
L= L@ @5 g% + Lo(g™"s gt =
i i 4 ik, ik

= /Mgl [A(®Y; @' ) + G(g™™; g*)] (3)
ok 161k L

i k . ik £ £
@', ¢g**: potenciales, G = gt ({?Z}{km} - {ik}{?m}) (4
A: Lagrangiano correspondiente a la materia.

La '"accidn'" es entonces

- _ 1 ¢ 1 2 3
s-sm+sG-CJDde/\dx A dx“° A dx (5)

donde c representa la velocidad de la luz, y D es un dominio cua-
dridimensional del espacio-tiempo.

2.1. Ecuaciones de conservacidn.

Llamaremos '"ley de conservacidn" solo a aquellas relaciones que
sean del tipo '"cuadridivergencia nula", que son las que efectiva-
mente llevan a la conservacién de una cierta magnitud integral
por aplicacién del teorema de Gauss.

Se usard el método general descripto en [2], (Teorema de Noether),
que permite obtener para cada transformacidén de simetria del La-
grangiano, una identidad de conservacién.

Si designamos en general con ¥*(x) (a=1,...,m) a las expresiones

en coordenadas de los potenciales de campo, y con w; (k=1,...,n)
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a sus derivadas parciales, (es decir L(xk, e, ¢E)), una transfor-
macidén del tipo

k k

x'" = £7(x) s V") = FPY(x) .x) (6)

se llamardn "de simetria', cuando deja invariantes a las ecuacio-
nes del campo y a la expresién de la accién. Si los potenciales
satisfacen tales ecuaciones, si se consideran en lugar de las (6),
transformaciones infinitesimales del tipo

xtBoa xRk gk oty = gt )+ 8 v () (7)

y si la dependencia funcional del Lagrangiano respecto de sus pa-
rdmetros es invariante, se demuestra ([2]) que debe cumplirse la
relacidén del tipo conservacién,

(ay e+ B 8 v =0 (8)
donde
k k 9 o k aL
Ay = L&, - — ¢ B® = — (8")
2 a Ay L o a‘l’i

Consideremos ahora en Relatividad General al subgrupo del grupo
total de transformaciones infinitesimales de coordenadas,

x€ s xrk oo xRy Ek , 8 v* =0 (9)

gk: constantes pequefias, arbitrarias.

Es sabido que G no es invariante para el grupo total, pero si pa-
ra este subgrupo. Se verifica entonces fiacilmente, que (9) es u-
na transformacidén de simetria para el Lagrangiano dado en (3). A-
plicando (8) queda

£

£7 A =0 para todo &~ = AE k= 0 (10)

que para (3) da las bien conocidas leyes de conservacidén (ver [ 3]
pag. 388 y [9] pag. 270)

[/Tgl (T}Z + t},f)] L= 0 (11)
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TX = A8k - A - @% ': Tensor energia-impulso de:la:materia. (12)"
2 ¥4 PP ,2
sk :
K o olg i f
MTglt, =L, &, - g%, (no) pseudo-tensor energia-impulso
L G 2 PR , 2
,k - del campo gravitatorio. (13)
2.2. ldentidades adicionales.
Si se considera la invariancia de 1a accién
s =lJL ax® A ax! A ax? A ax® . (14)
m Cpym .

para cambios infinitesimales generales de coordenadas tipo (7)
(ademds & y sus derivadas hasta el orden dos inclusive, nulos en
la frontera de D), teniéndose en cuenta que los @i satisfacen las
ecuaciones eulerianas dé la materia se obtienen las identidades
(ver [3] pdg. 347 y 348)

k = 1 9 k 1 kL
Ty, = —— — (MTglT) - 5g,, . T =10 (15)
l,k /]—‘g| axk 1 7 kz,l .

con
aLm aLm
gg;k . (16)

— _ 2
ik a2 5 ik
ox™~ og )

que es equivalente a (12) (ver [3]), pero simétrico.
(15) es solamente una generalizacidén a espacios curvos de la ley
de conservacién en Relatividad Especial (*).

3. ECUACIONES DE CONSERVACION DE LA TEORIA GENERAL DEL CAMPO
UNIFICADO. )

Pasemos ahora a efectuar un desarrollo andlogo para las ecuaciones
propuestas por L. Santald en [5].

Considerando variaciones de las magnitudes, nulas en la frontera

(*¥) Si se procede analogamente con S se verifica que las ecua-

G’
ciones respectivas (l5) se satisfacen identicamente ([ 3] pig.
379). Esto estd ligado al hecho de que, el tensor de Ricci ha
sido elegido de forma tal que las ecuaciones de la gravita-

cidn sean compatibles con las identidades (15).de la materia.
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de D, arbitrario, la variacidn de la accidn que en general es:

8S = J cih 5F.. ax® A ax! A ax? A ax3 +
) ih

¥ J F, 86™" ax® A axt A ax? A ax? -

D

|
o

(17)

suministra respectivamente para cada integral las ecuaciones de
campo dadas en [5].
Kgs =0 s F =0 (18)

donde Kgs estd por una compleja expresidén de los argumentos del
Lagrangiano (1).

3.1. Ecuaciones de conservacién.

Aqui también se comprueba en forma inmediata que las (9) son trans
formaciones de simetria para (1), y por lo tanto vale (10). Si se
aplica la expresidén (8) a la densidad de Lagrangiano (1), se obtie
ne por derivacién directa,

t ih st t t ih
Ap = Fyp G 8 —a(Byy p * Sip 06+

+

m m it m it m th
a(Aim,Z * sim,i’_)G - ﬁ(Aim,ZG - Ahm,l’_G )

t ih it
=¥ Si g8 -85y 6 - 12 Sp,e ©

y reagrupando,

t ih ot t t ih
Ap = Fip 67 8p = (@ by, o+ (@y)Sy, ) G +

+

[ (a-8) A?m,z + (@-e) S ] it .

+

6 Se - ¥ S0 6O 19)

que en general, no es un tensor. Puede llevarse a la forma

(*) Notese que con las ecuaciones de campo, el primer_término
del segundo miembro es nulo.
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t _ = ¢t t
Ap = /lgl(Tz + tz)

T: tensor , t: no tensor

de diversas maneras, que dependerdn esencialmente de la interpre-
tacidén fisica a atribuir a T y t.

Las expresiones logradas

At,t =0 (20)

son bien del tipo "conservacién'. Haciendo a=1, B=y=...=v=0, se
particularizan para la teoria de Einstein (1950) ([ 11 Apéndice II).
Identidades distintas del tipo (20) fueron obtenidas para esta
teoria por E. Schroendinger [8] y A. Papapetrou [7], pero las (19)
presentan la ventaja de poderse reducir directamente a las expre-
siones conocidas en Relatividad General (ver punto 4).

3.2. Identidades adicionales.

Para completar el aspecto comparativo de los distintos tipos de
identidades surgidas de las propiedades de invariancia, se agregan
ahora algunos resultados conocidos.

Relaciones en cierta forma correspondientes a (15) han sido dedu-
cidos para la teoria de Einstein por A. Lichnerowicz [4], y para
la teoria general por L.A. Santald [6]. No se presentan, por cier-
to, con estructura de divergencia covariante.

El método de deduccidn no es exactamente el mismo que se sigue en
2.2. Estd basado en la nulidad individual de cada una de las in-
tegrales de (17), debido a la independencia de los pardmetros

Git y F;k.

Partiendo de cualquiera de ellas, se llega a

s 1 Pq -
i,s M qu G,i 0 (z1)
con n_ 1 nj iny _ 1 sn -ij
M, = Z(th G *Ei G7) 2 st G Fij

En el caso a=1, f=y=...=v=0, se reducen a las de [4] y si a su
vez se toma g'J simétrico y r;k los simbolos respectivos de

Christoffel, como lo sefiala A. Lichnerowicz en [4], se obtienen
las conocidas identidades de la Relatividad General en ausencia
de materia,
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A 1 ) _
(Rp -7 Bp R);A =0

donde R.. es el tensor de Ricci.

Tanto (20) y (21) como (11) y (15) son expresiones implicadas por
los respectivos principios variacionales (o las ecuaciones equiva-
lentes de campo) y por 1las propiedades de invariancia. Por lo tan-
to cualquiera de ellas no constituye una relacidén "nueva" respec-
to de la restante.

4. TRANSFORMACIONES 'DE DIVERGENCIA'" DEL LAGRANGIANO.

Es sabido en teoria de campos que 1la expresidn del tensor de ener-
gia-impulsién no es Gnica. Dos tensores de energia-impulsién se
dicen equivalentes si su diferencia es de divergencia identicamen-
te nula.

Por otro lado, si se modifica el Lagrangiano de la siguiente for-
ma

L—>L+QSS s =1,...,n (22)

n: ndmero de variables independientes

donde las @° son funciones que dependen s6lo de las variables in-
dependientes y de los potenciales de campo (transformaciones '"de
divergencia", ver [2]), las ecuaciones del campo permanecen inva-
riantes.

Puede uno preguntarse como variari la expresidén de AZ (8'), por

transformaciones de este tipo. La respuesta se sintetiza en el si-
guiente (*)

LEMA. S7 las funciones nk

(k=1,...,n) dependen sélo de los poten-

ciales de campo Y* (e=1,...,m), entonces los tensores AE del La-

grangiano L y KE del Lagrangiano transformado L = L + st (trans-
’

formacidén que conserva las ecuaciones de campo) son equivalentes.

" En efecto,

(*) Sugerido en la parte final de [2].
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~k _ .k o k 9 o o _ .k k
AIZ-AE+Q,0 82--3—\;&(“’0) \PZ—A£+H£ (23)
k
pero
g
QG = 3_{2 \I/B
Xy a‘pﬁ
y
3 3  ,0q° aqk k
ety L L,y
aye oy ay oy ’ ay?
k k
de donde
HE = g% sk (Qﬁk v %, -9 =0 c.q.d
L,k ,o0k - au® Z),k = Y, 04 , Lk

Por ejemplo, en el caso de la teoria de Einstein (a=1,8=...=y=0)
la férmula (19) se reduce a

- R gibh sk _ k ib m gik

k
Ag = Rip £~ Tin,e

(24)

Si se calcula la expresidn andloga correspondiente al Lagrangia-
no usado por Papapetrou [7] (transformado "por divergencia'" a par-
tir de (1)):

~ _ 4ih _ ih Lo ia L0 %
L=G " Ry - (677 rgy)) o+ Gy )y () (25)
se obtiene
~k _ _ih k ih _a ia O K
Ap =G T Ry 8, = (677 Ty =G Ty 0 -
ih .k ik o ih _k ik o
-G Ty g v 6T Ty, gt (677 Ty - GTTTi0) o (26)

Se comprueba sin dificultad que su diferencia HE es de divergen-

cia identicamente nula.

Esto permite ahora obtener como caso particular de (24) un tensor
de expresidén equivalente a la del %z de la Relatividad General da-

da por Landau y Lipschitz ([ 3] pag. 388):

(*) E1 signo de los dos ltimos té&rminos estd cambiado porque
aqui se usa el tensor de Ricci con signo opuesto al de Pa-
papetrou [7].
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Mgty = /Tgle s + rf 6B - rl ook o ¢

4 im ,42 im ,2 (27)

que es consecuencia directa de (13) salvo constantes.

En efecto. Tanto en [3] pdg. 342 en adelante, como en nuestro pun

to 2. se trabaja no con el Lagrangiano Git R sino con una trans

ih
formacién "de divergencia' de éste,
— _ ik, m 4 L m _ Aik
/TglG = G (riz Tem ~ Tik rzm) = G Rik -
ik £ ik £
i Tid, et (™" rie) x (28)

que resulta ser del mismo tipo que (25).Si entonces se particulari-

simétricos (los T':. resultan
k jk

ser los simbolos de Cristoffel y las ecuaciones de campo, las de
la Relatividad General en ausencia de materia, ver [5]) la (26)
da,

zan (25) y (26) al caso Gih y r;

Tk _ ~ih . a B _ Lo B k _ ~ih Lo k
Ap =6 (i Tap = Tig Ton) 8¢ G 4 Typ Oy *
+gi® 10 gk, gib k _ cik Lo

oo dig £ L Tin ~ 2 Tio
Si, (como se procede en [ 3] pdg. 344) para el segundo y tercer

término del miembro derecho se consideran las férmulas

i _ 9 ik _ i _mk _ _k im
Pri = Tk (In /Tgl) y 8 9=-Thp 8 Toe 8 ’

la simetria de G1¥ r% la expresidon (4), queda entonces,
Y Tie Y P q

“ko_ k ih _k ik o
Ay = /Tgl G &, + 67¢ Tin ~ G p Tig

que es idéntica a la expresidn de %E dada por Landau y Lipschitz
(27).

0 sea, la particularizacidn directa al caso relativista de (19)
y (24) da un tensor AE equivalente al %z de (27), por medio de la

transformacién de simetria (28).

El autor agradece al Profesor Luis A. Santalé (Departamento de Ma-
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