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SOBRE UNA FORMULA DE L. SCHWARTZ

‘Susana Elena Trione

SUMMARY. We obtain a causal (anticausal) generalization (1.7) of
an important formula due to L. Schwartz (cf. [I], p. 258, formu-
la (VII,7314)).

As an application we show that our formula permits to give sense,
in a natural way, to some of the so called "infinities" of quan-

tum electrodynamics (cf. formulas (2.3) and (2.4)).

En esta nota consignamos una generalizacién causal (anticausal)

de una importante férmula de L. Schwartz (cf. [Il, p. 258, £for-

mulas (VII, 7; 14)).

Nuestra férmula (1.7) permite dar sentido, de manera natural, a

ciertos "infinitos" de la electrodindmica cudntica (cf. férmulas
(2.3) y (2.4)).

1. Sea x un punto de R™ de coordenadas X)sXgsenesX o Pondremos

2 2 2 2 2 2

P=x7 +x, + ... +x7 -Xx - X - ... - X , donde
ptq

p+tq = n (0 <p <n); p es el ndmero de cuadrados positivos y q el
ntimero de cuadrados negativos de la forma cuadrdtica no degenera-
da P.

Pondremos también |x|2 = xf + xg oL, xi

Sea N € C. Escribiremos (e > 0)
def
(Pt io)* = 1im (P £ ie|x|®)*. (1.1)
[ )
Se demuestra que las distribuciones (Piio)l son funciones distri-

bucionales holomorfas de XA salvo en los puntos A = -% - k, con

k = 0,1,..., donde estas funciones distribucionales tienen polos
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simples (cf [3], capitulo III).

n

-5
Desarrollemos (P % io) 2 en serie de Laurent, en un entorno del
punto A = k:

P tio) 2 = + A T A -V, 1.2
(P £io) Al £ 1A 000 (1.2)

La distribucién Ao, es por definicién, la parte finita de

n

(P £ io) 2

sién explicita de la distribucidn A

cuando A=k. Nuestro prop6sito es obtener una expre-

Luego hacemos aplicaciones de la férmula obtenida.
De acuerdo con (1.2) podemos escribir
def Bk

A, = PE(P* i0) 2 = lin & ((-K)(P ¢ do)
Ak da

)
NF
>

y (1.3)

Teniendo en cuenta las férmulas (3) y (3') de pdg. 238 de [3] y

antitransformada de Fourier(l), obtenemos

oy gp el g 2050

(Pt io) - L
2m® T+

[SJ1=]

ren) g s io)t (1.4)

donde con Q designamos la forma cuadrdtica

2 2 2 2 2 2
Q = y1 * y2 Foeee ¥ yp B yp+1 yp+2 e yp+q
De (1.3) y (1.4) resulta
2k
PE(P * io) -
LAl 3 2(-5-2)
2 2 .n 2
=1im & [0-10) & 2 2 PN plgrio)t 3. (1.5)
Ak da 2m™ T+

Recordemos ahora la férmula bien conocida (cf [4], p.3, férmula

(4)) ,

(1) La transformada de Fourier de la funcidén f(x) es

F o 2 dff —i(x,y)
(f) = £(y) = n © f(x) dx.
R
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K+l pa+k+1) T(r-K)

T (a+1)

r(-n = L0

De esta férmula y de (1.5) obtenemos

n

Tk ;g qi '% - K+l [d 27220 (A -kl A+k+1
P£ (Ptio) - e x 2270l ‘{ET( )T (- ).
T (A+1) I‘(A+-—)
-1 Hlld | 21F£A—k+i)f(—1+£;iﬁ‘ S
FHEE) v S @i, b e

T(A+1) (x+%)

Si evaluamos explicitamente las derivadas que figuran en (1.6) lo
cual lleva aparejados cdlculos largos pero elementales y que por
eso omitimos, obtenemos tomando. limites para A + k

n -2 Sl qi

-5-k 2 ,-n-2k 2 k+1
PE(P * jo) 2 = T2 e 1) .
I (3+k) k!

[SIE]

n .

2 -n-2k a* k

1g(Q * io)} + =2 e (G0 I
r(% + k) k!

k

-t
i
—
-~
~
Yol
+

io)

' (5+k)
CLFTHQF 100 L 12 1g2 ¢ (Tegre.rpy) + —2— )] (t-m
T ('2—+k)

que es la férmula a que desedbamos llegar.

Interesa observar que como caso particular de la férmula que pre-
cede, (cuando p=n, q=0), se obtiene una férmula equivalente a una
férmula de Schwartz (cf.[I], p.258, férmula (VII, 7;14)).

2. Consideraremos ahora la funcién distribucional

Tia 4T iq n-a 1
. e? o2 ri=53-) 5( 2 %) .
Hm(P * io,n) = o (P £ io) (z.1)
2% 1% ?

donde A € C y —*~ # entero positivo.
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La funcién Ha constituye una generalizacidén causal (anticausal)
del nicleo eliptico de Marcel Riesz (ver [5], p.16).
Se demuestra (cf.[2], Teorema 17, p.39) que las funciones distri-

bucionales pf HZk(P * io,n) son soluciones elementales, para to-

do k,del operador L¥ definido por la férmula

k _ 82 62 32 32 82 32 k
L"={ —S+—S+ ... + — - — - —5 - ... - —5 1}
9 2 9 2 axz sz 8x2 axz
*1 X9 P pt+l pt+2 p+q

Sefialemos que el caso particular del teorema recién citado, co-
rrespondiente a q=1, n=4, figura ya en [ 6}, pp. 555-556.
Se puede probar que si

a) k entero > 1
b) £ entero > 0

c) l[% - k] - % = entero = 0

entonces la expresidn

{HZk(P t io,n)}z (2.2)

no tiene sentido como distribucidén. En cambio tiene sentido la

parte finita de {HZk(P * io,n)}K (en los puntos donde
k-2
{(P £ io0) Z}L tiene polos simples).

Para calcularla basta con aplicar la férmula (1.7) a

n
¥a (k—i)

n n n n
2o Gn-D S-r
(P £ io) - 22 02 2

io) = (P * io) s

+

donde r es un entero > 0.

En el caso particular n=4, q=1, k=1, L*¥ no es sino el clésico o-
perador de las ondas:

O- 32 32 82 82
3 2 3 2 5 2 3 2
X X, X4 X,

y las expresiones (2.2) adquieren la forma

£

{H,(P * io, n=4)}[’ = (F L (ps '10)'1}
4bu

(2.3)

Notemos que HZ(P + io, n=4) coincide con la "delta foténica" de
Feynman, (llamada por los fisicos D°(x)) y que las expresiones
(2.3) coinciden con ciertos famosos "infinitos" de la electro-
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dindmica cudntica (cf.[6] y [7]).

Tenemos en el presente caso, de acuerdo con (1.7),

I g4
et = pf 7 5 (@ £ i0)~ly = L ¢ e/z .
b ‘ 42 "

2 ,m4-2(2-2) (1)L (1)+]

FrliQFio)t™? 1g(QFio)} +
r(L-2) (£-2)!

-2 p-4-2(£-2) (_1y4-2

P I (Fl@Q ¥ io)} .
r) £-2)!
(21g2 + (el e oy s EEBy (2.4)
2 L-2 r (L)

con lo cual hemos dado sentido distribucional (de manera natural,

seglin nos parece), a los "infinitos" (2.3).

[1]

[ 2]

[3]
[ 4]
[5]

[ 6]

[7]

BIBLIOGRAFIA

SCHWARTZ, Laurent, Théorie des Distributions, Paris, Hermann,
1966.

TRIONE, Susana Elena, Tesis doctoral "Sobre soluciones ele-
mentales causales de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales con coeficientes constantes", Universidad de Bue-
nos Aires. Facultad de Ciencias Exactas y Naturales, Buenos
Aires, 1972.

GELFAND, I.M., SHILOV, G.E., Generalized Functions, Vol.I,
Academic Press, New York, 1964.

BATEMAN, Manuscript Proyect; Tables of Higher transcendental
Functions, Mc Graw-Hill, New York, 1953.

RIESZ, Marcel, L'intégrale de Riemann-Liouvifle et Le pho-
btéme de Cauchy, Acta Math. Vol 81, 1949, pp. 1-223.

BOLLINI, C.G., GIAMBIAGI, J.J. y GONZALEZ DOMINGUEZ,A.,
Anatytic, negularization and the quantum theory of fields,
I1 Nuovo Cimento, XXXI, 1964, pp, 550-561.

GUERRA, F., On analytic regularization Lin quintum §ield the-
ory, Il Nuovo Cimento, vol 1 A, serie 11, 1971,pp. 523-535.

Universidad de Buenos Aires
Argentina.

Recibido en diciembre de 1972.



