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SOBRE UNA FORMULA DE L. SCHWARTZ 

Susana Elena Trione 

SUMMARY. We obtain a causal (anticausal) generalization (1.7) of 

an important formula due to L. Schwartz (cf. [11, p. 258, formu­

la (VIl,7;14)). 

As an application we show that our formula permits to give sense, 

in a natural way, to some of the so called "infinities" of quan­

tum electrodynamics (cf. formulas (2.3) and (2.4)). 

En esta nota consignamos una generalización causal (anticausal) 
de una importante f6rmula de L. Schwartz (cf. [Il, p. 258, f6r­
mulas (VII, 7; 14)). 

Nuestra f6rmula (1.7) permite dar sentido, de manera natural, a 
ciertos "infinitos" de la electrodinámica cuántica (cf. fórmulas 
(2.3) y (2.4)). 

1. Sea x un punto de Rn de coordenadas x 1 ,x2 , ... ,xn • Pondremos 

P + ... + x2 
p 

- x2 donde 
p+q' 

p+q = n (O ~ P ~ n); P es el número de cuadrados positivos y q el 
número de cuadrados negativos de la forma cuadrática no degenera­
da P. 

Pondremos también + ... + 

Sea A E C. Escribiremos (~ > O) 

def 
(P ± io)A lim (P ± ie:lxI 2)A. (1 .1) 

e: + O 

Se demuestra que las distribuciones (P±io)A son funciones distri­

bucionales holomorfas de A salvo en los puntos A = -I - k, con 

k = 0,1, ... , donde estas funciones distribucionales tienen polos 
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simples (cf [3), capítulo III). 

_E.- A 
Desarrollemos (P ± io) 2 en serie de Laurent, en un entorno del 
punto X = k: 

_E.- A 
(P ±io) 2 I 

v=l 
A (A-k}v. 

v 

La distribucióri Ao ' es por definición, la parte finita de 

(1 . 2) 

_E._ A 

(P ± io) 2 cuando X=k. Nuestro prop6sito es obtener una expre-

si6n explícita de la distribución Ao' 
Luego hacemos aplicaciones de la f6rmula obtenida. 

De acuerdo con (1.2) podemos escribir 

A 
o 

def -E.-k 
Pf(P ± io) 2 lím d 

A+k dA 

_E.- A 
{(A-k)(P ± io) 2 } (1 .3) 

Teniendo en cuenta las f6rmulas (3) y (3') de pág. 238 de [3] Y 

antitransformada de Fourier(l), obtenemos 

1f n 2(-E.- A) _E.- A +2 qi 2 2 2 re -A} F- 1(Q (P ± io) 2 e· 1f 

(21f)n r (A+I) 

donde con Q designamos la forma cuadrática 

De (1.3) Y (1.4) resulta 

lím 
A+k 

d 

dA 
{ (A - k) re-A) 

+ iO)A , (1 .4) 

Recordemos ahora la f6rmula bien conocida (cf [4], p.3, f6rmula 
(4) ) 

(1) La transformada de Fourier de la funci5n f(x) es 

def J F(O = f(y) e-i(x,y)f(X) dx. 
Rn 
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e_l)k+l re-A+k+l) r(A-k) 

r (A + 1 ) 

De esta f6rmula y de (1.5) obtenemos 

-~-k 
Pf(P±io) 2 

2-1~r(A-k+l)r(-A+k+l) } 

r(A+l) (HI) . 
el. 6) 

Si evaluamos explícitamente las derivadas que figuran en (1.6) 10 

cual lleva aparejados cálculos largos pero elementales y que por 
eso omitimos, obtenemos tomando límites para A + k 

n :¡:2I. qí 
n-2 2-n- 2k e 2 (_l)k+l 

r(~+k) k! 

n :¡:2I. qi -2 2-n- 2k 2 (-1) k 
io)} + n e 

r(~ + k) k! 2 

• [F- 1 (Q 
r 1 (~+k) 

:¡: io)k • {2 192 + (1+-}+ ... +~_y) + 2 }] 
r (~+k) 

(1 .7) 

que es la f6rmula a que deseábamos llegar. 

Interesa observar que como caso particular de la f6rmula que pre­

cede, (cuando p=n, q=O), se obtiene una f6rmula equivalente a una 

f6rmula de Schwartz (cf.[ Il , p. 258, f6rmula (VII, 7; 14)). 

2. Consideraremos ahora la funci6n distribucional 

nía. +21. íq leA-n) -2- -2 r(n-a.) 
H a. (P ± io,n) e e 2 (P ± io)2 2 

n (2.1) 

2a. r (~) 2 n 2 

donde ' E C y n-A ~ t OtO ~ -2- T en ero pOSl lVO. 
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La función Ha constituye una generalización causal (anLicausa1) 
del núcleo elíptico d~ Marce1 Riesz (ver [5], p.16). 
Se demuestra (cf.[2], Teorema 17, p.39) que las funciones distri­
buciona1es pf H2k (P ± io,n) son soluciones elementales, para to-

do k,de1 operador Lk definido por la fórmula 

Lk a2 a2 
+ + a2 

-:z + 2 ... -2 
aX 1 aX 2 ax p 

Señalemos que el caso particular 
rrespondiente a q=l, n=4, figura 

Se puede probar que si 
a) k entero;;;' 1 
b) .e entero;;;' O 

c) .e[~ - k] - ~ = entero;;;' O 

entonces la expresión 

a2 a2 a2 }k 
-2· --2 -2 
ax p+l ax p+2 ax p+q 

del teorema recién citado, 

ya en [ 61; pp. 555-556. 

(2.2) 

co-

no tiene sentido como distribución. En cambio tiene sentido la 

parte finita de {H2k (P ± io,n)}.e (en los puntos donde 
k-E. 

{(P ± io) 2}.e tiene polos simples). 

Para calcularla basta con aplicar la fórmula (1. 7) a 

.e ( k _E. ) _E._ (.e ( !!c_ k ) _E.) _E._ r 
(P ± io) 2 = (P ± io) 2 2 2 = (P ± io) 2 

donde r es un entero;;;' O. 

En el caSo particular n=4, q=1, k=1, Lk no es sino el clásico o­
perador de las ondas: 

a2 a2 a2 a2 
--2 + --2 + --2 - --2 
aX 1 aX 2 aX 3 Clx 4 

o 

y las expresiones (2.2) adquieren la forma 

(2.3) 

Notemos que H:z(P + io, n=4) coincide con la "delta fotónica" de 
Feynman, (llamada por los físicos nC(x)) y que las expresiones 
(2.3) coinciden con ciertos famosos Hinfinitos" de la e1ectro-
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dinámica cuántica (cf.[ 61 y [71). 

Tenemos en el presente caso, de acuerdo con (1.7), 

l n/2 l 4 11 

11 -2 2-4-2(l-2)C_1)l(1)+1 1 o 2 
~~~------~~------- F- {(Q+io)~- 19(Q+io)} + 

r(l-2) (.t-2)! 

+ 11- 2 2- 4- 2 (l-2) (_1)l-2 [F- 1 (Q + 

r(l) (l-2)! 
ion . 

. {2 192 + (1+~ 
2 

••• + 
1 

l-2 
y) + r'(l)}1 

r (l) 
(2.4) 

con lo cual hemos dado sentido distribucional (de manera natural, 

según nos parece), a los "infinitos" (2.3). 
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