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EL GRUPO DE WITT DE CIERTAS CLASES DE ANILLOS DE ENTEROS 

Ignacio Kaplan y Horacio H. O'Brien 

En este articulo calculamos el grupo de Witt del anillo de ente

ros de una extensi6n finita de Q, con la condici6n de que 2 no 
sea una unidad, y que tal anillo sea de Bezout. 
En este trabajo tratamos de generalizar ciertos resultados de 
( 2) • 

Sea entonces K una extensi6n finita de Q, A el anillo de enteros 
de K, tal que 2 no sea inversible en A, y A es un anillo de idea 
les principales. 

1. Denotamos con Q(A) el grupo de extensiones cuadraticas de A; 

dado que 2 no es inversible en A, se tiene por [3) un epimorfis
mo 

dis:Witt(A) ---+ Q(A) ---+ 0 

dis(P,q) = Z(Co(P,q)) 

siendo Z(C (P,q)) el centro de la parte homogenea de grado 0 del 
o 

4lgebra de Clifford asociada. 

Sea M(A) el nucleo de tal homomorfismo;rsigue que el diagrama: 

0 - M(A) ---+ Witt (A) ---+ Q(A) - o · 

1 1 JI 
0- N(A) ---+ H(A) ---+ Q(A) ---+ 0 

1 1 
0 0 

es exacto y conmutativo, siendo las aplicaciones verticales las 

can6nicas y H(A) el grupo de isomorfismos de algebras de Clifford. 

2.1. PROPOSICION. Sea (P,q) un A m6du~0 de rango 4 y disorimi

nan .te 1. Entonoes q admite un aero no trivia~ en toda oomp~eta

taoi6n no arquimediana de K. 
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DemoBtraaion. Sea L una tal extensi6n de K yAel anillode 
v v 

valuaci6n correspondiente. 

Como L es una extensi6n finita de Q , para cierto primo p, se 
v p 

tiene que Br (Av) = O. [1] 

En particular N(Av) = O. Entonces (P ~ Av ' q 8 Av) es un Av m6-

dulo cuadratico de range 4 y discriminante trivial, cuya algebra 

de Clifford es nula. 

Por 10 tanto (P ® Av,q ® Av) 

y obviamente tenemos la tesis. 

2.2. COROLARIO. Si A no eBta aontenido en R, y (P,q) es un A 

moduZo auadratiao de rango 4 y disariminante triviaZ entonaes 

(P,q) es un eBpaaio hiperb6Ziao. 

Demostraaion. Dado que q admite un cero no trivial en toda com
pletaci6n, sigue que q admite un cero no trivial en A [4]. 
Por ser A un anillo de Bezout, (P,q) admite un espacio hiperb6-

lico como sumando directo. [Z] 

Entonces (P,q) = H(A) 1 (P' ,q'), donde (P' ,q') es un A m6dulo 
cuadratico de rango 2 y discriminante trivial. 

Dado que la aplicaci6n can6nica Witt(A) ---+ Witt(K) es un mQ

nomorfismo, se tiene que (P' ,q') = H(A), de donde obtenemos la 

tesis. 

2.3. COROLARIO. Si A eBta aontenido en R, y (P,q) eB un A modu

Zo auadratiao de rango 4 y diBariminante 1, entonaes (P,q) es 
un espaaio hiperboZiao si y soZo si (P 8 R,q ® R) es una forma 

reaZ semidefinida. 

3.1. PROPOSICION. Si A no esta aqntenido en R entonaes Witt(A)

= Q (A) • 

Demostraaion. Es claro que basta demostrar que M(A) = O. 
Dado que todo A m6dulo cuadratico de range mayor 0 igual que 4 

y discriminante 1 admite un cero no trivial en A, basta consi
derar el caso de range 2 y discriminante trivial. 

Pero en tal caso sigue trivialmente que (P,q) = H(A), Y conse

cuentemente tenemos 1a tesis. 

4.1. PROPOSICION. Si A seta aontsnido sn R sntonaee ta aptiaa~ 
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aion aanoniaa M(A) ---+ M(R) es inyeativa. 

Demostraaion. Sea (P,q) un A modulo cuadratico de range 2n y di! 
criminante trivial, tal que (P ® R,q ® R) es nulo en WitteR). 
Si la dimension real de P & R es 2, el problema es trivial. 
Si tal dimension es 4, sigue que q ® R es una forma cuadratica 
semidefinida y por (2.3) tenemos el resultado. 
Finalmente si la dimension es mayor 0 igual a 6, se tiene que q 

admite un cero no trivial en toda completaci6n de K, y por 10 
tanto admite un espacio hiperb6lico sobre A como sumando direc· 
to. 
Iterande el procedimiento tenemos el resultado, pues resulta 
ser (P,q) un espacio trivial sobre A. 

4.2. COROLARIO. Si A esta aontenido en R entonaes existe una 

suaesion exaata de La forma: 

o -+ nZ ---+ Witt(A) -+ Q(A) -+ 0 

donde n es muLtipLo de 4. 

Demostraaion. Es inmediataa partir del heche que M(R) 4Z. 

4.3. COROLARIO. Si A esta aontenido en R entonaes N(A) 0 6 

N(A) = Z2' 

Demostraaion. En efecte, N(A) es un subgrupo de Br2 (A) por 

[3] y en este case es imagen de un grupo ciclico. 

4.4. PROPOSICION. Si N(A) 
sion e::r:aata 

o entonaesM(A) at y z'a 8uae-

o -+ az ---+ Witt(A) ---+ Q(A) ---+ 0 

8e parte. 

Dem08t:roaoi6n. Sea (P ,q) un A m6dulo cuadrhico pe'rteneciente a 
MeA). 
Si el rango de P es 2, sea iv1 ,v2} una base de P y sea 

II C
za zbOl1 la matrizde dq en tal base, donde dq es la for-

ma bilineal asociada a q. 
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Dado que 4ab-c 2 = -1, sigue que x 
q y por 10 tanto (P,q) = H(A). 

- 2v1 + (c+1)v2 es un cero de 

Si rango de P es 4, dado que N(A) = 0, sigue que C(P,q) = 0 en 
Br2(A);entonces por [21 es un A modulo cuadratico trivial. 

Si rango de P=6, sigue que q admite un cero no trivial en toda 
completaci6n de K, y por 10 tanto .10 admi te en A. 

Sigue que (P,q) = (P',q') 1 H(A) , donde (P',q') es un A modulo 
cuadratico de rango 4 perteneciente a M(A}. 
Por 10 anterior se deduce que (P,q) esun espacio trivial . 
Si n=8 

2 0 - 1 0 0 0 0 0 

0 2 0 - 1 0 0 0 0 

- 1 0 2 - 1 0 0 0 0 

0 - 1 -1 2 -1 0 0 0 

0 0 0 - 1 2 - 1 0 0 

0 0 0 0 - 1 2 - 1 0 

0 0 0 0 0 - 1 2 - 1 

0 0 0 0 0 0 - 1 2 

es la matriz correspondiente ·a un modulo cuadratico de rango 
8 y discriminante 1. [ 21 
Por ser (P ® R,q ® R) un R m6dulo cuadratico definido, se tiene 
que (P ,q) -I 0 en Witt(A). 
La primer par t e del teorema se deduce entonces del diagrama 
exacto y conmutativo: 

0- M(A) - M(R) 2Z 

L L 
0 N(A) - N(R) Z2 

1 L 
0 0 

Veamos que la sucesion se parte. 
Sea B un elemento de Q(A), y sea (P,q) un A m6dulo cuadratico 
de rango 2 tal que Z(Co(P,q)) = B. 

Dado que N(A) = 0, se deduce que es el unico m6dulo de rango 2 
(salvo isometrias) con esa propiedad. 
En efecto, sea (P',q') un modulo de rango 2 con discriminante B. 
Sigue entonces que C(P,q) C(P',q') en H(A). 
Dado entonces que rango P = rango P' = 2, sigue trivialmente que 
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C(P,q)(l) = C(P' ,q')(l)' Y obtenemos el resultado parcial. 

En las condiciones anteriores 2(P,q) = 0 en Witt(A). 
Sigue que la aplicaci6n 

Q(A) ---+ Witt(A) 

B ---+ (P,q) definida anteriormente 

es un homomorfismo. 
Para esto es suficiente ver que si Bl Y B2 son dos elementos de 

Q(A) y (P1,ql) ,(P2 ,q2) son las imagenes respectivas, entonces 

(P1,ql).1 (P 2 ,q2) = (P,q) donde este modulo cuadratico es ima

gen de Bl x B2 . 

Dado que (P1,ql) 1 (P 2 ,q2) 1 (P,q) es un elemento de. range 6 en 

M(A) se deduce que es ' nulo en Witt(A). 
Dado que 2(P,q) = 0 en Witt(A) , tenemos la tesis. 

4.5. COROLARIO. Si A esta aontenido en R, N(A) = 0 y Q(A) = 0, 
entonaes Witt(A) = 8Z. En partiauZar,se tiene eZ resuZtado de 
[21 : Wi tt (Z) = 8Z. 

4.6. PROPOSICION. Si N(A) = Z2 entonaes M(A) = Z2' . 

Demostraai6n. De todas las consideraciones anteriores, se deduce 
que M(A) = 4Z 6 M(A) = 8Z. 
Si M(A) = 8Z, entonces el m6dulo cuadratico de range 8, (P,q) 
asociado a la matriz de la proposici6n 4.4 , es un generador 
de M(A). Veamos que esto no puede suceder. 
En efecto, dado que la aplicaci6n M(A) ---+ N(A) es un epimor
fismo, sea (P,q) un A modulo cuadratico de dimensi6n minima, tal 
que C(P,q) # 0 en N(Al. 
Sigue que (P,q) = n(P,q), 10 cual es un absurdo pues obtenemos 
que C(P,q) = nC(P,q) = 0 en N(A). 
Se deduce que rango P • 4, Y obtenemos el resultado. 

4.7. PROPOSICION. Sea A aontenido en R y (P,q) un A m6duZo ou£ 

drdtioo de rango 2. taZ que (P e R,q e R) tiene determinante n! 
gativ,O . 

Entonoes 2(P,q) • 0 en Witt(A) • 

. Demostraoidn. Sigue trivialmente que (P,q) ! (P,q) es unespacio 
hiperb6lico en toda completaci6n de K. 
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Por 10 tanto 2(P,q) admite un cero no trivial en A. 
Sigue entonces que 2(P,q) H(A) 1 (P',q'), donde este m6du10 es 
de rango 2. 
Es faci1 ver que (P' ,q') H(A), Y tenemos e1 resu1tado. 

4.8. COROLARIO. Si A esta aontenido en R, N(A) 
suaesi6n exaata 

Z2' 'entonaes 1.a 

o ---+ 4Z ---+ Witt(A) ---+ Q(A) ---+ 0 

se parte si y s61.0 si no existen m6du1.os de rango 2 auyo deter 

minante sea positivo. 
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