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EL GRUPO DE WITT DE CIERTAS CLASES DE ANILLOS DE ENTEROS

Ignacio Kaplan y Horacio H. 0'Brien

En este articulo calculamos el grupo de Witt del anillo de ente-
ros de una extensién finita de Q, con la condicién de que 2 no
sea una unidad, y que tal anillo sea de Bezout.

En este trabajo tratamos de generalizar ciertos resultados de
[2].

Sea entonces K una extensidén finita de Q, A el anillo de enteros
de K, tal que 2 no sea inversible en A, y A es un anillo de idea
les principales.

1. Denotamos con Q(A) el grupo de extensiones cuadrdticas de A;
dado que 2 no es inversible en A, se tiene por [3] un epimorfis-
mo

dis:Witt(A) -+~ Q(A) + 0
dis(P,q) = Z(C (P,q))

siendo Z(Co(P,q)) el centro de la parte homogénea de grado 0 del
dlgebra de Clifford asociada.

Sea M(A) el nlicleo de tal homomorfismo;‘sigue que el diagrama:

0 — M(A) —— Witt(A) — Q(A) — O -

l | J

0 — N(A) — H@A) —— QA) — 0

| |

0 0

es exacto y conmutativo, siendo las aplicaciones verticales las
candénicas y H(A) el grupo de isomorfismos de dlgebras de Clifford.

2.1, PROPOSICION. Sea (P,q) un A médulo de rango 4 y diserimi-
nante 1. Entonces q admite un cero no trivial en toda eompleta-
taeidn no arquimediana de K.
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Demostracidn. Sea LV una tal extensidn de K y Av el anillo de

valuacidén correspondiente.

Como Lv es una extensién finita de Qp, para cierto primo p, se
tiene que Br(Av) = 0. [1]
En particular N(Av) = 0. Entonces (P ® Av, q® AV) es un Av mé-

dulo cuadrdatico de rango 4 y discriminante trivial, cuya dlgebra
de Clifford es nula.
Por lo tanto (P ® A_,q ®A) = H(A,) 1 H(Av), en virtud de [ 2]

y obviamente tenemos la tesis.

2.2, COROLARIO. 5% A no estd contenido en R, y (P,q) es un A
médulo cuadrdtico de rango 4 y discriminante trivial entonces

(P,q) es un espacio hiperbdlico.

Demostracidén. Dado que q admite un cero no trivial en toda com-
pletacién, sigue que q admite un cero no trivial en A [4].

Por ser A un anillo de Bezout, (P,q) admite un espacio hiperbd-
lico como sumando directo. [2]

Entonces (P,q) = H(A) L (P',q'), donde (P',q') es un A mdédulo
cuadritico de réngo 2 y discriminante trivial.

Dado que la aplicacidn candnica Witt(A) —— Witt(K) es un mo-
nomorfismo, se tiene que (P',q') = H(A), de donde obtenemos la
tesis.

2.3. COROLARIO. Si A estd contenido en R, y (P,q) es un A médu -
1o euadrdtico de rango 4 y discriminante 1, entonces (P,q) es
un espacio hiperbdlico si y sdlo st (P ® R,q ® R) es una forma
real semidefinida.

3.1. PROPOSICION. S7 A no estd contenido en R entonces Witt(A)=
= Q(A).

Demostracidén. Es claro que basta demostrar que M(A) = 0.

Dado que todo A médulo cuadrdtico de rango mayor o igual que 4

y discriminante 1 admite un cero no trivial en A, basta consi-
derar el caso de rango 2 y discriminante trivial.

Pero en tal caso sigue trivialmente que (P,q) = H(A), y conse-

cuentemente tenemos la tesis.

4.1. PROPOSICION. Si A estd contenido en R entonces la aplicar
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eidén canénica M(A) —— M(R) es inyectiva.

Demostracidén. Sea (P,q) un A mddulo cuadrédtico de rango 2n y dig
criminante trivial, tal que (P ® R,q ® R) es nulo en Witt(R).

Si la dimensidén real de P ® R es 2, el problema es trivial.

Si tal dimensidén es 4, sigue que q ® R es una forma cuadritica
semidefinida y por (2.3) tenemos el resultado.

Finalmente si la dimensién es mayor o igual a 6, se tiene que q
admite un cero no trivial en toda completacién de K, y por lo
tanto admite un espacio hiperb8lico sobre A como sumando direc-
to.

Iterandc el procedimiento tenemos el resultado, pues resulta
ser (P,q) un espacio trivial sobre A.

4,2, COROLARIO. S7i A estd contenido en R entonces existe una
sucesidn exacta de la forma:
0 —— nZ — Witt(A) —— Q(A) —— 0

donde n es miltiplo de 4.

Demostracidén. Es inmediata a partir del hecho que M(R) = 4Z.

4,3, COROLARIO. 87 A estd contenido en R entonces N(A) = 0 &
N(A) = Zz.
Demostracidn. En efecto, N(A) es un subgrupo de BrZ(A) por.

[3] y en este caso es imagen de un grupo ciclico.

4.4, PROPOSICION. Si N(A) = 0 entonces M(A) = 87 y la euce-
8i1én exacta

0 —— 872 — Witt(A) -+ Q(A) + 0

8e parte.

Demoetracién. Sea (P,q) un A m6dulo cuadréitico perteneciente a
MCA) .
Si el rango de P es 2, sea fv,,v,} una base de P y sea

2a c

la matriz de d_ en tal base, donde d_ es la for-
c 2b 1 1

ma bilineal asociada a q.
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Dado que 4ab-c2 = -1, sigue que X = —Zv1 + (c+1)v2 es un cero de
q y por lo tanto (P,q) = H(A).
Si rango de P es 4, dado que N(A)

0, sigue que C(P,q) = 0 en
Br, (A) ;entonces por [2] es un A mdédulo cuadridtico trivial,

Si rango de P=6, sigue que q admite un cero no trivial en toda
completacién de K, y por lo tanto lo admite en A.

Sigue que (P,q) = (P',q') L H(A), donde (P',q') es un A médulo
cuadritico de rango 4 perteneciente a M(A).

Por lo anterior se deduce que (P,q) es un espacio trivial.

Si n=8

2 0o -1 0 0 0 0 0
0 2 0 -1 0 0 0 0
-1 0 2 -1 0 0 0 0
o -1 -1 2 -1 0 0 0
0 0 0o -1 2 -1 0 0
0 0 0 0o -1 2 -1 0
0 0 0 0 0o -1 2 -1
0 0 0 0 0 -1 2

es la matriz correspondiente -a un médulo cuadrdtico de rango

8 y discriminante 1. [2]

Por ser (P ® R,q ® R) un R médulo cuadrdtico definido, se tiene
que (P,q) # 0 en Witt(A).

La primer parte del teorema se deduce entonces del diagrama
exacto y conmutativo:

0 — M(A) —— M(R) = 2Z
| |
0 = N(A) — N(R) = Z,

! }

0 0

Veamos que la sucesidn se parte.
Sea B un elemento de Q(A), y sea (P,q) un A médulo cuadrdtico
de rango 2 tal que Z(CO(P,q)) = B.

Dado que N(A) = 0, se deduce que es el Gnico médulo de rango 2
(salvo isometrias) con esa propiedad.

En efecto, sea (P',q') un médulo de rango 2 con discriminante B.
Sigue entonces que C(P,q) C(P',q') en H(A).

Dado entonces que rango P rango P' = 2, sigue trivialmente que
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C(P,q)(l) = C(P',q')(l), y obtenemos el resultado parcial.

En las condiciones anteriores 2(P,q) = 0 en Witt(A).
Sigue que la aplicacién

Q(A) —— Witt(A)
B —— (P,q) definida anteriormente

es un homomorfismo.
Para esto es suficiente ver que si B, v B, son dos elementos de

Q(A) y (Pl,ql) , (P2’q2) son las imdgenes respectivas, entonces

(Pl,ql),l (Pz,qz) = (P,q) donde este mdédulo cuadritico es ima-

gen de Bl X B2.

Dado que (P,,q,) L (P,,q,) L (P,q) es un elemento de rango 6 en
1°9 2292

M(A) se deduce que es' nulo en Witt(A).
Dado que 2(P,q) = 0 en Witt(A), tenemos la tesis.

4.5. COROLARIO. 5S¢ A estd contenido en R, N(A) = 0 y Q(A) = 0,
entonces Witt(A) = 8Z. En particular,se tiene el resultado de
(2] : witt(z) = 8z.

4.6. PROPOSICION. 5% N(A) = Z entonces M(A) = Z

2 2°
Demostracién. De todas las consideraciones anteriores, se deduce
que M(A) = 4Z & M(A) = 8Z.

Si M(A) = 8Z, entonces el médulo cuadridtico de rango 8, (P,q)
asociado a la matriz de la proposicién 4.4 , es un generador

de M(A). Veamos que esto no puede suceder.

En efecto, dado que la aplicacién M(A) —— N(A) es un epimor-
fismo, sea (P,q) un A médulo cuadridtico de dimensién minima, tal
que C(P,q) # 0 en N(A).

Sigue que (P,q) = n(P,q), lo cual es un absurdo pues obtenemos
que C(P,q) = nC(P,q) = 0 en N(A).

Se deduce que rango P = 4, y obtenemos el resultado.

4.7, PROPOSICION. Sea A contenido en R y (P,q) un A médulo cua
drdtico de rango 2, tal que (P ® R,q ® R) tiene determinante ne
gativo.,

Entonces 2(P,q) = 0 en Witt(A).

Demostracidn, Sigue trivialmente que (P,q) 1 (P,q) es un espacio
hiperbdlico en toda completacién de K.
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Por lo tanto 2(P,q) admite un cero no trivial en A.

Sigue entonces que 2(P,q) = H(A) 1 (P',q'), donde este mddulo es
de rango 2.

Es fidcil ver que (P',q') = H(A), y tenemos el resultado.

4.8. COROLARIO. S7 A estd contenido en R, N(A) = Z,, entonces la

sucesidn exacta
0 — 47 —— Witt(A) —— Q(A) — 0

'se parte si y sélo si no existen médulos de rango 2 cuyo deter

minante sea positivo.
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