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SOBRE UN TEOREMA DE R. PALAIS
Y LOS METODOS DE PROYECCION n,{P_ }

Carmen Casas

En esta nota examinamos la relacidn entre un teorema de Palais
[3], reformulado adecuadamente, y un teorema de la teoria de los
métodos de proyeccién I de Galerkin [2]. Mostramos que en el caso
considerado por Palais, de un dlgebra AQ "approximately tame",

a. t., ambos teoremas son equivalentes. En caso de dlgebras A ge-
nerales el teorema de Palais sugiere la introduccidn de un méto-

do de proyeccién que llamamos I y damos para el método n, dos

’ ]
teoremas de estabilidad asi comg un criterio general para que se
verifique T € I,. Previamente examinamos la relacidn entre la
nocién de dlgebra a. t. y la de ideal simétrico mono-normante, y
de paso extendemos el teorema de Palais al caso de bases equiva-
lentes a ortonormales y sustituimos la condicién "tame'" por otra

mis débil vinculada a la nocién de operador casi triangular.

Cuestiones mds finas, tales como caracterizacidén de la clase Tys
caso de bases generales, etc., serdn consideradas en un trabajo

préximo.

El tema me fue sugerido por el Prof. M. Cotlar a quien agradezco
su. generosa ayuda,

1. PRELIMINARES.

1.1. NOTACIONES. En todo lo que sigue H designari un espacio fijo
de Hilbert, {e } una base ortonormal fija del mismo, H el subes-

pacio generado por {el,...,en}, P_ la proyeccidn ortogonal de H

n
sobre Hn, B(H) el espacio de los operadores lineales acotados

A: H — H con la norma usual [Al, K, = {K &€ B(H); dim. K(H) = n},
K= U Kn, y ®, el espacio de los operadores X € B(H) compactos

n=]l .
con la misma norma IXl. Si A es invertible y {wj} = {A ej}, en-

tonces {wj} se llama base equivalente a ortonormal; poniendo
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n ®
P! x = j£1C5 95, six = j£1c5 #;» vale P! = A P AT m
En algunas situaciones mids generales consideramos en vez de {en}
una base {¢n} equivalente a ortonormal con {P;} en vez de {Pn}.
Observemos que an — x, ¥Yx € H, o sea Pn — 1 fuertemente pero
no en norma. Sin embargo se tiene (cfr. [3] pig. 274):

1.1.1. si an — x, Yx €H, IP I <1, entonces IP.A - Al —> 0
y IIAPn - Al — 0 para todo A € Q_. ’

A € B(H) se dice triangular (respectivamente casitriangular) res-
pecto de la sucesién {Pn} (cfr. [41,[5]) si PnAPn -PA=0 Vn.
(respect. lIPnAPn - Pnﬂ — 0).

Si A € @, entonces, por 1.1.1, la Gltima condicién HPnAPn-PnAH+0
equivale a |IP AP - AP I — 0.

Para todo A € @_ indicaremos con {s.(A)} a 1la sucesién de los ni-
meros de Schmidt de A (cfr. [1]) de modo que

AXx = j§1 sj(x, wj) LR P sj(A) 2)

donde {wj} (resp: {wj}) es una base (sistema) ortonormal.
Si ¢ = {¢ = (zj) €cyt £; = 0 desde un j} (3)

e(g) = Q(EI,EZ,...) es una funcién normante simétrica definida

en ¢ (cfr. [1], cap. III), y si
Cp = {g = (gj) [S c:ﬂgHQ = szp @(al...gn,o...O) < =} (4)

indicaremos con Q, = {X e nw:{sn(x)} (S cQ} al ideal normado si-
métrico asociado a ¢, con

IXh, = I{s (X)H, (5)

Si A € a_ es dado por (2) y si Qn es el proyector ortogonal so-
bre el subespacio {vl,...,wn} designemos con

n
= = . v . 2
A =QA jzl FICT (2a)
Se tiene entonces [ 1] que

Ei? 1A - Kig = 1A - An'@ = @(sn+1(A),sn+2(A),...) (6)
n
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inf A - KH¢= lim ¢(sn+1(A),sn+2(A),...) (6a)
KeK n-+>w

1.2. LA CONDICION TAME. A C B(H) designard un 4lgebra de Banach de
operadores, cuya topologia es mds fina que la inducida por la de
B(H). B(Hn) designard la subélgebrf de B(H) formada por los ope-
radores A tales que A(Hn)=Hn y A(Hn) = 0, de modo que

PnAPn € B(Hn), Y A e B(H).

Siguiendo a Palais [ 3] diremos que A cumple la condicidén "tame'",

o que A es un dlgebra. "approximately tame' respecto de la base
{e_} fijada si: ‘

1) B(H) €A Vn=1,2,...; 2) P AP — A en la norma de A,V A € A

En particular si A = @, entonces 2) equivale a

2a) P AP - Al, —* 0 (7)

y 2) implica que A C Q-

La condicidn 2a) implica estas otras dos

3) IanAPn - PnAllq> — 0y 3a) IP AP - AP I, — 0 puesto que
||PnAPn - PnAH¢ = HPn(PnAPn) - PnA"¢ < HPnH IIPnAPn - A“¢

A su vez la 3) implica obviamente la

4) IIPnAPn - PnAH — 0 o sea toda A € A es casitriangular.

Diremos que un operador A € @, es casitriangular-® a derecha (res-

Y]
pecto de {Pn}) si verifica 3), y casitriangular-% a izquierda si

verifica 3a).

La casi triangularidad-¢ es pues una condicién mds débil que la "ta-
me' de Palais.

1.3. EL TEOREMA DE PALAIS.

Pongamos:

GL (H) = {Te€B (H): T invertible en B (H)}

GL (n,{P }) ={Te€GL (H): T=1+A, A€B (H)}

G L (w,{Pn}) = 1im G L (n) = limite inductivo de las G L (n), )
n— o

G (A) ={TE€GL (H: T=1+A4, AeA}

0={A€A: 1+A€GL (H}

Entonces se tiene:

1.3.1. TEOREMA DE PALAIS. Si A es un dlgebra "approximately tame"



150

de operadores en H, entonces la inyeceidén j: G L ( ») — G (A) es
una equivaleneia homotdpica. 0 sea, existe una aplicacidén conti-
nua q; ;i G (A) = G L (=), q;(G(A)) = G L (=) CG(A), tal que jag
ast como qu son homotdpicas a la aplicacidn identidad.

Para lo que sigue conviene reéordar la idea de la demostracién de
este teorema. Primeramente se define Pt para todo t > 0, por la
férmula

P, =P_+ (t-n) (P

c - Pn)’ n <t <n+l ' (8a)

n+l

Luego como 0 es un abierto de A, se define en 0 la funcién:

t'(A) = inf{t >0, P, AP _+1=0Q, + 1 es inversible en A} (8b)

Se prueba que t'(A) es continua superiormente, y que por tanto
existe una funcidn continua t(A) en 0, tal que

t(A) >t'(A), A€o0 . (8¢c)

3e define q.: G (A) = G L (=) por la férmula

q_(1+A) = I + P, AP, ,
T ?t(A) ?t(A)

(8d)

Se prueba entonces que

1.3.2, Si A es "approximately tame" entonces Y AEA,
(1 +A) — 1 +Aen A, cuando T — 0,

qn(1 +A) — 1 +AenA sin— =,

De 1.3.2, resulta enseguida que q;j es homotdpica a la identidad
de G L (»),asi como j q; homot6pica a la identidad de G (A), lo
que prueba el teorema 1.3.1,

1.4, LA CLASE HV{Pn}.

Sea {Pn} una sucesién de proyectores de H que convergen fuerte-
mente a 1, P oX — X, X € H. Diremos (cf [2]) que el operador

A € B(H) pertenece a la clase n(P ) si A es inversible en B(H)
y si yn> n, es P A P 1nvert1b1e en B(H ) (o sea consideran-
do P, A P, como operador de H enH ), y ademﬁs
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(Pn A Pn)_1 P x — A_lx, ¥ X

Son de especial interés los dos casos siguientes:

a) {Pn} es la sucesidén de proyectores ortogonales correspondien-
tes a una base ortogonal {e }.

b) (P } es la sucesién de proyectores correspondientes a una ba-
se {wj}no necesariamente ortonormal, pero equivalente a la.
base ortonormal {ej}.

Vale la siguiente propiedad (cf. [2]) de frecuente aplicacidn:
1.4.1. A € H{Pn} si y sblo si A es invertible y existe un ¢ > 0

tal que desde un n > n, se verifica

e, A P )xl >c lp_xl , x€ H 9)
P AP, (H) = H (9a)
Mencionaremos alin los siguientes teoremas. (cf. [2])

1.4.2. St A=1+8+ T, 181 <1TyTun operador compacto enton-
ces A € n{Pn} , etendo {Pn} cualquier sucesién de proyectores

ortogonales.

1.4.3. (Teorema de estabilidad I). s A€ H{Pn}, entonces existe
y > 0 tal que para todo operador B de H en H, tal que IBI <¥ ,
entonces A + B € H{Pn}, o sea H{Pn} es un conjunto abierto.

}1 4.4. (Teorema de estabilidad II). S7 A € H{P } y T es un operg
dor compacto de H en H entonces A + T € n{P_}.

2, RELACION ENTRE IDEALES MONONORMANTES Y LA CONDICION DE PALAIS.

Siguiendo a [1] diremos que 1a funci6n normante simétrica o (8)
es mononormante, si para todo § € ¢, es

lim ¢ (§ 1 veu) = lim 0 (g RN 3 ,0,0,...) =0
ne n+l’ “n+2’ n,p+e n+l’ '*n+p? ’

De (6) y (6a) del §1, se deduce enseguida que para toda ¢ norman
te simétrica son equivalentes las condiciones siguientes:

a) ¢ es mononormante.

b) Para todo A € B, existe una sucesién {B,} C K, con
IB_ - Al, — O.
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c) Para todo A € 9, es A - AnHQ — 0, donde A= Q,A es dado por
(2a), g1.

2.1. PROPOSICION, Para toda funeidn normante ¢, son equivalentes
las condiciones siguientes:
a) ¢ es mononormante.

b) la condicidn 2a), osea ﬂPn A Pn - AIQ — 0 82 n — », se ve-
rifica para todo A € f, ¥ para toda sucesidn de proyectores orto
normales Pn € Kn asociados a una base ortonormal'{en}f

C) la condiecidn 2a) se verifica por lo menos para una sucesidn
{Pn} ortogonal asociada a una base ortonormal'{en}.

d) la condicién 2a) se verifica para toda A € Q, ¥ para toda su
cesidn de proyectores {Pn} asociados a una base equivalente a
una ortonormal.

2.2. LEMA. Sea {Pn}.una sucesidn de proyectores ortogonales aso-
ceiados a una base ortonormal {en}, ¢ una funecidn mononormante
eimétrica, entonces para todo A € 2, vale

TA (T - Pn)"¢ — 0, y I1(1 - Pn)Aﬂ¢ — 0
Demostracién. Consideraremos primero el caso A de rango 1, enton-
ces existen dos vectores ¢, ¢, tales que Yx e H '
Ax = c(x, ¥J¢ , lel =1, c>0
Ademds IA(1 - Pn)l = sup [A(1 - Pn)xﬂ = sup llc((1 - Pn)x,w)wu =
lx)=1 Ixl|=1
= sup cl(x,(1 - P vlel = c sup J(x,(1 - P el < cu(1-pn)¢u
Ix)=1 Ix|=1 :
0 sea JA(1 - PIl <cl(1 - Pn)wu y como (Pn - 1)y — 0 resulta
lim JA(CT - Pn)n =0 (10)

n-+o:
Como A(1 - Pn) es de rango 1, y A € A, es
IA(1 - Pn)llo = JA(1 - Pn)u y de (10) resulta
IA(1 - Pn)“o - 0 (11)

Consideremos ahora A un operador de rango finito m, entonces

A= 7 Ay By, donde los B, son operadores de rango 1.
Ocksm

Como HA(1 - P )|, < A 1B, (1 - P)I or (11) cada
| n’le o<£<m| .l 1By nllo » ¥ P

término tiende a 0, resulta JA(1 - Pn)lo - 0,
Finalmente sea A€ fgs POT §2.b existe un B € KN tal que
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- £
IB - Al, < 3

Ademds por (11) IB(1 - P ), <3

3 YV n>ny luego

TACT - Pn)H¢ < A - Bl, + IBCT - P ), + (B - A)P Iy, <€, ¥n>n,
o0 sea
TACT - Pn)H® - 0 c.d.d.
Demostracién de la proposicidén 2.1. a) = b)
IA - P AP, <IAC(T - P )ly + I(1 - P A P Iy < ITACT - Pl +
+ (1 - P Al IP I
y por el lema 2.2 cada término tiende a 0, luego A - PnA PnH¢+ 0.

b) = ¢c) trivial .

a) = d) Sea {ej} una base ortonormal de H y {¢.} su base equiva
lente, y {P_} y {P!} los proyectores asociados a {ej} y {¢j}

respectivamente; ¢. = A e Y P =A PnA_1 por 1.1 (1). Sea Bey;
- 1 ' - =

por b) vale ﬂPn B Pn BIIo — 0. Entonces “P; B Pn BII<b

- -1 -1 _ -1 -1,

= JA PnA B A PnA A A BAA ﬂ¢

-1 -1 -1 -1 -1 -1
HA(PnA B A Pn— AT"B A)A I, < Al A1 HPnA B A Pn— A BAH¢

)

y la Gltima expresién tiende a 0 pues A'IB A e nG es decir
' -

ﬂPn B P& BH¢ — 0,

d) = c) trivial .

c) = a) Si se verifica 2a) para una sucesifén de proyectores,
cqQmo Qn = Pn A Pn € Kn, 2a) significa que existe {Qn} € K
con [A - QnII¢ — 0 y por §2.b) ¢ es mononormante.

2.4, COROLARIO. SZ la propiedad 2a) ge verifica para una suce-
stén {P_} de proyectores ortogonales asoetadoe a una base {en}
ortonormal se cumple para cualquier otra sucesidn {Pn} asociados
a otra base ortonormal.

Observemos que vale el siguiente lema.

2.5. LEMA. La funcién normante simétrica ¢ es mononormante, &<
la condiecidn A - An“@ — 0 se verifica para todo A € Q,, A > 0.
(donde A es dado por 2a §1).

Sea £ = {En} € C¢, y {wj} una base ortonormal de H. Consideremos

el operador Ax = § [gil(x,wi)wi ; entonces A € @, y A > 0.
i=1
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n
Ax = legil(x,¢i)¢i y HA-Anﬂ¢ = szp °(£n+1’€n+2”"’5n+k’0""’0)'

i=

Ya que por hipdtesis A - A l, — 0, resulta

lim o¢(¢

n,k+»

n+128n427 0 2 Epy 0 e v 0) = 0

es decir ¢ es mononormante.

Como @H no es mononormante resulta:

2.6. COROLARIO. Existe un A € @

verge para n — o,

g A >0 tal que IA - Al no con-

Como LI 4 los wp son mononormantes obtenemos el siguiente corola-
rio que contiene el teorema E de Palais (cf. [3]):

2.7. COROLARIO. S% ¢ es mononormante, entonces A = Q, es un dlge-

bra 'approximately tame' en sentido de Palais.

En particular, las dlgebras np y @, son 'approximately tame' res-
pecto de toda base ortonormal asi como de toda base equivalente
a ortonormal.

3. EL TEOREMA DE PALAIS Y LA CLASE H{Pn}.

Sea ¢ mononormante y A = Q. Por 2.7 sabemos que A es 'approxima-
tely tame' respecto de {Pn} generales asociados a bases equiva-
lentes a ortonormales, luego a Qp = A se aplica el teorema de
Palais 1.3.1 y 1.3.2,

Ahora relacionaremos este teorema {en caso de A = QQ) con el mé-
todo de proyeccidn H{Pn} (ver 1.4). Observemos antes que si
G (A) es la clase definida en (8) del 1.3, se tiene

3.1. LEMA. Sea ¢ normante simétrica A = Q,. Entonces para todo
1+ AEG (A) es A(1+A)_1 € G (A). Luego poniendo Y(1+A) = (1+A)_1,

tenemos que Y:G(A) =G(A) es un operador contfnuo en G(A).

Demostracidén. Si C = (1+A)'1, (1+A)C = 1, entonces C = 1-AC, vy
de A€ A es ACE Ay 1-AC = C es invertible, luego (1+A)~! =
=C € G(A).

Ademis: An —+ A en A implica (1+An)'1 — (1+A)"1 en A, pues
1+An=1+A+enconIIenIIo-+0,
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1+ A = (1+A)1 + (1+A)7! ¢ 1 = (1+A)(1+n_) donde Un I, — 0.

Luego para n >mn, 1 + n_es invertible y (1+nn)'1 — 1,

entonces (1+A)'1 —_ (]+A)'1. c.d.d.
n

En todo lo que sigue ¢ es mononormante y A = Q

0"

Por 1o visto en 1.3.1, si q.: G(A) — G(A) es definido por

q, (1+A) =1 + P, AP, entonces q_ (1+A) — 1+A si 1 > 0
'_?t a) ?t (a)

en A, en particular a, (1+A)+1+A si n —~ de modo que . da una
homotopia de q; en 1.

Como Y es continuo, obtenemos que: VqT — Y Vql =Yy qTV — Y
Ly =y, luego

(Yq, - a.¥) (1+A) — 0 en A (12)
Vql = qu (12a)

Ahora como A € 2., por 1.4.2 1+A € n{P_} de modo que desde un

T> T es P (1+A) P : H — H_ invertible en B(H );
S Loy Ly @ n ’ n
T T
y existe [P, (1+A) P, 17t H -+ H , donde t(A) fue dado
-{_"t(A) _—r't (A)

en (8c) de 1.3.1.

3.2, PROPOSICION. Se puede elegir la funcidn continua t(A) de

modo que desde un v > Ty 8e verifique

Vg (1+A) = P [P (1+A) P, 1"Lp

1 1 . 1 +(1"P1. ) (13)
?t(A) ?t(A) ?t(A) ?t(A) ?t(A)

a¥ (1+A) = P, (1+a)7 P, £+ (1-P ) (14)
?t(A) ?t(A) =t (A)

T
de modo que por (l2a) es:
R (1+0)p,  17'p,  -P; (1+A)7'p,  s0 en A (15)
?t(A)‘ ?t(A) ?t(A) ?t(A) ?t(A) ?t(A)

Demostracidén. Observemos que, para t > Ty €S

Yq, (1+A) = [P (1+A) P, + (1 - P 17t -
Tt (a) ot (A) Tt (a)
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17t e +(1-P )
Tr't(A)

=P [p

(1+A) P
%t(A) 1 1

Lo L L

Para verificar esta igualdad, basta multiplicar a derecha y a iz-
quierda por P1 (1+A) P1 + (1-P1 ) y comprobar que da 1.

?t(A) Tt(A) ?t(A)

Esto prueba (13).

Como ¥(1 +A) = (1 +A) Lec@), 1 +a)1=1+D,Dea,;

QY (1+A) = q (1+0)™ = P Lem) (1em)7t Lem +1 -0 v,

Eligiendo t(D) = t(A) una funcidn continua mayor que t'(A) y
t' (D) se puede reemplazar t(D) por t(A) y obtenemos (14). c.d.d.

En particular (15) da
-1 -1
Pn(Pn(l + A) Pn) Pn - Pn (1 + A) Pn — 0 en A (15a)

Interpretaremos (15a) en términos de la teorfa de la proyeccidn.
Si A es un dlgebra que contiene los operadores de rango finito

y AC 2,, entonces 1 + A € G(A) implica 1 + A € H{Pn} (ver 1.4.2)
({Pn} cualquier sucqsién de proyectores correspondiente a una
base equivalente a una ortonormal). O sea, mientras que el teo-
rema 1.4.2, dice tan s6lo que (15a) vale en la topologia fuerte,
en cambio si A = @5, ¢ mononormante, 3.2 nos dice que (15a) vale
en la topologia de la norma | lo» o sea el teorema (I) de Palais
expresa un hecho formalmente mds fuerte que 1 + A € H{Pn}

Esto sugiere estudiar una nueva clase de operadores que llamare-
mos H¢{Pn} que serdn los que verifican (15a) en la topologia de
A, que pasamos a estudiar en las secciones siguientes.

4. LA CLASE HQ.

4.1. DEFINICION. Sean ¢ una funcidn normante simétrica, a, el
ideal normado correspondiente, y {Pn} una sucesidén de proyecto-
res ortogonales que convergen fuertemente a la unidad en

H(an — X). Sea Hn = Pn(H). Diremos que un operador A € H¢{Pn}
8t: i) A es imvertible, ii) los operadores PAP : H — H son
invertibles en B(Hn)’ 0 sea existe (PnAPn)-l: H — H y iii)

-1 -1
vale H(PnAPn) Pn - PnA Pnllo — 0.
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1

ca2sq s . - -1 .
Observemos que iii) implica que (PnAPn) P - PnA Pn € Q,, mien

tras que A ¢ Q,.

4,2, PROPOSICION. Una condicidn necesaria y suficiente para:

A € n,{P 1}, es que se verifiquen las condiciones siguientes:
-1 .
(a) (PnAPn) existe como operador de Hn en Hn, y ¥ n> n,

-1
1(PAP )™ P I <C, C>0

(b) 1P AC1-P)A™'P I, — 0

Demogtracidén, Supongamos A € I, {P 1}, entonces se verifican i) ii)
y iii) de la definicibn, es decir Vn > n,
hepAP) P P ATMP I < e, o sea

1P AP )"'P_-P ATIP I < ey 1(PAP )P I <P ATIP I + e <

n
<Al s e = , lo que prueba (a).

Por otra parte:

IPA(1-P_)ATYP I =1P_-P AP AT'P_| =IP_AP_[ (P AP )"'P_-P AT'P 11 ,<
< IP_AP_I I(P AP )7'P_ - P AT'P_ I, < IAI 1(PAP)"IP_-P ATR I, ¥
el Gltimo miembro tiende a 0 pues A € n°{Pn}, lo que prueba (b).
Supongamos ahora que se verifican (a) y (b).

Las propiedades i) y ii) se verifican obviamente, Para verificar
iii), observemos primero la siguiente identidad:

(PAP ) (P ATYP ) = P_ - P ACI-P) AT'P_. Luego
PATIP = (P AP )71 [P -P_A(1-P)ATM P ] =

= (pap)"tp - (AP )P P A(1-P ) AT!P_, de donde
(PnAPn)'lgn -p A7l = AP )PP ACt-P AT Ry

1 ap )"t e - P ATIP I, < 1(P AP )TIP_I IP_A(1-P)ATTP I,
Por las condiciones (a) y (b) el dltimo miembro tiende a 0 lo
que prueba iii), c.d.d.

OBSERVACION. La condicién (a) de 4.2 es cierta para un operador A

si y s6lo si A € H{Pn} ya que(a)es equivalente a las condiciones
(9) y (9a) de 1.4.1.

Luego 4.2. puede enunciarse en la siguiente forma

4.2.(bis) PROPOSICION. A € W {P_} si y sélo si:
a) A€ P} y
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. -1 .
b) s< HPnA(1-Pn)A Py =0

4.3, COROLARIO St A € I{P_} y sZ A es casi triangular ¢ a dere-
cha o A es cast trtangular ® a taquierda respecto de {Pn}
(ver 1.2) entonces A € H¢(Pn).

Demostracidn., Supongamos por ejemplo que A € I {Pn} y que A es ca-
si triangular ¢ a derecha respecto a {P }. Para probar que

A e I, {P } basta verificar b) del teorema 4.2 bis. Pero

Ip A(1 P )A P I, < IP A-P AP I, 1A~y y por la casi triangula-
rldad ® a derecha, la Gltima expresidn tiende a 0. c.d.d.

4.4, COROLARIO. SZ A = 1+S+T, donde S es casi triangular ® a de-
recha respecto a {Pn}, ISl < 1, y T un operador de rango finito,
entonces A € HQ{Pn}.

En efecto: Por 1.4.2, A € H{Pn} y A = 1+5+T es casi triangular ¢
a derecha respecto a {Pn}, luego por 4.3 A € n@{Pn}.

4.5. DEFINICION. Diremos que ® es casi mononormante si ® es nor-

mante simétrica y para cualquier T € Q T es casi triangular @

q).’
a derecha respecto a cualquier sucesidn de proyectores ortonorma-

les que convergen fuertemente a 1. (an + X).

Observemos que si ¢ es mononormante, entonces ¢ es casi mononor-
mante, pues por 2.7 Q, es 'approximately tame' respecto a cual-
quier sucesidén de proyectores ortogonales {Pn} con P x + x, y
por 1.1.1, si A€ @
{Pn}.

o Aes casi triangular a derecha respecto a

4,6, COROLARIO. SZ ¢ es casi mononormante, si A es casil triangu-
lar ¢ a derecha respecto a {Pn} y A€ (P}, y st T € q enton-
ces A+T € Tye

En efecto por 1.4.4 A+T € H{Pn} y A+T es casi triangular ¢ a
derecha respecto a {Pn}, luego por 4.3, A+T € 1,

4,7, COROLARIO. S%Z ¢ es mononormante las clases H{Pn} Y Hé{Pn}
coineciden.,

Basta aplicar el corolario 4.3. Luego en caso de un @, mononor-
mante el teorema de Palais expresa en forma geométrica el mismo
hecho que el teorema 1.4.2,
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Un teorema de V. Neumann (cf.[6]) dice que todo operador simétri-
co A puede escribirse como una suma de un operador de a, de nor-
ma arbitrariamente pequefia y un operador de la forma ij(x,wj)wj

donde {¢j} es un sistema ortonormal, pero {Aj} no tiende necesa-
riamente a cero, de modo que este operador no es necesariamente

compacto. Luego para todo A y para todo n finito existe un siste-
(n

ma ortonormal {wl ), wz(n>,..., ¢n(n)} y una n-upla numérica

{Aln, AZn""’ An’n} tales que:

1) Para todo x € H, vale Ax = ] A, (x,w.(n))¢.(n) + R_(x) (16)
jep im j i n
con } (Ajn)2 >C>0 (16a)

¥ (a)y , (@)
2) El proyector P x = ] (x,9; "y 5 " (17)
i=1

verifica an +x, ¥ x (17a)
3) “PanH - 0 vy “RnPnﬂ — 0 paran — o

Podemos entonces dar el siguiente criterio general para la clase
HQ{Pn}.

4,8, TEOREMA. Sea ¢ normante simétrica, A un operador invertible
tal que para todo n existen {¢j(n>} Y {A.n} que verifican las
condieiones 1), 2), 3) y la 3a), mds fuerte que 3), sigutente:

32) IRP I, — 0 y PRI, — 0 (17b)
entoncee A € HQ{Pn}.

Demostracidn. Basta verificar las condiciones a) y b) de 4.2,
Veamos primero que (Pn.l\Pn)"1 existe como operador de H, en Ho .

Observemos que de (16) y (17b) es claro que para n grande es
PA=AP + S, donde IS | < IS Iy <e, ye, — 0. (18)
Luego: pA~lp . P AP =P A'AP_ + P ATls P =

n n n n n n n nn

= 1

= Pn + S; , HS;“ < e, 0.
Como Pn es igual a 1 en Hn, es Pn + S& invertible en Hn, 7

-1y ,-1 ; _ _ -1y ,-1

[(Pn+S& ) TP A Pn] PAP =P = 1 en H_ , luego (Pn+S;) P AP

es el inverso a izquierda de PnAPn. Andlogamente se verd que

. . -1 -1 =1
PnAPn tiene inversa a derecha, luego (Pn+S;) PnA Pn = (PnA Ph) .

Ademds para n — = es H(Pn+S;)'1H — IP I =1 y como

. T | -1 1
PAT'P x = jzl X;(x,wj)wj es (en H ) IP A""P_ I < sup X < C,
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s -1, _ -1
resulta que: I(PnAPn) I l(Pn + Sa)

: -1
< II(Pn + S&)

P AP | <
n n
b IP AT 1 < (1 + e) C = C,. Esto prueba a).

Para probar b), observemos que por (18) es

-1 _ ) -1 - o ys-lp
IPLACT-PATP = I (AP +S ) (1-P )AT'P I 1S, (1=PATP 1 > 0

4.?. TEOREMA DE ESTABILIDAD I. SZ A€ I {P }s A casi triangular a

derecha y A_ casi triangular a izquierda respecto a {P }, suce-
sién de proyectores ortogonales, P 2X * X, entonces exzste un § > 0

tal que A+T € T o1P,}s para todo T E 2, eon ITI < 6.

Demostracidén, Por a) de 4.2 bis es A € H{P } y por 1.4.3, si
ITI < §;» A+TEe€ H{P } luego por 4.2 bis basta probar que A + T
verlflca la cond1c1on b). Observamos primero que:

A+D 7 =ag +a It st Pyt .. gatt
si hemos elegido ITI < &, (5§ < &,) de modo que IA™'T| < 1. Si 1la

mamos B, = AT s ATl AL s -+., entonces B, € a, y vale

1 1

Aa+mr =4 B) ATM = A™h + B AT, luego

-1 _ - -1 _
HPn(A + T)(1 - Pn)(A + T) PnH¢ = ﬂPnA(1 Pn) A Pn + PnA(1 Pn)
-1 -1 -1
BIATTP o+ PT(I-PJA™" P+ PnT(1-Pn)B1A Iy <
-1 -1 : -1
< HPnA(1-Pn)A PnH¢ + HPnA(1-Pn) BIA Pn"@ + HPnT(1-Pn) A Pn"¢ +
* IP T(1-P)) BIA'anIIo . Veamos que cada término de esta Giltima
expresién tiende a 0.
IP,ACT-P_ )A“p lg = 0 pues A € M {P_}
-1
IP_A(1-P )B A” P Iy < NPnA-PnAPnﬂ IB,A Pl,—0
porque A es triangular a derecha y B1 € 2, 3

-1 -1
"PnT(1-Pn)A < HP T" ﬂ(1-Pn)A Pnﬂ - 0,

n @
ya que At es triangular a izquierda, y T € Q,

-1 -1
IP.T(1-P)BA™ I, < IT(1-P )1 UB,A™MI, y IT(1-P_)I — 0 por 1.1.1.
Luego P (A+T) (1-P_) (1+1)"} P ,  c.d.d.

n 0 -0

4,10, TEOREMA DE ESTABILIDAD II. St A € Iy, con A € H{P by A
casi triangular a derecha respecto de {P 1, sucesidn de proyecto
ree ortogonales, P X + X, entonces A + T € no para todo T de ran
go finito.

Demostracidén. Observemos primero que por ser T de rango finito,
podemos ‘suponer T = Q T, donde Q es el proyector sobre el rango
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de T. Qy T € a,.

Por 1.4.4 A+ TE€ H{Pn}‘ Para ver que A + T € n¢{Pn} basta probar
b) de 4.2 bis.

Pn(A+T)(1-Pn)(A+T)'1Pn = PnA(1-Pn)(A+T)'1Pn + PnT(1-Pn)(A+T)'1Pn=
= - =lny=1,=-1 _ -1
= PA(T-P ) (1+AT'T)TrATIP_ + P T(1-P ) (A+T) 'R

Si llamamos C a (1+A~IT)~%, c(1+a~lT) = 1, c+cA™lT = 1y
C = 1-CA'1T; entonces:

-1 _ ) _ra=loya-1
HPn(A+T)(1-Pn)(A+T) Pn"¢ = HPnA(1 Pn)(T CAT'T)A Pn|l0 +
-1 -1
* 1P QT(1-P ) (A+T)""P I, < IP A(1-P )AT"P_ I, +
“1n,=1 -1
+ HPnA(1-Pn)CA TA P“"¢ + nPnQT(1-Pn)(A+T) Pan y cada uno de
los Gltimos términos tiende a 0. En efecto:
~1
HPnA(1-Pn)A Pnﬂ¢ — 0 porque A € Hw{Pn}
. — -1,2
UPnA(1-Pn)CA TA " P, < HPnA(1-Pn)H IA== 1< Icl IThy — 0
por ser A triangular y
-1 -1
IP.QT(1-P ) (A+T)™ P I, < 1QI, IT(T-P )N I (A+T)™7) — 0
porque HT(1-Pn)H — 0 por 1.1.1, c.d.d.
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