
Revista de la 
Unión Matematica Argentina 
Volumen 27, 1976. 

CLAUSURA DE LAS ORBITAS DE SIMILARIDAD DE OPERADORES EN 

ESPACIOS DE HILBERT 

Domingo A. Herrero 

A la. memOlL'¿a. de eV'~l'¿o O/<la.ndeJt 

l. INTRODUCCION. 

Sea X un espacio de Hi1bert complejo y sea L(X) el álgebra de los 
operadores lineales y continuos de X en sí mismo. A cada operador 
T E L(X) se le pueden asociar naturalmente dos familias de operado­
res, a saber 

y 
U (T) 

S (T) 

{UTU*: U es unitario, U* es el adjunto de U} 

{WTW- 1 : W es invertib1e en L(X)} 

llamados la "órbi ta unitaria" de T y la "órbita de similaridad" de T, 

respectivamente. 

En general, ninguno de estos dos conjuntos es cerrado en L(X). 
En este trabajo se estudian las clausuras uniformes (es decir, con 
respecto a la topología de la norma) de dichos conjuntos. En la pri. 
mera parte se dan varios resultados sencillos, que se aplican tanto 
a L(X) c.omo a otras álgebras de Banach con unidad; en particular, se 
incluyen áquí todas las condiciones necesarias conocidas para que 
un operador dado pertenezca a la clausura S(T)- de la órbita de si­
milaridad de T. 

Más adelante (Sección 3) se considera la órbita unitaria y su clau­
sura. El principal resultado de esta secci6n dice que si T es de la 
forma B • A + K, donde B es unitariamente equivalente a B • B, 
K pertenece a algún ideal bi1átero propio de L(X) y C es la restric­
ci~n de B a un subespacio reductor, entonces U(T)- contiene a los 
ope:z:ltdores unitariamente equivalentes a T al C. Como corolario se ob­
tiene la caracterización de U (T)- cuando T es "esencialmente normal", 
un resultado obtenido por D.W.Hadwin utilizando otro tipo de argu­
mentos ([SI). (Por subespacio se entenderá siempre variedad ZineaZ, 

cerrada) • 

Finalmente, se demuestra un resultado sobre la clausura de S(T) 
para el caso en que el espectro A(T) de T tiene infinitas compone~ 
tes y satisface ciertas condiciones adicionales (Teorema 3). Este 
resultado permite dar una caracterizaci6n casi completa de S(K)­
para el caso én(¡ue K es un operador compacto con infinitos auto-
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valores distintos. Los argumentos y resultados de este trabajo pu~ 
den aplicarse asimismo a otro tipo de operadores que los aquí estu­
diados; en una segunda nota se analizará S(N)- cuando N es un ope­
rador normal. 

Resulta significativo el hecho de que muchas veces S(T)- contiene 
todos los operadores que satisfacen las condiciones necesarias en­
contr.adas en la primera parte y no es aventurado conj eturar que es­
tas condiciones necesarias también son sufiaientes, cualquiera sea 
el operador T. 

En cierto sentido, este trabajo es la continuaci6n de la nota [ 161. 

En dicha nota el autor prob6 el siguiente resultado, que será uti­
lizado más adelante: 

TEOREMA 1. L(Je) aontiene un "aasiniZpotent universaZ"; es deair. 

existe un operador aasiniZpotente Q E L(Je) tal, que S(Q )- aoinaide u u 
aon Za aZausura uniforme del, aonjunto de todos Zos operadores aasi-

niZpotentes. 

NOTA IMPORTANTE. Luego de enviar este trabajo para su publicaci6n, 
el autor (en colaboraci6n con el Profesor José Barría) ha obtenido 
varios resultados nuevos en estas áreas (Referencias [261 ;[ 271 ;[ 281 ; 

[ 291 ). En particular ([ 281), se ha obtenido ,una caracterizaci6n co!!.!. 
p1eta de S(T)- cuando T es un operador de rango finito, de donde se 
deduce inmediatamente la estructura de S(K)-, cuando K es un operador 
compacto con infinitos autovalores distintos (Ver CoroZario 5, más 
abajo). 

2. RESULTADOS GENERALES. Ante todo consideraremos el caso más gene­
ral: 6rbitas de similaridad en álgebras de Banach. Luego nos restrin 
giremos a álgebras de operadores. 

PROPOSICION 1. Sea B un áZgebra de Banaah aon identidad e y sea 

Sea) = {r(a):r E Automorfismos(B)} Za "órbita de simiZaridad" de 

a E B. Entonaes 

(i) Si bE S(a)-, entonaes A(b) ~ A(a). Esta inaZusión puede ser 
propia; más aún, el, radio espeatraZ de b ~uede ser mayor que el, de a. 
Además, toda aomponente de A(b) interseata a A(a). 

(ii) Definamos b <" a si b E S(a)-, y b - a si S(b)-

es una reZaaión de equivaZenaia en B y <" induae un orden paraiaZ 

«) en el, aonjunto aoaiente BI-. 

(iii) Sea I al Za aoaZase de a en S/-. Si b E [al. entonaes 

A(b) = A(a). 

(iv) Sea) e lal e S(a)-; ·estos tres aonjuntos son invariantes bajo 
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Aut(B). Si Sn(a) = {T(a):T E Aut(B). IITII.IIT- 111 .;;; n} (n=1,2,3, ... ; 

S 1 (a) = U (a), S (a) U S (a)), entonaes S (a) e [al; además, 
n=1 n n 

b E Sn (a) si y sólo si a E Sn (b) -. Las inalusiones son pr>opias, en 

gener>al. 

(v) Sea) es nunaa denso en B. 

(vi) Si S (a) es aer>r>ada, entonaes [al es minimal en (B/-;<). En 

par>tiaular>, [Ael = {Ae} es minimal par>a aada A aomplejo. 

(vii) Si a E J par>a algún ideal bilater>aZ aer>r>ado invar>iante bajo 

Aut(B), entonaes Sea) e J. Más aún, si pea) E J para algún polino­

mio p, entonaes p(b) E J par>a todo b en S(a)-. 

(viii) Sea f una funaión' analitiaa definida en un entor>no n (¡no ne­

aesar>iamente aonexo!) de A(b), par>a algún b E S(a)-, y supongamos 

que fea) = O; entonaes f(b) = O. 

(ix) Si B es abeZiana, entonaes A(b) A(a) par>a todo b en S(a)-. 

Demostraaión. (i) La primera inclusi6n y el hecho de que cualquier 
componente de A(b) intersecta a A(a) se siguen de la semicontinuidad 
superior de las partes separadas del espectro ([ 121 ;[ 171 ;[ 251 ). Para 
ver que el radio espectral de b puede ser mayor que el de a, basta 
usar el Teor>ema 1 y los resultados de [1] ;[ 141 ;[ 151 . 

(ii) La relaci6n <" es obviamente reflexiva. Supongamos"b <" a y 
c<"b; entonces existen sucesiones {T n } y {Pn} de automorfismos de 
B tales que lim(n+oo ) Tn(a) = b y lim(n+oo ) Pn(b) = c. Dado E> O, 
Uc - P (b)U < E para tod~ n suficientemente grande; fijado un n con­

n 
veniente, podemos elegir m tal que Ub - T (a)U < E/Up U. Se ve in-, m n 
mediatamente que Uc - PnoTm(a)li .;;; Uc - Pneb)ll + UPn(b) - Pn[T m(a)lII.;;; 

.;;; 2E. Concluímo,s que c <" a; por 10 tanto <" es una relaci6n transi­
tiva. A fortiori, - es reflexiva, simétrica y transitiva, y por 10 
tanto es una relaci6n de equivalencia. 

Es inmediato ver que B/- está parcialmente ordenado por la relaci6n 
< inducida por <" en el conjunto cociente. 

(iii) Esto es una consecuencia inmediata de (i) e (ii). 

(iv) Las inclusiones son obvias y la invariancia se prueba utilizando 
los argumentos de (ii). Análogamente para ver que Sn(a) e [al y de 
aquí obtenemos que A(b) = A(a) para todo b en S (a)- utilizando (iii). 

n 

Que las inclusiones pueden ser propias se sigue del Teor>ema i, (iii) 

y los resultados de [61 . 

(v) Por (i), a + Ae ~ S(a)- si A , O. 

(vi) Si Sea) es cerrada, Sea) = [a] = S(a)-, por (iv) , y el result,!!:. 
do es inmediato. 
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(vii) Supongamos que pea) E J, un ideal bilateral cerrado invarian­
te bajo Aut(B) para algún polinomio p y sea ~: B + BIJ la proyección 
canónica sobre el álgebra cociente. Entonces ~(p(a))= p(~(a)) = O; 
es decir, ~(a) es un elemento algebraico de BIJ. Para cualquier 
automorfismo r, tenemos que perCa)) = r(p(a)) E J Y por 10 tanto 

~(p~(a))) = p~~(a))) = O. Luego, ~~(a)) es un cero de la apli­
cación continua P: BIJ + BIJ definida por P(~(c)) = p(~(c)). Dado 
que P y ~ son aplicaciones continuas, es inmediato que Sea) está 
contenido en la imagen inversa de ~(O) bajo la aplicación Po~; es 
decir, Sea) e {b:p(b) E J}. 

(viii) Sean a,b,n y f como se indicó. Entonces existe una unión fi­
nita ~ de curvas de Jordan rectificables, disjuntas dos a dos, orien 

tadas positivamente con respecto a A(a) tal que A(b) n ~ = ~, 

~ e n y fez) = 1/2~i J f(A)(A-z)-l dA, para cualquier z E A(b). 
Y 

Sea r E Aut (B); entonces O T (f (a)) = T {l 12~i J f CA) CAe-a) -IdA} 
y 

= 1/2~iJ feA) (Ae-T (a))-l dA 
y 

f (T (a)) . 

Así, si b = lím(n+~) T n(a), utilizando la segunda ecuación resol­

vente ([ 22]) es fácil ver que (Ae - T nCa))-1 + CAe - b)-I uniform~ 
mente sobre ~ y por 10 tanto fCTn(a)) = O + fCb) = O. 

(ix) Si B es abeliana, entonces a + A(a) es continua con respecto 
a la métrica de Hausdorff, de donde se sigue el resultado (ver [22]). 

UN EJEMPLO. Si a = [~ ~) y B = {Al + ~a:A,~ E c} e L(C 2 ), entonces 

a 2 = O Y existen automorfismos Tn definidos por Tn(a) (l/n)a. Por 
10 tanto Sea) no es cerrada, aún cuando B es abeliana y de dimensión 
compleja 2. 

Por un teorema de Eidelheit (ver [22]), si L(X) es el álgebra de to­
dos los operadores (lineales y continuos) de un espacio de Banach X 
en sí mismo, entonces todo automorfismo de L(X) es interior, es de­
cir, está determinado por un elemento invertible W de L(X): 
T (T) = WTW- 1 • 

Para estas álgebras tenemos los siguientes resultados 

PROPOSlClON 2. Sea L(X) eZ áZgebra de Banaah de Zos operadores Zi­
neaZes y aontinuos de un espaaio de Banaah X en si mismo y sea 

T E L(X). Entonaes 

(i) Si p(T) = O para aZgún poZinomio p aon aeros simpZes. S(T) es 

aerrada y por Zo tanto [T] es minimaZ. 

(ii) Si A E S(T) y (z-A) es semi-FredhoZm. entonaes (z-T) tambi'n 
es semi-FredhoZm. ind(z-A) = ind(z-T) y dim núa(z-T) ~ dim núa(z-A). 
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En generaZ esta desiguaZdad no puede reempZazarse por iguaZdad. 

(iii) Sea A E S(T)- y sea Aa un punto aisZado de A(A); entonaes Aa 
también es aisZado en A(T) y Zas dimensiones de Zos aorrespondien­

tes subespaaios espeatraZes X(A;Aa) y X(T;Aa) son iguaZes. Más aún. 

si Za restriaaión (Aa-T)IX(T:A a ) es niZpotente de orden n. entonaes 

también Za restriaaión (Aa-A)IX(A;A a) es niZpotente de orden menor 

o iguaZ que n. 

m 
Demostraaión. (i) Sea p(T) = O para álgún polinomio pez) = rr (Z-A k), 

k=l 
donde Ak i Aj si k i j. Reemplazando, si -fuera necesario, p por al-
guno de sus divisores, podemos suponer que p es el polinomio (mónico) 
minimal de T; entonces X descomponerse como la suma algebraica directa 
de los subespacios Xk = núc (A k- T), k = 1,2, ... m, invariantes baj o T, 

Y la restricción TIX k coincide con Ak1k' donde Ik indica la identi­
dad en Xk (ver [17] ;[ 23], CapituZo XI). 

Sea A = lim(n ... oo ) W AW- l . Por froposición 1~) Y (vii), p es también 
n n 

el polinomio minimal de A y por lo tanto X admite una descomposición 
m 

análoga en subespacios invariantes bajo A: X = k~l Xk , donde ~ indi-

ca suma directa algebraica, Xk = núc (Ak-A) y AIXk Ak1k' 
k = 1,2, ... ,m. 

Sea X k,n 
-1 Wn Xk , sea Pk la proyección de X sobre Xk a lo largo de 

o o 
Xl + ... + Xk_l 

gamente, para k 

m 

o o 
+ Xk+ l + 

1,2, ... ,m. 

o 
+ X Y sean P" y P m km k,n 
Entonces T = ¿ AkPk , 

k=l 
IIA - W TW-lll 

n n 

defi'nidas análo­

W TW- l 
n n 

11 ¿ A (P" Pk ) 11 -+- O (n-+- oo ), no es difícil concluir (usando nue-
k= 1 k k ,n 

vamente la semicontinuidad superior de partes separadas del espec­

tro) que IIP k - Pk,nll -+- O (n ... ",,), para k = 1,2, ... ,m. 

Para n suficientemente grande, IIP k - Pk,nll < 1, k = 1,2, ... ,m, y 

(ver [23], CapituZo XI) por 10 tanto (Pkl Xk,n) :Xk,n ... Xk es un iso-
m 

morfismo de espacios de Banach y W = k~l (PkIXk,n) es un elemento 

invertib1e de L(X). Es evidente que WXk,n = Xk , k 1,2, ... ,m, de 

donde se sígue que WW TW-1W- l = (WW )T(WW )-1 = A E S(T). Por lo n n n n 
tanto S(T) es cerrada y, por Proposiaión l(vi), [T]es minima1. 

(ii) La primera afirmación y la desigualdad son consecuencias de 

la estabilidad del índice de los operadores del tipo semi-Fredho1m 
([ 171). Si U es una traslación bilateral en un espacio de Hilbert 

separable, entonces U es unitario y A(U) = T = {z: I z 1= 1}; sin 
embargo, S(U)- contiene un operador de la forma S $ S*, donde S es 

una tras1aci6n untlatera1, S* es el adjunto de S y $ indica suma 
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directa ortogonal ([ 9] , Problema 85). S lB S* es un operador de 
Fredholm de índice O y núcleo de dimensi6n 1; este ejemplo muestra 
que, en general, no cabe esperar que dim núc(A - T) = dim núc(A - A). 

(iii) Sea Aa un punto aislado de h(A) y sea ~una circunferencia de 
centro Aa' orientada positivamente, que separa Aa de h(A)\{A O}' El 

idempotente asociado con Aa está dado por Pa = P(A;A a) = 

= 1/2ri J (A - A)-l dA . 
Y 

Por Proposici6n l(i), 7 n h(T) =~, de modo que podemos similarmen­

te definir Pa = P(T;Aa)' Si lim(n+oo ) IIA - WnTW: 1 11 = O, entonces se 
deduce de la integral anterior y la segunda ecuaci6n resolvente que 

-1 -1 
liPa - WnPaWn 11 + O (n+O) y por 10 tanto PaX = X(A;A a) y WnPaWn X = 
= Wn(PaX) son espacios de Banach isomorfos; en particular, tienen 
la misma dimensi6n. Esto demuestra la primera afirmaci6n; la segunda 
es consecuencia inmediata de la primera. 

Utilizando el mismo tipo de argumentos podemos dem()strar el siguien­

te resultado 

COROLARIO 1. Sea T un operador lineal en un espacio de Banach de di­

mensi6n finita. Entonces S(T) contiene a todos los operadores A que 

satisfacen lo siguiente: 

(i) h(A) h(T) Y para cada A en h(T) los subespacios e~pectrales 

X(T;A) y X(A;A) tienen la misma dimensi6n. 

(ii) Si Aa E h(T) Y los bloques de la forma de Jordan de TIX(T;A a) 
tienen longitudes dI ~ d 2 ~ ... ~ dmo ~ 1, entonces los bloques de 

A tienen longitudes d 11 ~ d12 ~ ... ~ d1r1 , d 21 ~ •.. ~ d2r2 , ... , 

rk 
d 1 ~ '" ~ d , tales que d = L dk " k =1,2, ... mo ' 

mo mormo k j=1 J 

[TI es minimal si y s6lo si el polinomio minimal de T tiene ceros 
simples; [T] es maximal si y s6lo si para cada A E h(T), el polino­
mio minimal de T tiene un cero de orden igual a la dimensi6nde 
X (T ; A), en A. 

Más adelante veremos una extensi6n de este resultado a espacios de 
Hilb€rt de ~imensi6n infinita. Para ce~rar la secci6n considerare­

mos el álgebra de operadores en un espacio de Hilbert ~ dedimen­
si6n (topo16gica) infinita h. 

PROPOSICION 3. Sea L(~) el álgebra de operadores en un espacio de 

HiZbe'rt ~, sea J un ideaZ biZátero cerorado de L (~) Y sea T un ope­

rador. Entonces 

(i) Si p(T) E J para aZgún poZinomio p, entonces S(T)- e {A + K: 
peA) = O Y K E J}. 
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(ii) Si AO E A(T) es un punto aislado y ~O'~Ó son los subespacios 

espectrales asociados con {AO} y A(T)\{AO}' resp .• entonces S(T)­
contiene un operador T' tat 8ue dfo'~ó son también invariantes bajo 

T'. T'I~O = AOIO y TII~Ó = TI~O' 

(iii) Si A(T) es la unión disjunta det conjunto compacto r y el co~ 

junto finito {A 1 .A 2 •.••• Am}. los subespa~ios invariantes asociados 

con r~ {A k } (k = 1.2 .... ,m) son ~O.~l ..... ~m y TO = TI~O' entonces 
1 

S(T) contiene un operador T' = TO e N. donde N E L(~O) es normal. 

A(N) = {A l' ••.• Am} y dim núc (N - Ak ) = dim Xk • para k = 1.2, ... ,m. 

Demostración. (i) Consecuencia de Proposición 1 (vii) y del resultado 
central de [191 . 

(ii) Esto se sigue del corolario de Rota (ver [91 ;[ 131 ;[ 241) . 

(iii) Por inducción en (ii) y propiedades de los espacios de Hilbert: 
~l ~ .•• ~ ~m y ~ son dos complementos algebraicos de ~O' y por 
10 tanto tienen igual dimensión. 

3. ORBITAS UNITARIAS EN L(~). La clausura de la órbita unitaria 
U(T) = {UTU*:U es unitario} de un operador T en un espacio de Hilbert 
~, dim ~ = h ~ ~O ha sido considerada por varios autores (ver, p. 
ej., [61;[ 81 ;[ 111). En 10 que sigue, A "" T indicará que los opera­
dores A y T son unitariamente equivalentes (A y T pueden actuar en 
distintos espacios de Hilbert). Necesitaremos aquí algunos resulta­
dos elementales, que están contenidos en el siguiente 

LEMA 1. Sea ~ un espacio de Hilbert de dimensión h y sea {la:~O ~ 

~ a ~ h} Za famitia bien ordenada de todos tos ideates biláteros 

cerrados no triviales 4e L(~). Dado T E L(~). sea Aa(T) et espec­

tro de 'la imagen canónica de T en L(~)/l . (En particular. A~ (T) 
a O 

= E(T) es et espectro esencial de Catkin); entonces: 

SeA) para todo A E U(T)-. 

(ii) Si N es normat. entonces U(N)- es et conjunto de todos los 

operadores nOrmates A E L(~ tates que A(A) A(N), Aa(A) Aa(N) 
para todo a y tos autovalores aisZados de A y de N tienen Za 
misma muttiplicidad. 

NOTA. Dado a, ~O ~ a " h, la = {T E L(~ :dim (T~)- < a} es un 
ideal bilátero cerrado de L(~). Inversamente, todo ideal bilátero 
cerrado no trivial tiene esta forma. Sobre caracterizaci6n de los 
ideales y propiedades de los "espectros pesados" Aa (T), véase [41 ; 
[ 51 ;[ 71 ;[ 151 ;[ 181 . 

La igualdad U(T) U(A)~para A en U(T) es inmediata. La segunda 
igualdad es una consecuencia de la primera, dado que U(T) es un 
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subconjunto de S (T). (ii) es un resultado conocido (ver, p. ej. ,[ 6] ; 
[10];[15]). 

Los argumentos de la demostración del siguiente resultado han sido 

modelados sobre el trabajo [20] de e.Pearcy y N.Salinas. 

TEOREMA 2. Sea T E L (Je) un .operador de la forma T "" (B El) A) + K, 

donde A,B E L(Je) , B "" B El) B Y K E Jo. para algún ex. Entonces U(T) 

contiene un r.perador unitariamente equivalente a e El) T. donde 

e "" BIM para algún subespacio reductor M del operador B. 

Demostración. Nuestras hipótesis acerca de B y de K implican que B 

es unitariamente equivalente a un número numerable de copias de sí 

mismo y que lim(n"'''') IIK - Knll = O, para cierta sucesión {Kn} tal 

que KnlJen = O para cierto subespacio reductor Jen de codimensión 
menor que ~. Es claro que 

T "" 

donde K1 , ... ,K4 E Jo.' y existe una sucesión creciente de proyeccio­

nes ortogonales {Pn} tal que Pn ... 1 en la topoZogia fuerte. PnB = 

BP , Blp Je "" BI (I - P )Je "" B Y 11 (I - P )K1P 11 + IIP K1(I - P )11 + n n n n n n n 

Descompongamos el subespacio Je correspondiente a B en la suma de tres 
subespacios Je = M' El) N El) P nJe, con M' isomorfo a M, de modo que 

B El) A + K se pueda escribir como 

e + K1 
1 K2 

1 K3 
1 K1 

2 

B El) A + K K4 
1 

B + K5 
1 K6 

1 
K2 

2 

K7 
1 K8 

1 B + K9 
1 K3 

2 

K1 
3 K2 

3 
K3 

3 A + K4 

B) . con respecto a la nueva descomposición de Je El) Je (e El) B "" 

Dado e: > O, existe n = n(e:) tal que IIK;II + IIK~II + IIK~II 
8 . 

+ IIK; 11 + 

+ ~ IIKJII < e:. Fijado este n, podemos elegir operadores 
j';;l 1 

J~ de manera 
J 

que 

e O O O 

O B + J5 J6 J2 
BelA+J 1 1 2 "" e el (BEI)A+K) 

O J8 B + K9 J3 
1 1 2 

O J2 
3 

J3 
3 A + K4 
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entonces JEJa y U(B $ A + K) - (B $ A + J)U = UK - JU < 2E. 

Dado que E > O era arbitrario, se sigue de esto que cualquier ope­
rador unitariamente equivalente a C $ T pertenece a U(T) 

COROLARIO 2. Sea T = H + K E L(X) , donde H es hiponormal y K es 

compacto. Si A ~ N $ T para algún operador normal N que actúa en 

un espacio de Hilbert X', dim X' ~ h, A(N) e TI~ (T) Y A (N) e 
o a 

e TIa (T) (donde TIa (T) es el espectro a izquierda de peso Cl! de T; 

ver [5]) para todo Cl!. entonces A E U(T)-. 

Demostraci6n. Supongamos que h > ~o. Utilizando ([ 15], Teorema .3), 

podemos encontrar sub espacios separables Xo e X', Xl e X que redu­
cen a N, y a H y K, respectivamente, tales que A(NIXo) = A(N), 

A(NIX~) = E(NIX~), KIX¡ = O, A(HIX1) = A(H), E(HIX1) = E(H) = E(T) 

yTI~ (HIX1) = TI~ (H) = TI~ (T). De acuerdo a [20] Y [ 15], Corola-
O O O 

__ r~o 5 , U(TIX¡)- contiene cualquier operador unitariamente equiva-
lente a (TI~t) $ (NI~~). Por 10 tanto, será suficiente probar que 
U(TIX1)- contiene a los operadores unitariamente equivalentes a 
(TIX1 ) $ (NIXo). Es decir que podemos limitarnos al caso en que X 
es separable y de dimensi6n infinita y A(N) e TI~ (T). 

O 

Más adn, usando los resultados de [20] podemos suponer, sin pérdi-
da de generalidad (reemplazando Kpor K + Kl , donde Kl ~s otro 
operador compacto de norma arbitrariamente chica), que H = Ho $ M, 
donde Ho es hiponormal y M es un operador normal de multiplicidad 
uniforme infinita (es decir, M ~ M $ M) Y que M = N $ M', con 
M' ~ M. Ahora el resultado se deduce fácilmente del Teorema 2. 

Recientemente, D.W.Hadwin ([ 8]) anunci6 el siguiente resultado 

COROLARIO 3. Sea T E L(X) un operador esencialmente normal (es de­

cir, T*T - TT* es compacto) y sea T = To $ N la (única) descomposi­

ci6n de T en su parte anormal TO y su parte normal. N (N es normal. 

y no existe ningún subespacio reductor M ~ {O} tal. que TolM sea 

normal). Entonces U(T) = {S ~ TO $ N' :N' es normal, A(N') e A(N)U 
u E(To)' E(N') e E(N) u E(T o)' Aa(NI) = Aa(N) y los autovalores 
aislados de N y de N' tienen la misma multiplicidad}. 

En realidad, D.W.Hadwin s6lo considera el caso separable. Sin em­
bargo, si T es esencialmente normal, entonces To actda en un sub­
espacio separabl.e, de modo que el caso general se deduce inmedia­
tamente del caso separable. Su demostraci6n se basa en el análisis 
de ciertas C*-álgebras ligadas al operador T, pero no es dificil 
obtener una nueva demostraci6n del mismo resultado utilizando los 
resultados de.131, Lema 1 y Teorema 2. Los detálles quedan a cargo 



253 

del lector. 

4. ORBITAS DE SIMILARIDAD EN L(~. Supongamos que el operador T ad-

mita una cadena {M } ~l estrictamente creciente de subespacios in-
n n= 

variantes tales que, si P es la proyección ortogonal de X sobre 
n 

M1 (n = 1,2, ... ) y Po es la proyección sobre Xo = ;; M1 entonces 
n n=l n' 

nn A(PnTIM:) = {O} Y (si Po # O) A(PoTIXo) = {O}. Si Mo = {O} Y 

X = M e M = M n M1 1 2 t 1 d n n n-l n n-l' n = , , ... , con respec o a a escompo-

sici6n en suma directa ortogonal X = ( elx ) $ Xo' T puede escribirse 
n= n 

como una matriz infinita de operadores 

T 

o 

T13 ··· Tln 

T23 ··· T2n 

T n 

(l) 

= triang(Tl,T12,T13'·· .,TlO;T2,T23'· .. ,T20;···;Tn,Tn,n+l,···,TnO; 

; ... ;To); donde Tn E L(Xn), n = 0,1,2, ... , A(T o) = {O} (ó A(T o) r/J 
. 1 

si Po = O) Y A(T ) = a e A(P lTIM 1) e A(T)A ,donde KA indica el n n n- n-
complemento de la componente no acotada de e \ K (K compacto; ver 
[ 21], Teorema 0.8). 

Por el corolario de Rota ([ 24] ; ver también [ 91 ; [ 131), existe una 
-1 / sucesión de operadores invertib1es {Wk} en L(Xo) tal que IIWk 11< 1 k 

Y IIWkToW~lll + ° (k+ oo ). Así, si Uk = (n~l In) $ Wk ' la sucesión 
-1 

{UkTUk } converge en norma a A = triang(T l ,T12 ,· .. ,0; ... ;Tn,Tn,n+l' 

, ... ,0; ... ;0) E S(T) (es decir que la matriz de A es 10 que se ob­
tiene de (1) reemplazando la última columna por ceros). 

Análogamente, si Vk = (1/k)l l e (n~2 In) e lo' entonces la sucesi6n 
-1 {VkAVk } converge en norma a Bl = triang(T l ,0,0, ... ,0;T 2 ,T 23 , ... , 

O; .. ;~,T +1, ... ,0; ... ;0) E S(A)- e S(T)-. Por inducción tenemos n n,n 

que {Bm = trfang(Tl'0' •.. ,0;T2.0 •... ,0; ... ;Tm'0 •... ,0;Tm+l.Tm+l,m+2' 

•...• 0; ... ;0)}m:l e S(T)-, siendo Bm la suma directa de Tl ,T 2,.·.,Tm 

y un operador B~ que admite una representaci6n matricial de la for­
ma (1) con ceros en la última columna. tal que 
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m 
A(B~) ¿ [A(T)\ n!.!1 u n1"'. Por 10 tanto, podemos aplicar nuevamente el 

teorema de Rota a B~ y obtener un operador B~ similar a B~ de norma 

menor que sp(B~) + 11m (sp(L) = radio espectral de L). Reemplazan­

do B~ por B~ en cada etapa y pasando al límite. obtenemos que S(T) 

contiene cualquier operador de la forma C = (n~1 T~) e O. donde T~ 

es similar a Tn (n = 1.2 .... ) Y IIT'R ... O (n ... "') . .n 

Ahora estamos en condiciones de enunciar el resultado más importan­
te de este trabajo. que es el siguiente 

TEOREMA 3. S~a T E L(Je). siendo Je un espaaio de HiZbert de dimensión 

'" infinita h. Supongamos que A(T) = (n~1 un) U {Ol. donde O ~ un para 

ningún vaZor de n y {u 1 "'1 es una famiZia de subaonjuntos abiertos 
n n= 

y aerrados de A(T). disjuntos dos a dos taZ que un ... {Ol (n ... "'; en 

Za métriaa de Hausdorff). Sea {M n l n : 1 Za aadena estriatamente are­

aiente de subespaaios invariantes asoaiados aon Zos subaonjuntos 
n 

espeatraZes k~1 uk. Entonaes tod.o operador de Za forma C indiaada 

mds arriba satisfaae A(C) = A(T). Y A(Tn) = un para n = 1.2 •... 

Sea {Je'l'" O una famiZia n na ortogonaZde subespaaios taZes que 

(;; Je') e Je' y sea n"'l n O 

Ln.Ln.n+l •..•• LnO; ... ;LO) aon respeato a diaha desaomposiai6n de Je 

y supongamos que 

(a)dim Je~ = dim Jen • n = 1.2 •...• Y dim Jea 
donde h' = ínf.dim(n > O) Jen . 

"" L' E S (T ) -. n = 1. 2 •••• n n 

(c) Si h' < oo. entonaes LO es aompaato y aasini Zpotente • 

(d) Si h' es un aardinaZ infinito. LO es Za suma direata de un aasi­

niZpotente en un subespaaio de Jea de dimensión h' y deZ operador O 
en eZ aompZemento ortogonaZ de diaho subespaaio. 

(e) _Si P~ es Za proyeaaión ortogonaZ de Je sobre (k~n Jek) e Jea • 
n = 1.2, ...• entonaes HP~LII ... O (n ..... ). 

Entonaes L E S(T)-. 

Demostraaión. Nuestras observaciones previa~ muestran que CE S(T)-. 
y las igualdades A(Tn) = un' n = 1.2 •.••• Y A(C) = A(T) se deducen 

n 
fácilmente de la definici6n de Mn : A(TIMn) = k~1 uk ' n = 1,2, .•••. 

Tambien es inmediato que (Li • L2 • ...• L~) e (n~m+l T~) E S(T)-
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para m = 1.2 •.•• Y el espectro de ~ste operador es igual a 
m 

A(T) U (n~l A(L~)). Sea. para cada n. L~ un operador similar a Tn 

tal que OL~ - L~O < ~/n (para un cierto ~ > O dado); entonces 

(L'l' • L"· ... E9 L") E9 ( ; Tn') E S(T) y su espectro coincide 2 m n=m+1 
con el de T. Utilizando el resultado de Rota ([ 24]) Y (e). vemos que 

(; L" ) E9 O (; L ') E9 O E S (T) 
n=l n • n=l n (Observemos que (e) implica. en 

particular. que O n~m L~ 11 ... O (m"'''')). 

Supongamos que h' es un cardinal infinito; entonces consideramos 
m-1 '" 

operadores Dm = (n~l L~) E9 Mm E9 (n~m+1 L~) E9 O, donde Mm es cual-

quier operador en L(Kn ) unitariamente equivalente a L~ E9 O' con 0'= 

el operador O en un subespacio de dimensión h'. Es fácil ver que 

IIDm - (E9nL~) E9 00 ... O (m"'''') y que Dm "" (E9 n L~) E9 O". donde O" = el 

operador O en un subespacio de K de dimensión igual a la de KO' 
Si ha y h' son ambos finitos, entonces (E9 n T~) E9 O es la suma dir.ec­
ta de un operador compacto en un subespacio de dimensión ~a y otro 
que actúa en un subespacio de dimensión h; en este caso podemos 
utilizar el Teorema 2 para ver que la c.1ausura de la órbita unita­
ria de D = (E9 n L~) E9 O contiene un operador unitariamente equiva-

lente a D E9 O". De estas dos observaciones conc1uímos que, a los 
efectos de la demostración, podemos suponer directamente que 

D = (E9 n L~) E9 O, con L~ E L (K~), K~ = Kn' n = 0,1,2,... . 

Para cada n, descomponer Kn = ;1C'~ E9 Rn' donde dim ;1C'~ h' ó 1, de 

acuerdo a que h' sea un cardinal infinito o finito, y Rn es su com­

plemento ortogonal en Kn' Sea {Qjk :;1C'k+m ... Kj'+m; 1 ..;; j < k ..;; p} 

una familia finita arbitraria de operadores y sean los operadores 
R'K ... K definidos (con respecto a las descomposiciones jk' k+m j+m 
indicadas) mediante las matrices 

R = J [
Q'k 

jk O 

Por inducción sobre el resultado de [21], CoroZario 0.15 , vemos 

que el operador Em = triang(Ll'0' ..•• 0; ... ;L~,0 •.•. ,0;L~+1.R12. 

R13 '····,R1 .0,0, ••• ,0;L"+2'R23 '· ... R2 .O,O, ..• \,O; .. ;L"+ 1,R 1 ' P m p. ... m p- p-, p 
m . 

O.O, •.• O;L"+ ,O.O .... ,O; .. ;L".O, .... O; ... ;O) = (.1 L"J. m p n n- n 

triang(L~+1'R12····,R1p;L~+2.R23.···,R2p;···;L~+p_1'Rp_l,p;Lm+p ) • .. 
• (n~m+p+l L~) • O (AqUí, "triang" se utiliza p~ra indicar fila a 

fila una matriz triangular superior de orden p) es similar a D. 
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Sea Fm el operador obtenido a partir de Em reemplazando L~ por O 

para n = m+1, ... ,m+p. Es inmediato que IIEm - Fmll ... ° (m ... "'). Obser-
m '" 

vemos que F ,., ( $1 L") $ ($ + +1 L") $ ° (en J{'O) $ triang (O ,Q12' m n= n n=m p n p 

Q13,···,Q'1 ;0,Q23,···,Q2 ; ... ;O,Q 1 ;0) (en $1 JC"+) $ ° (en p p p- ,p n= n m 
,p 
n~l Rn+m)· Sea, finalmente, Gm el operador obtenido a partir de Fm 

p 
reeemplazando el último ° de esta descomposici6n por n~l L~+m 

Es inmediato que 11 Em - Gm 11 ... ° (m ... "') y que Gm ,., D $ Q, donde 

Q = triang(Q,Q12, ... ,Qlp;0,Q23, ... ,Q2p; ... ;0,Qp_1,p;0) es precisa-

mente la forma can6nica de un operador nilpotente de orden menor o 
igual que p que actúa en un espacio de Hilbert de dimensi6n h' (si 

h' es un cardinal infinito) o bien en un espacio de dimensi6n p 
(si h' es finito). En el caso en que h' es cardinal infinito, po­
demos volver a utilizar los argumentos de la primera parte de la 
demostraci6n, junto con el Lema l(i), para ver que U(Gm) contiene 

'" un operador G~ ,., (n~l L~) $ Q. 

En conclusi6n,hemos demostrado que S(T) contiene a todos los ope-

"" radores unitariamente equivalentes a (n~l L~) $ R, donde R E L(J{'o) 

es un nilpotente tal que: (c') Si vale (c), entonces R es de rango 

finito; (d') Si vale (d), entonces R es un operador nilpotente 
arbitrario cuyo rango tiene dimensi6n menor o igual que- h'. Ahora 

bien, todo operador casinilpotente es límite uniforme de nilpoten­
tes; más aún, si el casinilpotente es compacto, entonces es límite 

de nilpotentes de rango finito (La primera afirmaci6n está demos­
trada en Ul ;[ 141 ;[ 151; la segunda, en [ 101), de donde deducimos 

que el operador R puede reemplazarse por un casinilpotente elegido 
'" de acuerdo a 10 iI).dicado. En particular, vemos que G = (n~l L") $ LO 

pertenece a S(T)-. 

Ahora "volvemos atrás" en la demostraci6n y, utilizando (b) y [211, 
CoroZario 0.15 , obtenemos que el operador Hm = triang(L1,L12 , ... , 

L10;L~,L23'·· .,L 20 ;· .;L;,Lm,m+li ... ,LmO ;L;+l'O,O, ... ,O; ... ;Ln,O, 

O, ... ,O;L o) es similar a G y por 10 tanto pertenece también a S(T)-. 

Por último. utilizando nuevamente (e) vemos que la sucesi6n {Hm}m:1 

converge en norma a un operador L" tal que IIL" - LII < e:. Dado que 
L" E S(T)- y que e: puede elegirse arbitrariamente chico, la demos­
traci6n está terminada. 

Como caso particular tenemos el siguiente corolario, cuya demostra­
ci6n queda a cargo del lector interesado. 

COROLARIO 4. $ea {Tn}n:l,una suoesión de operadores invertibZes en 



257 

un espacio de Hilbert de dimensión infinita h y sea T = n~l Tn . 

Si (A(Tn)} es una familia disjunta de conjuntos compactos y "Tn " +0 

(n+~), entonces S(T) contiene cualquier operador unitariamente 

equivalente a T $ Q, donde Q es un casinilpotente en un espacio de 

dimensión menor o igual que h. 

TEOREMA 4. Sea K un operador compacto con infinitos autovalores no 

nulos A1 'A 2 ' .... An,." (Todos distintos). Entonces K = triang(K1, 

K12 ,K13 ,·· .,K10;K2,K23'··· ,K20 ; ... ;Kn ,Kn ,n+1"" ,KnO ;'" ;KO) con 

respecto a alguna descomposición X = ( $1 X ) $ Xo' donde dim X 
n= n n 

es finita para n = 1,2, ... , O ~ dim Xo ~ HO (si X es separabLe) ó 

dim Xo = h (si X no es separabLe), A(Kln~l Xn) = {A1, ... ,Am} , 

A(Kn) = {An} (n = 1,2, ... ) y A(Ko) e {O}, 

Entonces S(T) es eL conjunto de todos Los operadores compactos 

T = tri ang (T 1 ' T 1 2 ' ... , T 1 O ; T 2 ' T 2 3 ' ... , T 2 O ; ... ; T n ' T n , n + l' ... , 

TnO ;" .;T O) taLes que Tn es unitariamente equivaLen~e a un operador 

(n = 1,2, ... ) y TO es un compacto casinilpotente en un 

subespacio de dimensión Ho o finita (si X es separabLe) ó dimen­

sión iguaL a h (si X no es separabLe). 

Demostración. Eligiendo un = {An} y utilizando la compacidad de K 
y de T, todas las condiciones del Teorema 3 se pueden verificar en 

forma inmediata, y esto garantiza que T E S(K)~ 

Para ver que S(K)- no puede contener otros operadores, basta apli­

car las Proposiciones l(vii) y 2, Y el CoroLario 1. 

COROLARIO 5. Sea K un operador compacto con infinitos autovaLores 

no nuLos distintos A1,A 2 ,... Sea Rn eL subespacio espectraL de K 

KIR • Entonces n 

(i) Si eL polinomio minimaL de Ln es (z - An) para todo n, I K1 es 

minimaL en L(X)/-. 

(ii) Si eL poLinomio minimaL de L es (z - A )dim Rn ~ara todo n, 
n n 

I K1 es maximaL de (K + (AI:A E C})/- pero no es maximaL en L(X)/-. 

Si Qu es un "casiniLpotente universaL" de L (X), [K $ Q) es maximaL 

en L (X $ X) /-. 

(iii) Si dim Rn 
T E S(K)-. 

1 para todo n, S(K) S(TJ para cualquier 

Demostración. La maximalidad de [K $ Qu1 se sigue a partir de los 
resul tados de [11 ,1151 sobre la caracterizaci6n de la clausura uni­
forme del conjunto de los operadores nilpotentes. El resto de la 
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demostraci6n queda a cargo del lector. 

Las condiciones del Teorema 3 pueden parecer excesivamente restric­

tivas. El siguiente ejemplo demuestra que, en general, no pueden 

relajarse. 

EJEMPLO. Sea T = triang(1/n,1 ;1/n) en X de dimensi6n 2 y sea 
n n 

Kn = triang(q/n,q/n;q/n) con respecto a la misma descomposici6n. 

"" 
Sea X = n~1 Xn , T = en Tn y K = en Kn' Es evidente que Tn es similar 

a Kn para todo n. Si H es el operador hermitiano diagonal con auto­

valores {1/n: n = 1,2, ... } , entonces X admite una descomposici6n 

de la forma X R1 e R2 , con respecto a la cual T = triang(H,l;H) 

y K = triang(H,H;H). No es difícil ver que si Lm = triang(H,Fm;H), 

donde Fm es el operador hermitiano diagonal con autovalores 1,1/2, 

1/3, ... ,1/m,1/m,1/m, ... , es similar a T y que IILm - KII + O (m+""); 

por 10 tanto K E S(T)-. Dado que K es compacto y T no 10 es, 

T ~ S(K)-. La explicaci6n de este hecho puede encontrarse en que, 
m 

si Rm indica la proyecci6n ortogonal de X sobre n~1 Xn , entonces 

11 (1 - Rm)KII + O (m+""), mientras que {(l - Rm)T} no converge en 

norma. 
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