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I. INTRODUCCION.

Sea ¥ un espacio de Hilbert complejo y sea L(¥) el dlgebra de los
.operadores lineales y continuos de # en si mismo. A cada operador
T € L(¥) se le pueden asociar naturalmente dos familias de operado-
res, a saber

U(T) = {UTU*: U es unitario, U* es el adjunto de U}

1

S(T) = {WTW~

: W es invertible en L(¥)}

llamados la "6rbita unitariade T y la "6rbita de similaridad" de T,
respectivamente.

En general, ninguno de estos dos conjuntos es cerrado en L (¥).

En este trabajo se estudian las clausuras uniformes (es decir, con
respecto a la topologia de la norma) de dichos conjuntos. En la pri
mera parte se dan varios resultados sencillos, que se aplican tanto
a L(¥) como a otras dlgebras de Banach con unidad; en particular, se
incluyen aqui todas las condiciones necesarias conocidas para que
un operador dado pertenezca a la clausura S(T)  de la 6rbita de si-
milaridad de T.

Mds adelante (Seccidn 3) se considera la S6rbita unitarié y su clau-
sura. El principal resultado de esta seccidén dice que si T es de la
forma B @ A + K, donde B es unitariamente equivalente a B @ B,

K pertenece a algin ideal bildtero propio de L(¥#) y C es la restric-
cién de B a uh subespacio reductor, entonces U(T)  contiene a los
operadores unitariamente equivalentes a T ® C. Como corolario se ob-
tiene la caracterizacién de U(T)  cuando T es "esencialmente normal",
un resultado obtenido por D.W.Hadwin utilizando otro tipo de argu-
mentos ([8]). (Por subespacio se entenderi siempre variedad lineal.

eerrada) .

Finalmente, se demuestra un resultado sobre la clausura de S(T)
para el caso en que el espectro A(T) de T tiene infinitas componen
tes y satisface ciertas condiciones adicionales (Teorema 3). Este
resultado permite dar una caracterizacién casi completa de S(K)~
para el caso en Que K es un operador compacto con infinitos auto-
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valores distintos. Los argumentos y resultados de este trabajo pue
den aplicarse asimismo a otro tipo de operadores que los aqui estu-
' diados; en una segunda nota se analizari S(N)~ cuando N es un ope-
rador normal.

Resulta significativo el hecho de que muchas veces S(T)  contiene
todos los operadores que satisfacen las condiciones necesarias en-
contradas en la primera parte y no es aventurado conjeturar que es-
tas condiciones necesarias también son suficientes, cualquiera sea
el operador T.

En cierto sentido, este trabajo es la continuacidén de la nota [ 16].
En dicha nota el autor probd el siguiente resultado, que serd uti-
lizado mis adelante:

TEOREMA 1. L(¥) contiene un "easinilpotent universal; es decir,
existe un operador casinilpotente Qu € L@ tal que S(Qu)— coinecide
con la clausura uniforme del conjunto de todos los operadores casi-
nilpotenteé.

NOTA IMPORTANTE. Luego de enviar este trabajo para su publicacién,

el autor (en colaboracidn con el Profesor José Barria) ha obtenido
varios resultados nuevos en estas dreas (Referencias [26] ;0271 ;[ 28];
[29]1). En particular ([28]), se ha obtenido .una caracterizacién com
pleta de S(T)™ cuando T es un operador de rango finito, de donde se
deduce inmediatamente la estructura de S(X)™, cuando K es un operador
compacto con infinitos autovalores distintos (Ver Corolario 5, mas '
abajo).

2. RESULTADOS GENERALES. Ante todo consideraremos el caso mis gene-
ral: orbitas de similaridad en dlgebras de Banach. Luego nos restrin
giremos a dlgebras de operadores.

PROPOSICION 1. Sea B un dlgebra de Banach con identidad e y sea
S(a) = {r(a):r € Automorfismos(B)} la "érbita de similaridad" de
a € B. Entonces

(1) s8¢ b € S(a)™, entonces A(b) D A(a). Esta inelusidn puede ser
propta; mds ain, el radio espectral de b puede ser mayor que el de a.
Ademds, toda componente de A(b) intersecta a A(a).

(ii) Definamos b <" a s b € S(a)”, y b ~a s¢ S(b)” = S(a)”; a ~ b
es una relagcidn de equivalencia en B y <" induce un orden parcial

(<) en el conjunto cociente B/~.

(iii) Sea [a]l la coclgse de a en B/~ Si b € [é], entonces
A(b) = A(a).

(iv) S(a) cl[a]l c S(a)~; estos tres eonjuntos gon invariantes bajo
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Aut (8). $i S_(a) = {r(a):7 € Aut(8), Ieh e~ < n} (n=1,2,3,...;
$,(a) = U(a), S(a) = U S_(a)), entonces S_(a)” C lal; ademds,

n=1
b e Sn(a)_ st y sblo st a € Sn(b)_. Las inclusiones son propias, en

general.
(v) S(a) es nunca denso en B.

(vi) S< S(a) es cerrada, entonces [al es minimal en (B/~;<).En

particular, [Ne]l = {Ae} es minimal para cada N complejo.

(vii) SZ a € J para algin ideal bilateral cerrado invariante bagjo
Aut(B), entonces S(a) C J. Mds adn, si p(a) € J para algin polino-
mio p, entonces p(b) € J para todo b en S(a) .

(viii) Sea f una funeidn analitica definida en un entorno £ (ino ne-
cesariamente conexo!) de A(b), para algin b € S(a) , y supongamos
que f(a) = 0; entonces f(b) = 0,

(ix) SZ B es abeliana, entonces A(b) = A(a) para todo b en S(a) .

Demostracidén. (i) La primera inclusién y el hecho de que cualquier
componente de A(b) intersecta a A(a) se siguen de la semicontinuidad
superior de las partes separadas del espectro ([12];[17]1;[25]). Para
ver que el radio espectral de b puede ser mayor que el de a, basta
usar el Teorema 1 y los resultados de [1]1;[14];[15].

(ii) La relacién <'" es obviamente reflexiva. Supongamos b <" a y

c <" b; entonces existen sucesiones {Tn} y {pn} de automorfismos de
B tales que lim(n-+«) Tn(a) = b y lim(n+w) pn(b) = ¢, Dado ¢.> 0,

e - pn(b)" < ¢ para todo n suficientemente grande; fijado un n con-
veniente, podemos elegir m tal que Ib - 7 (a)l < e/Han. Se ve in-
mediatamente que lc - p or (a)l <lc - o (BIN + o (b)) - o [7 (a)]l<

< 2e. Concluimos que ¢ <" a; por lo tanto <'" es una relacién transi-
tiva., A fortiori, ~ es reflexiva, simétrica y transitiva, y por lo
tanto es una relacién de equivalencia,

Es inmediato ver que B/~ estd parcialmente ordenado por la relacién
< inducida por <" en el conjunto cociente.

(iii) Esto es una consecuencia inmediata de (i) e (ii).

(iv) Las inclusiones son obvias y la invariancia se prueba utilizando
los argumentos de (ii). Andlogamente para ver que Sn(a)' Cla] y de
aqui obtenemos que A(b) = A(a) para todo b en sn(a)' utilizando (iii).
Que las inclusiones pueden ser propias se sigue del Teorema I, (iii)

y los resultados de [6].

(v) Por (i), a + Ae & S(a)” si N # 0.

(vi) Si S(a) es cerrada, S(a) = [a] = S(a)”, por (iv) , y el resulta
do es inmediato.
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(vii) Supongamos que p(a) € J, un ideal bilateral cerrado invarian-
te bajo Aut(B) para algln polinomio p y sea m: B » B/J la proyeccidn
candénica sobre el dlgebra cociente. Entonces T(p(a))= p(r(a)) = 0;
es decir, m(a) es un elemento algebraico de B/J. Para cualquier
automorfismo 7, tenemos que p(r(a)) = 7(p(a)) € J y por lo tanto
m(p(r(a))) = p(@(r(a))) = 0. Luego, m(r(a)) es un cero de la apli-
cacidén continua P: B/J - B/J definida por P(m(c)) = p(m(c)). Dado
que P'y T son apiicaciones continuas, es inmediato que S(a) estd
contenido en la imagen inversa de 7 (0) bajo la aplicacién Pom; es
decir, S(a)” c {b:p(b) € J}. ’

(viii) Sean a,b,2 y f como se indicé. Entonces existe una unién fi-
nita v de curvas de Jordan rectificables, disjuntas dos a dos, orien
tadas positivamente con respecto a A(a) tal que A(b) Nnv¥ = ¢,
Yy CQy f(z) = 1/271i [ f(X)(X—z)_l d\, para cualquier z € A(b).

Y
Sea 7 € Aut(B); entonces 0

T (£(a)) = T{1/2niJ £(\) (he-a) " lary =
Y

= 1/2wij £ Qe-7(a))"Y ax = £(r(a)).

Y
Asi, si b = lim(n+«) Tn(a), utilizando la segunda ecuacién resol-

vente ([22]) es facil ver que (Ae - Tn(a))_l + (Ae - b)_1 uniforme
mente sobre ¥ y por lo tanto f(rn(a)) =0-» f(b) = 0.

(ix) Si B es abeliana, entonces a + A(a) es continua con respecto
a la métrica de Hausdorff, de donde se sigue el resultado (ver [22]).

UN EJEMPLO. Si a = [8 8] y B = {AI + pa:\,u € C} C L(C?), entonces
a2 = 0 y éxisten automorfismos T definidos por Tn(a) = (1/n)a. Por
lo tanto S(a) no es cerrada, ain cuando B es abeliana y de dimensién

compleja 2.

Por un teorema de Eidelheit (ver [22]), si L(X) es el dlgebra de to-
dos los operadores (lineales y continuos) de un espacio de Banach X

en si mismo, entonces todo automorfismo de L(X) es interior, es de-

cir, estd determinado por un elemento invertible W de L(X):

T(T) = WIw ™!,

Para estas 4dlgebras tenemos los siguientes resultados

PROPOSICION 2. Sea L(X) el dlgebra de Banach de los operadores li-
neales y continuos de un eepacio de Banach X en st mismo y sea
T € L(X). Entonces

(i) sZ p(T) = 0 para algidn polinomio p con ceros simples, S(T) es
cerrada y por lo tanto [T] es minimal.

(ii) 82 A € S(T)  y (2z-A) es semi-Fredholm, entonces (z-T) también
es semi-Fredholm, ind(z-A) = <nd(z-T) y dim nic(z-T) < dim nide(z-A).
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En general esta desigualdad no puede reemplazarse por igualdad.

(iii) Sea A € S(T) y sea XO un punto atslado de A(A); entonces RO
también es aislado en A(T) y las dimensiones de los correspondien-
tes subespacios espectrales X(A;Xo) y X(T;RO) son iguales. Mds aun,
st la restricceidn (XO-T)lX(T:RO) es nilpotente de orden n, entonces
también la restricecidn (XO—A)IX(A;XO) es nilpotente de orden menor

o igual que n.

m
Demostracidn. (i) Sea p(T) = 0 para &lgdn polinomio p(z) = II (z-xk),
k=1

donde kk # Kj si k # j. Reemplazando, si -fuera necesario, p por al-
guno de sus divisores, podemos suponer que p es el polinomio (ménico)
minimal de T; entonces X descomponerse como la suma algebraica directa
de los subespacios Xk = nﬁc(kk-T), k = 1,2,...m, invariantes bajo T,
y la restriccidn T|Xk coincide con Rka, donde I indica la identi-
dad en Xk (ver [171;[ 23], Capitulo XI).

Sea A = 1lim(n+w) WnAW;1. Por Proposicidn 1(¢) y (vii), p es también
el polinomio minimal de A y por lo tanto X admite una descomposicién

m
aniloga en subespacios invariantes bajo A: X = kgl X;, donde % indi-

s s "o— 51 - "o o— "
ca suma directa algebraica, Xk nic (Xk A) y A|Xk kuk,
k =1,2,...,m.

- w-! ..
Sea Xk,n = Wn Xk’ sea Pk la proyeccidén de X sobre Xk a lo largo de
[} o (o] ¢} (¢} .
Xp % oo 2 X )+ X f e v Xy sean Pﬂmy Pk,n definidas andlo-
gamente, para k = 1,2,...,m. Entonces T = ) kkPk, WnTWr_l1 =
k=1 :
m m
-1
- = " - =
= kél kak’n y A kzl A Py. Dado que IA - W TW "I

m
= | ) Xk(Pu - Pk n)II + 0 (n+e), no es dificil concluir (usando nue-
k=1 ’

vamente la semicontinuidad superior de partes separadas del espec-
tro) que HPE - Pk nH + 0 (n+e), para k = 1,2,...,m.

Para n suficientemente grande, HPE - Pk nﬂ <1, k=1,2,...,m, ¥y
’

(ver [231, Capftulo XI) por lo tanto (Pﬁlxk n):Xk n” Xﬁ es un iso-

m
morfismo de -espacios de Banach y W = kzl (P§|Xk n) es un elemento

invertible de L(X). Es evidente que ka,n = XE, k=1,2,...,m, de
1

donde se sigue que anTw;lw_ = (WWn)T(WWn)'1 = A € S(T). Por lo

tanto S(T) es cerrada y, por Proposicidn 1(vi), [Tles minimal.

(ii) La primera afirmacién y la desigualdad son consecuencias de
la estabilidad del indice de los operadores del tipo semi-Fredholm
([17]1). Si U es una traslacién bilateral en un espacio de Hilbert
separable, entonces U es unitario y A(U) = T = {z:|z|= 1}; sin
ehbargo, S(U)”~ contiene un operador de la forma S e S*, donde S es
una traslacién unilateral, S* es el adjunto de S y ® indica suma
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directa ortogonal ([ 9], Problema 85). S @ S* es un operador de
Fredholm de indice 0 y ndcleo de dimensidén 1; este ejemplo muestra
que, en general, no cabe esperar que dim ndc(X - T) = dim ndc(\ - A).

(iii) Sea XO un punto aislado de A(A) y'sea v una circunferencia de
centro AO’ orientada positivamente, que separa Ko de A(A)\{ko}. El
idempotente asociado con XO estd dado por Pg = P(A;xo) =
= 1/2mi J a - A ta,

Y
Por Proposicidén 1(<), ¥ n A(T) = ¢, de modo que podemos similarmen-
te definir Py = P(T;A(). Si lim(n>=) IA - W_TW.®
deduce de la integral anterior y la segunda ecuacidén resolvente que
1Py - WP WUl > 0 (n>0) y por lo tanto PyX = X(A;\g) y WP oW X =
= Wn(PoX) son espacios de Banach isomorfos; en particular, tienen

I = 0, entonces se

la misma dimensién. Esto demuestra la primera afirmacién; la segunda
e€s consecuencia inmediata de la primera.

Utilizando el mismo tipo de argumentos podemos demostrar el siguien-
te resultado

COROLARIO 1. Sea T un operador lineal en un espacio de Banach de di-
mensidn finita. Entonces S(T) contiene a todos los operadores A que

satisfacen lo siguiente:

(1) A(A) = A(T) y para cada N en A(T) los subespacios espectrales
X(T;X) y X(A;N) tienen la misma dimensidn.

(ii) sz XO € A(T) y los bloques de la forma de Jordan de TIX(T;RO)

tienen longitudes d1 > d2 > .00 dm > 1, entonces los bloques de
)
A tienen longitudes d11 > d12 > ... > dlrl’ d21 > ... > d2r2""’
Tk
dmol > ... > dmormo’ tales que dk = jzl dkj’ k =1,2,...m0.

[T] es minimal si y sélo si el polinomio minimal de T tiene ceros
simples; [T] es maximal si y sb6lo si para cada XA € A(T), el polino-
mio minimal de T tiene un cero de orden igual a la dimensién de
X(T;\), en A,

Més adelante veremos una extensién de este resultado a espacios de
Hilbert de dimensién infinita. Para cefrar la seccidn considerare-
mos el dlgebra de operadores en un espacio de Hilbert X de-dimen-
sidén (topoldgica) infinita h.

PROPOSICION 3. Sea L(¥) el dlgebra de operadores en un espacio de
Hilbert X, sea J un ideal bildtero cerrado de L (¥) y sea T un ope-
rador. Entonces

(i) 52 p(T) € J para alghn polinomio p, entonces S(T)  C {A + K:
p(A) = 0y K€ J}.
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(ii) s7 Ko € A(T) es un punto atslado y ﬂ%,xé son los subespacios

espectrales asociados con {Ko} Yy A(T)\{No}, resp., entonces S(T)

contiene un operador T' tal que KO,HB son también invariantes bagjo
' 1 = ' [ - ]

T', T, = ATy oy T'IHY = TIHG.

(iii) S¢ A(T) es la unidn disjunta del conjunto compacto I' y el con

junto finito {Rl,Kz,..f,km}, los subespacios invariantes asociados
con T, {Kk} (k = 1,2,...,m) son xo,ﬂl,...,ﬂ; y Ty = TIIO, entonces

S(T)  contiene un operador T' = T0 ® N, donde N € L(ﬂé} es normal,
A(N) = {Xl,...,km} y dim nie(N - Xk) = dim ﬂk, para k = 1,2,...,m.

Demostracién. (i) Consecuencia de Proposicidn 1(vii) y del resultado
central de [19].

(ii) Esto se sigue del corolario de Rota (ver [9]1;[13];[241).

(iii) Por induccién en (ii) y propiedades de los espacios de Hilbert:
”, § .02 Mﬁ y Mé son dos complementos algebraicos de ¥,, y por

lo tanto tienen igual dimensién.

3. ORBITAS UNITARIAS EN L(¥). La clausura de la drbita unitaria

U(T) = {UTU*:U es unitario} de un operador T en un espacio de Hilbert
x, dim X = h > R, ha sido considerada por varios autores (ver, p.
ej., [6]1;(81;[111). En lo que sigue, A~ T indicard que los opera-
dores A y T son unitariamente equivalentes (A y T puedén actuar en
distintos espacios de Hilbert). Necesitaremos aqui algunos resulta-
dos elementales, que estdn contenidos en el siguiente

LEMA 1. Séa ¥ un espacio de Hilbert de dimensidn h y sea {Ja:No <
< & < h} la familia bien ordenada de todos los ideales bildteros
cerrados no triviales de L(H). Dado T € L(X), sea Aa(T) el espec-
tro de la imagen candnica de T en L(%)/Ja. (En particular, ANO(T) =
= E(T) es el espectro esencial de Calkin); entonces:

(i) U(T)” = UCA)" y S(T)  y S(T)” = S(A)™ para todo A € U(T) .

(ii) 8% N es normal, entonces UN)  es el conjunto de todos los
operadores normales A € L(H) tales que A(A) = A(N), Aa(A) = Aa(N)
para todo @ y log autovalores aislados de A y de N tienen la
misma multiplieidad.

NOTA. Dado &, Ry <a <h, J = (T € L(¥) :dim (TX)" < a}  es un
ideal bildtero cerrado de L(X). Inversamente, todo ideal bildtero
cerrado no trivial tiene esta forma. Sobre caracterizacién de los
ideales y propiedades de los "espectros pesados" Aa(T), véase [4];
[51;07);0151;018]).

La igualdad U(T) = U(A)_ para A en U(T) es inmediata. La segunda
igualdad es una consecuencia de la primera, dado que U(T) es un
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subconjunto de S(T). (ii) es un resultado conocido (ver, p. ej.,[6];
[101;015]1).

Los argumentos de la demostracidn del siguiente resultado han sido
modelados sobre el trabajo [20] de C.Pearcy y N.Salinas.

TEOREMA 2. Sea T € L(H) un operador de la forma T ~ (B e A) + K,
donde A,B € L(H), B~Be By K€ Ja para algin «. Entonces U(T)
contiene un cperador unitariamente equivalente a C @ T, donde

C =~ BIM para algin subespacio reductor M del operador B.

Demostracidén. Nuestras hipétesis acerca de B y de K implican que B
es unitariamente equivalente a un nidmero numerable de copias de si
mismo y que lim(n»«) K - KnH = 0, para cierta sucesidn {Kn} tal
que Kn|ﬂ£ = 0 para cierto subespacio reductor R; de codimensidn
menor que a. Es claro que

B + K1 K2
T =~ € L(H o )
K3 A+ K4
donde Kl""’K4 € Ja, y existe una sucesidén creciente de proyeccio-

nes ortogonales {Pn} tal que P+ I en la topologia fuerte, PnB =
= BP_, BIP H ~BI(I - P)H~By I(l-P)KPI +IPK(I-P)I-+

+ (1 - P IKy I+ 1K (I - P I > 0 (now).
Descompongamos el subespacio H correspondiente a B en la suma de tres

subespacios H = M' e N ® PnK, con M' isomorfo a M, de modo que
B® A + K se pueda escribir como

C+ X K2 K K}
Beoa+k-| X B+ K K 5
X] K3 B+ K K>

K} K2 K3 A+ K,

con respecto a la nueva descomposicién de X ® £ (C ® B ~ B).

Dado ¢ > 0, existe n = n(e) tal que HK;H + HK%H + HK;H + HK§H +
8 .

+ 7 HK%H < e. Fijado este n, podemos elegir operadores J? de manera
j=1

que
C 0 0 0
0 B+ Jf Jf J2
B® A +J = 8 o 2 | ~ce (Bea+K)
0 J1 B + K1 J2
2 3
0 g2 33 A+ K,
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entonces J € Ju y I(B® A+ K) - (Be A+ J)I =1IK-Jl <2Ze.

Dado que ¢ > 0 era arbitrario, se sigue de esto que cualquier ope-
rador unitariamente equivalente a C ® T pertenece a u(T) .

COROLARIO 2. Sea T = H + K€ L(H), donde H es hiponormal y K es
compacto. Si A =~ N @ T para algin operador normal N que actida en
un espacio de Hilbert X', dim ¥' <h, A(N) C HN (T) y Au(N) C

0

C HG(T) (donde Ha(T) es el espectro a izquierda de peso a de T;
ver [51) para todo a, entonces A € U(T) .

Demostracidén. Supongamos que h > No. Utilizando ([15], Teorema 3),
podemos encontrar subespacios separables MO cx, Ml C ¥ que redu-
cen a N, y a Hy K, respectivamente, tales que A(NIKO) = A(N),

ANl = BEQNIIC), K% = 0, AGHIK) = AGD, E(HI) = E(H) = E(T)
~y'H&0(H|M1) = I, (H) = HxO(T). De acuerdo a [20] y [15], Corola-
0

_rio § , U(Tlﬂf)' contiene cualquier operador unitdriamente equiva-
lente a (TIH;) @ (N|Mé). Por lo tanto, serd suficiente probar que
U(TIHI)' contiene a los operadores unitariamente equivalentes a
(TIKI) ® (N|ﬂ0). Es decir que podemos limitarnos al caso en que ¥
es separable y de dimensién infinita y A(N) C HNO(T)'

Mis éﬁn, usando los resultados de [20] podemos suponer, sin pérdi-
da de generalidad (reemplazando K por K + K, donde K1 'es otro
operador compacto de norma arbitrariamente chica), que H = Ho e M,
donde H, es hiponormal y M es un operador normal de multiplicidad
uniforme infinita (es decir, M ~M ® M) y que M = N & M', con
M' ~ M. Ahora el resultado se deduce facilmente del Teorema 2.

Recientemente, D.W.Hadwin ([ 8]) anuncié el siguiente resultado

COROLARIO 3. Sea T € L(¥) un operador esencialmente normal (es de-
eir, T*T - TT* es compacto) y sea T = T0 ® N la (¥nica) descomposi-
eién de T en su parte anormal To y su parte normal N (N es normal

y no existe ningdn subespacio reductor M # {0} tal que T0|M sea
normal). Entonces U(T) = (S = T0 ® N':N' es normal, A(N') C A(N)V
) E(To), E(N') Cc E(N) U E(TO), Aa(N') = Aa(N) y los autovalores
aislados de N y de N' tienen la misma multiplicidad}.

En realidad, D.W.Hadwin s6lo considera el caso separable. Sin em-
bargo, si T es esencialmente normal, entonces T0 actGa en un sub-
espacio separable, de modo que el caso general se deduce inmedia-
tamente del caso separable, Su demostracién se basa en el andlisis
de ciertas C*-élgebras'ligadas al operador T, pero no es dificil
obtener una nueva demostracién del mismo resultado utilizando los
resultados de.[3], Lema 1 y Teorema 2., Los detdlles quedan a cargo
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del lector.

L. ORBITAS DE SIMILARIDAD EN L(¥). Supongamos que el operador T ad-
mita una cadena {Mn}n:1 estrictamente creciente de subespacios in-

variantes tales que, si Pn es la proyeccidén ortogonal de ¥ sobre

Ml (n=1,2,...) y P, es la proyeccién sobre ¥, = A Ml, entonces
n 0 0 n=] n
Ly _ . _ . _
N, AP TIM ) = {0} y (si Py # 0) A(PTIH,) = {0}. Si My = {0}y
H; = Mn e Mn_1 = Mn N Mi—l’ n=1,2,..., con respecto a la descompo-

sicidén en suma directa ortogonal ¥ = (nglﬂ;) ® Mo, T puede escribirse

como una matriz infinita de operadores

T T T,,... T oo T

1 12 13 1In 10
T, T23... T2n e T20
S R
0 Tn TnO
T0
= triang(Tl’le’T13"‘"Tlo;TZ’T23""’TZO;"';Tn’Tn,nﬁl""’Tno;

;"';TO)’ donde Tn € L(M;), n=20,1,2,..., A(TO) = {0} (& A(To) = ¢
. : 1 ~ PO

si Py =0)y AT ) = o C A(Pn—1T|Mn—1) C A(T) ,donde K" indica el

complemento de la componente no acotada de C \ K (K compacto; ver

[21], Teorema 0.8).

Por el corolario de Rota ([ 24]; ver también [9];[13]), existe una
sucesién de operadores invertibles {W,} en L(Mb) tal que HW£1H< 1/k

-1 . . > .
y lkaTOWk I - 0 (k>»). Asi, si U, = ;tl In) ® W, la sucesidn
-1 .
{UkTUk } converge en norma a A = trlang(Tl,le,...,O;...;Tn,Tn’n+l,
yee0303...50) € S(T)™ (es decir que la matriz de A es lo que se ob-

tiene de (I) reemplazando la dltima columna por ceros).
Analogamente, si Vk = (1/k)I1 ® (ngz In) ® IO, entonces la sucesién

-1 .
{VkAVk } converge en norma a B1 = trlang(Tl,O,O,...,O;Tz,T2

3,...,

05..5T T «v.503...30) € S(A)” C S(T) . Por induccién tenemos

n,n+l?’

que {B_ = trihng(Tl,O,...,O;TZ,O,...,O;...;Tm,O,...,0;Tm+1,Tm+1,m+2,

,...,0;...;0)}m:l C S(T) , siendo B, la suma directa de T ,T v T

22"
y un operador B) que admite una representacién matricial de la for-
ma (I) con ceros en la Gltima columna, tal que

m
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. m N
A(B;) [« [A(T)\nL__g1 an] . Por lo tanto, podemos aplicar nuevamente el

teorema de Rota a B& y obtener un operador B; similar a B; de norma
menor que sp(B&) + 1/m (sp(L) = radio espectral‘de L). Reemplazan-
do B; por Bl en cada etapa y pasando al 1limite, obtenemos que S(T)~
contiene cualquier operador de la forma C = (n§1 T;) ® 0, donde Té

es similar a Tn (n=1,2,...) y “Téﬂ +> 0 (no>e).

Ahora estamos en condiciones de enunciar el resultado mids importan-
te de este trabajo, que es el siguiente ’

TEOREMA 3. Sea T € L(¥), siendo H un espacio de Hilbert de dimensidn
infinita h. Supongamos que A(T) = (ngl on) U {0}, donde 0 & o para
ningin valor de n y {On}n:1 es una familia de subconjuntos abiertos
y cerrados.de A(T), disjuntos dos a dos tal que o7 {0} (n»e; en

la métrica de Hausdorff). Sea {Mn}n la cadena estrictamente cre-

=1

ciente de subespacios invariantes asociados con los subconjuntos

n
espectrales kgl 0, Entonces todo operador de la forma C indicada

mds arriba satisface A(C) = A(T), y A(Tn) = 0 para n = 1,2,...

©

Sea {H'}
n

n=0 %74 familia ortogonal de subespacios tales que

H = (ngl ﬂ;) ] Mb y sea L = triang(Ll,le,...,Llo;Lz,L23,...,Lzo;...;

,L vyl .;Lo) con respecto a dicha descomposicidén de X

nO;"

y supongamos que

Ln n,n+l’"’

(a) dim M; = dim M;, n=1,2,..., y dim MB = méx{No;dim Hb; h'},
donde h' = inf.dim(n > 0) M;.

(b) L ~L'€ S(Tn)', n=1,2,...
(c) SZ h' < e, entonces L0 es compacto y casinilpotente .

(d) Si h' es un cardinal infinito, L0 es la suma directa de un casi-
nilpotente en un subespacio de ﬂs de dimensidén h' y del operador 0

en el complemento ortogonal de dicho subespactio.

(e) sz P’ es la proyeccidén ortogonal de ¥ sobre (k§n ﬂi) ® K6 ,
n=1,2,..., entonces HP;LH + 0 (noe).

Entonces L € S(T) .

Demostracién. Nuestras observaciones previas muestran que C € S(T) ,

y las igualdades A(Tn) =0.,n= 152,...5, ¥y A(C) = A(T) se deducen
n

facilmente de la definicidn de Mn: A(TIMn) = kgl O » B = 13250000 o

También es inmediato que (Lj ® Ly e ... e L')e (& 6 T')€ s(T)”
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param = 1,2,... y el espectro de este operador es igual a

m .
A(T) v (n¥1 A(L;)). Sea, para cada n, L; un operador similar a Tn
tal que ﬂL; - L;H < e/n (para un cierto ¢ > 0 dado); entonces
(LyeLye .. o L) @ (.41 Tp) € S(T) y su espectro coincide

con el de T. Utilizando el resultado de Rota ([24]) y (e), vemos que

o2 L) e o, (2, L'ye 0e S(T)_ (Observemos que (e) implica, en

8

particular, que Hngm L'l > 0 (m»=)).

Supongamos que h' es un cardinal infinito; entonces consideramos

m-1 o
= " )
operadores Dm ( 91 Ln) ® Mm (e

"y e -
o n2m+1 Ln) 0, donde Mm es cual

quier operador en L(Hh) unitariamente equivalente a L; ® 0' con 0'=
el operador 0 en un subespacio de dimensién h'. Es fdcil ver que
ﬂDm - ($nLg) ® 0 - 0 (m>=) y que Dm ~ (®n L;) ® 0", donde 0" = el

operador 0 en un subespacio de H de dimensién igual a la de Mé.

Si ho y h' son ambos finitos, entonces (9n T;) ® 0 es la suma direc-
ta de un operador compacto en un subespacio de dimensién NO y otro
que actla en un subespacio de dimensién h; en este caso podemos
utilizar el Teorema 2 para ver que la clausura de la rbita unita-
ria de D = (en L;) ® 0 contiene un operador unitariamente equiva-

lente a D ® 0". De estas dos observaciones concluimos que, a los
efectos de la demostracidén, podemos suponer directamente que
D = ($n L:) ® 0, con L; (S L(M;), M; =¥ ,n=0,1,2,...

n’

Para cada n, descomponer ﬂ; = ﬂg ® R, donde dim M; h' 6 1, de

acuerdo a que h' sea un cardinal infinito o finito, y Rn es su com-

plemento ortogonal en ﬂ;. Sea Qg 3, > ﬂy+m; 1<j<k<p}

una familia finita arbitraria de operadores y sean los operadores

Rjk:ﬂ > X definidos (con respecto a las descomposiciones

k+m j+m
indicadas) mediante las matrices

R, - |4k O
ik o 0
Por induccién sobre el resultado de [21], corolario 0.15 , vemos
que el operador Em = triang(LY,O,...,0;...;L;,O,"..,O;L;+1,R12,

RygsesRyps0,0,0 00,0510 R, 292005 b 05l R,

m N
0,0,...0;L;+p,0,0,...,0;..;L;,0,...,0;...;0) = (ngl L;) ®

.+.»R

12,...,RIP;L;+2,R23,...,R ) e

(n§m+p+1 L;) ® 0 (Aqui "triang'" se utiliza para indicar fila a

TS A

. " .
trlazg(L R 2p m+p-1’Rp—1,p’Lm+p

m+1’

fila una matriz triangular superior de orden p) es similar a D.
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Sea Fm el operador obtenido a partir de Em reemplazando L; por O
para n = m+1,...,m+p. Es inmediato que IE - F I » 0 (m+=) . Obser-

m )
~ (-] "y e (]
vemos que F_ =~ ( &, L») (n=m+p+1

QqyseeesQy 3050 e sQppse 30,0

‘g R
n=1

L;) ® 0 (en ﬂb) ® triang(O,le,

50) (en ' ) e 0 (en

]
p-1l,p n=1l n+m

n+m). Sea, finalmente, Gm el operador obtenido a partir de F

. iz p
reeemplazando el dltimo 0 de esta descomposicidén por 9 L" .
n=1 "n+m

Es inmediato que HEm - Gm" + 0 (m»=) y que Gm ~D @ Q, donde

Q = triang(O,QlZ,...,QlP;O,Q23,...,Q2p;...;O,QP_I’P;O) es precisa-
mente la forma canénica de un operador nilpotente de orden menor o
igual que p que actda en un espacio de Hilbert de dimensién h' (si
h' es un cardinal infinito) o bien en un espacio de dimensién p
(si h' es finito). En el caso en que h' es cardinal infinito, po-
demos volver a utilizar los argumentos de la primera parte de la
demostracién, junto con el Lema 1(Z), para ver que U(Gm)- contiene

' "y @
un operador Gm (nzl Ln) Q.
En conclusién,hemos demostrado que S(T)  contiene a todos los ope-
radores unitariamente equivalentes a (nzl L;) ® R, donde R € L(ﬂb)

es un nilpotente tal que: (c') Si vale (c), entonces R es de rango
finito; (d') Si vale (d), entonces R es un operador nilpotente
arbitrario cuyo rango tiene dimensién menor o igual que h'. Ahora
bien, todo operador casinilpotente es limite uniforme de nilpoten-
tes; mds adn, si el casinilpotente es compacto, entonces es limite
de nilpotentes de rango finito (La primera afirmacidn estd demos-
trada en [.2];[ 141;[15]; 1la segunda, en [10]), de donde deducimos
que el operador R puede reemplazarse por un casinilpotente elegido

de acuerdo a lo indicado. En particular, vemos que G = (ngl L") e L0
pertenece a S(T) . ’

Ahora "volvemos atrds" en la demostracién y, utilizando (b) y [21],
Corolario 0.15 , obtenemos que el operador Hm = triang(LY,LlZ,...,

. " .
RS AL N S T

0,...,0;L0) es similar a G y por lo tanto pertenece también a S(T) .

;L;,L . L" 0,0,...,0;...;Ln,0,

m,m+1° m0’ m+1’

Por-dltimo, utilizando nuevamente (e) vemos que la sucesidn {Hm}m:1

converge en norma a un operador L" tal que |L" - LI < e. Dado que
L" € S(T)” y que € puede elegirse arbitrariamente chico, la demos-
tracién estd terminada.

Como caso particular tenemos el siguiente corolario, cuya demostra-
cién queda a cargo del lector interesado.

COROLARIO 4. Sea {Tn}nzl.una sucesidén de operadores invertibles en
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©

un espacio de Hilbert de dimensidn infinita h y sea T = T

ngl n’

SZ {A(Tn)} es una familia disjunta de conjuntos compactos y HTnH +0
(n>=), entonces S(T) contiene cualquier operador unitariamente
equivalente a T ® Q, donde Q es un casinilpotente en un espacio de

dimensidn menor o igual que h.

TEOREMA 4. Sea K un operador compacto con infinitos autovalores no

nulos kl,lz,...,kn,.,. (Todos distintos). Entonces K = triang(Kl,

Klz’Kla""’K10;K2’K23""’K20;'";Kn’Kn,n+1"'

respecto a alguna descomposicidén ¥H = (n§1 M;) & I

.,K ...;Ko) con

nO;
0° donde dim H;
es finita para n = 1,2,..., 0 < dim ﬂb < &0 (st # es separable) &

dim ﬂb = h (8?2 ¥ no es separable), A(K|n§1 H;) = {Xl,...,Xm} ,

AK) = ) (n=1,2,...) ¥ A(Ky) c {0}.

Entonces S(T) es el conjunto de todos Llos operadores compactos

T = triang(Tl,T .,T T2,T T .;Tn,T

10° PR R ER

Tno;...;To) tales que Tn es unitariamente equivalente a un operador

122" n,n+l? """

Té € S(Kn)_ (n=1,2,...) y To es um compacto casinilpotente en un

subespacio de dimensidn 30 o finita (si H es separable) & dimen-

sidén igual a h (si ¥ no es separable).

Demostracidén. Eligiendo o, = {Rn} y utilizando la compacidad de X
y de T, todas las condiciones del Teorema 3 se pueden verificar en
forma inmediata, y esto garantiza que T € S(K).

Para ver que S(K) ™ no puede contener otros operadores, basta apli-
car las Proposieitones 1(viZ) y 2, y el Corolario 1.

COROLARIO 5. Sea K un operador compacto con infinitos autovalores
no nulos distintos Rl,Ré,... . Sea R el subespacio espectral de K

asociado con {\ } y sea L = KIRn. Entonces

(1) 8% el polinomio minimal de Ln es (z - Rn) para todo n, [K] es
minimal en L (¥)/~.

(ii) SZ el polinomio minimal de Ln es (z - Rn)dim Rn para todo n,
[X] es mazimal de (K + {AI:\ € C})/~ pero no es maximal en L(3)/~.

Si Qu es un "casinilpotente universal" de L(H), [K ® Qu] es maximal
en L(¥H & 30O /~.

(iii) s7 dim R, = 1 para todo n, S(K)™ = S(T) .para cualquier
Te S .

Demostracidén, La maximalidad de [K @ Qu] se sigue a partir de los
resultados de [1],[ 15] sobre la caracterizacién de la clausura uni-
forme del conjunto de los operadores nilpotentes. El resto de la
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demostracién queda a cargo del lector.

Las condiciones del Teorema 3 pueden parecer excesivamente restric-
tivas. E1 siguiente ejemplo demuestra que, en general, no pueden
relajarse.

EJEMPLO. Sea Tn = triang(1/n,1;1/n) en M; de dimensién 2 y sea
Kn = triang(q/n,q/n;q/n) con respecto a la misma descomposicidn.

Sea # = H,T=e T y K= K, Es evidente que T_ es similar
n n n n n n

nzl
a Kn para todo n. Si H es el operador hermitiano diagonal con auto-
valores {1/n: n = 1,2,...} , entonces ¥ admite una descomposicién
de la forma ¥ = R1 ® Rz,

y X = triang(H,H;H). No es dificil ver que si Lm = triang(H,Fm;H),

con respecto a la cual T = triang(H,I;H)

donde Fm es el operador hermitiano diagonal con autovalores 1,1/2,
1/3,...,1/m,1/m,1/m,... , es similar a T y que IL - KI + 0 (m>=);
por lo tanto K € S(T) . Dado que K es compacto y T no lo es,

T & S(K) . La explicacidn de este hecho puede encontrarse en que,

m
si Rm indica la proyeccidén ortogonal de ¥ sobre ngl ﬂ;, entonces

I (1 - Rm)KH + 0 (m»~), mientras que {(I - Rm)T} no converge en

norma.
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