Revista de la
Unidn Matemdtica Argentina
Volumen 28, '1977.

EVOLUCION DEL CONCEPTO DE DIFERENCIAL *

Manuel Balanzat

El concepto de diferencial se remonta, como es sabido, a la é&poca
en que nacidé el cidlculo infinitesimal; para las funciones reales
de una variable real el uso de la notacién dy/dx fue de gran uti-
lidad pero emmascar6 la esencia del concepto de diferencial. No
hace demasiado tiempo era corriente el siguiente lenguaje: dx,
cuando X es la variable, representa el incremento infinitamente
pequefio dado a la variable, y cuando x es una funcién, es el tér-
mino de primer orden de su incremento; puede admitirse que ‘lo
esencial estd, pero desde luego que no estid bien explicitado. En
lo que respecta a las diferenciales de orden superior la explica-
cién era, en casi todos los textos y hasta hace relativamente po-
cos afios, bastante confusa.

En lo qué respecta a las funciones reales de varias variables rea-
les era corriente, en los buenos textos de comienzos del siglo,

y atin hasta 1940, decir que una funcién f era diferenciable en
(a,b) si existian las derivadas parciales en ese punto y se decia
después que la diferencial era:

daf = f'x(a,b)dx + f'y(a,b)dy

en donde dx y dy representaban los incrementos infinitamente peque
fios de las variables.

Desde luego que esta definicién es inadecuada, y no pone de mani-
fiesto la propiedad de mejor aproximacidén de la diférencial. Por.
otra parte, como era de esperar, con la sola hip6tesis de existen-
cia de las dos derivadas primeras no se obtenia ningidn resultado.
(Qué hacfan entonces los tratadistas para obtener los teoremas
esenciales?. Tomemos por ejemplo uno de los mejores tratados de
anilisis que se han escrito, el libro de Goursat en su primera
edicién; para obtener los resultados fundamentales, por ejemplo:
continuidad de la funcién diferenciable, diferenciacién de funcio-
nes compuestas, condiciones de monogeneidad de las -funciones com-
plejas de variable compleja, se afiadfian hipdtesis suplementarias,
la mis empleada era: las derivadas parciales existen en un entor-

*Conferencia "Julio Rey Pastor" de la XXVI Reunidn de la Unién Ma-
temdtica Argentina, Universidad de San Luis (1976).
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no del punto y son continuas en é1l.

La primera definicién correcta de la diferencial para funciones de
varias variables es la de Stolz dada en su libro: "Grundziige der
Differential und Integrél Rechnung" aparecido en 1893: 1la funcién
f es diferenciable en el punto (a,b) si existen, en dicho punto,
las dos derivadas primeras y si ademis:

f(a+h,b+k) - f(a,b) ='(f'x(a,b) + e)h + (f'y(a,b) + )k

en donde ¢ y # son funciones de h y de k que tienden a cero cuan-
do h y k tienden a cero. La extensién a n variables es inmediata.

Stolz prueba que con su definicién se pueden obtener los resultados
del cdlculo diferencial de varias variables que se obtenian con

la hip6tesis de existencia de derivadas parciales en un entorno

y continuidad de las mismas en el punto, probé ademds que esta
Gltima hip6tesis implicaba la diferenciabilidad, pero di6 un con-
traejemplo para probar que la reciproca no era cierta; dicho con-
traejemplo es la funcién

£(x,y) = (% + y*).sen (2 + yH)"H2 1 £(0,0) = 0
que es diferenciable en (0,0) sin que haya continuidad de las de-
rivadas parciales en ese punto.

Otro contraejemplo es la funcién:
Fix,y) = (<2 + y%) g(x? + yHt/2)

en donde g es una funcién continua sin derivada en ningdn punto, .
La funcién F es diferenciable en (0,0) pero no hay derivadas par-
ciales en el entorno de (0,0). ;
En lo que respecta a las condiciones de monogeneidad el primero
que demostré que se necesitaban solamente las condiciones de
Cauchy Riemann y la hip6tesis de diferenciabilidad de u y v fue
Fréchet en 1919,

Stolz observé que la hipétesis de existencia de las derivadas par-
ciales era superflua, pero no insistié sobre este punto que tiene
importancia en las extensiones de la teoria de la diferencial.

La definicién de Stolz tard6 mucho en llegar a los textos de -ense-
flanza y pas6é aln bastante mids tiempo antes de que se le diera a
la definicidén una forma intrinseca:

Si 9 es un abierto de R®, f una aplicacién de 9@ en R y P un punto

de @, la diferencial de f en P es un vector df(P) con la propiedad:

£(P + H) - £(P) = (df(P),H) + IHIT(H); 1im r(H) = 0
H+0
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Para las aplicaciones de R en R™ no se presentaron -dificultades,
ya que una tal aplicacidn es diferenciable si, y sélo si, lo son
sus componentes.

En lo que respecta a las aplicaciones de R® en R™ se hizo durante
mucho tiempo su estudio mediante un andlisis complicado de matri-
ces jacobianas sin poner de manifiesto que el problema era de la
misma naturaleza que el de la diferenciacién de una funcién real
de variables reales, es decir que la diferencial en P es una apli-
cacién lineal, df(P) de R™ en R®, que se podrd representar, dada
una. base, como una matriz jacobiana '

d£ (P) (;,;)

k
y tal que:
£(P + H) - £(P) = df(P)[H] + |HIr(H); 1lim r(H) = 0
H>0
en donde el primer sumando del segundo miembro es el vector de R®
que se obtiene al aplicar la diferencial al vector H de R™. (Usa-
remos siempre la notacién [ | en ese sentido).

Naturalmente si m=1, la diferencial es un vector del espacio dual
y df (P)[H] es el producto escalar (df(P),H), si es n=1, la dife-
rencial es un vector y df(P)[H] es el producto del escalar H por
el vector df(P).

Es importante sefialar que, para el caso de funciones reales de va-
rias variables reales, Hadamard dié, en 1923, una nueva defini-
cién de la diferencial basada en el teorema de diferenciacién de
funciones compuestas. La memoria se titula: "La notion de dif-
férentielle dans 1'enseignement" lo que muestra que el autor pen-
saba que el interés era s6élo diddctico pero posteriores desarro-
llos probaron que esta definicifén era también interesante en otros
‘aspectos. Severi di6 también una nueva definicién de la diferen-
cial que no tuvo mayor repercusién. .

Vamos a ver ahora cémo se produjo la extensién de la diferencia-
cidn a 1las aplicaciones entre espacios de dimensién infinita cu-
yo estudio empezdé bastante antes de quedar bien establecida la
definicién para espacios de dimensién finita. »

El precursor de la teoria fue Volterra, que ya en 1887 introdujo
el concepto de funcién de linea, siguieron los trabajos de varios
matemiticos entre los cuales el mis importante, antes de la pri-
mera guerra mundial, fue el de Gateaux; posteriormente Paul Levy
obtuvo resultados de interés, pero puede considerarse como el crea-
dor de la teoria moderna a Fréchet; su memoria: "Sur la notion

de différentielle dans 1'analyse générale" (Ann. Ec. Normale Sup.,
1925) es la primera exposicién de conjunto de la teorfa en forma
clara y con la mayor parte de los resultados b&sicos.: Este trabajo
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fue completado por dos importantes memorias, una de Graves:

"Riemann Integration and Taylor's Theorems in General Analysis" y'

otra de Hildebrandt y Graves: "Implicit Functions and their Dif-
ferentials in General Analysis', ambas publicadas en 1929 en las
"Transactions of the A.M.S.".

La teoria de la diferencial para aplicaciones entre -espacios nor-
mados, iniciada con la memoria de Fréchet que acabamos de mencio-
nar, es hoy dia una teorfia cldsica que se ensefia sistemdticamente
en muchas universidades y son numerosos los textos en los que es-
td expuesta. Uno de los primeros autores que incluyé esta teoria
en un texto relativamente elemental fue Dieudonné en su libro
Fundamentos del Andlisis Moderno, aparecido en 1960.

Recordemos brevemente la formulacidn de esta teoria. Sean X e Y
dos espacios normados reales , L(X,Y) el espacio de las aplicacio-
nes lineales y continuas de X en Y, @ un abierto de X, X un punto
de @ y f una aplicacién de @ en Y. Se dice que f es diferenciable
Fréchet en X, si existe un elemento de L(X,Y), que se dice que es
la diferencial de f en x_ y se representa con la notacién df(xo),
tal que: )

f(xo + h) - f(xo) = df(xo)[h] + lhir(h); 1im r(h) = 0

: h>0

Se obtienen asi todos los resultados cldsicos: unicidad, lineali-
dad, continuidad, diferenciacién de productos (que se definen co-
mo aplicaciones bilineales continuas), el teorema bdsico de dife-
renciacién de funciones compuestas, la férmula del incremento fi-
nito, la determinacién de midximos y minimos cuando Y = R (con la
que se obtiene una deduccidn elegante de las ecuaciones de Euler
del Cdlculo de Variaciones), los teoremas de diferenciacién de
sucesiones asi como los teoremas de funcién inversa y de funciones
implicitas.

También se pueden extender los teoremas sobre diferenciales exac-
tas en la forma siguiente, que esbozaremos, por ser menos frecuen-
te su inclusién en los textos: sean X e Y dos espacios de Banach
reales, T una curva orientada simple en X, « una aplicacién de r
en L(X,Y). Se define la integral curvilinea en la forma habitual:

J a(x)[dx] = lim } a(ti)[xi - x; 41
¢ v

y se demuestra que el limite existe cuando « es continua y I rec-
tificable, hipdtesis que mantendremos en lo que sigue. Se tienen
los siguientes resultados sobre integraci6én de diferenciales exac-
tas:

Si 2 es un abierto conexo de X, T una curva orientada simple, con-
tenida en o, de extremos a y b y si f es una aplicacién de @ en Y



119

continuamente diferenciable en @, se tiene:

J df(x)[dx] = £(b) - £(a)
T

Si @ es un abierto conexo en X, @ es una aplicacién continua de
9 en L(X,Y), tal que las integrales de a sobre dos poligonales
con los mismos origenes y extremos sean iguales, entonces es po-
sible definir: )

X
£(x) = j o (u)[ dul.

a
y esta funcidn es diferenciable en @ y df(x) = a(x).

Hay también otro enfoque posible para definir la diferencial de
una aplicacidn entre dos espacios normados el cual estid basado

en la memoria antes mencionada de Hadamard, cuya idea esencial es
primero la de definir, en la forma habitual, la derivada de una
aplicacidén de R en un normado y definir despuds la diferencial
usando la regla de diferenciacién de funciones compuestas. Preci-
sando:

Sean X e Y dos espacios normados reales, @ un abierto de X, x un
punto de 2 y f una aplicacién de @ en Y. Se dice que f es diferen-
ciable Hadamard en X si existe un elemento de L(X,Y), que se di-
ce que es la diferencial de f en X » Y que representaremos con la
notacidn df(xo), con la siguiente propiedad:

Cualquiera que sea la aplicacién g de un intervalo real en g, de-
rivable en ho con g(lo) = X, entonces la aplicacién compuesta
G(A) = £(g(\)) es derivable en ko y se tiene:

G'(\) = df(x Mg’ )]

Hadamard probd que si X = R e Y = R®, 1la definicién de Stolz y la
suya coincidian y es ficil ver que lo mismo ocurre si se hace
n

X =R".

Para el caso de dimensién cualquiera, finita o infinita, es claro

que una aplicacién diferenciable en el sentido de Fréchet lo es en
el de Hadamard y esta implicacién subsistirid con cualquier defini-
ci6én de la diferencial que cumpla la ley de diferenciacién de fun-
ciones compuestas y que se reduzca a la derivada ordinaria para

X = R.

En cambio con dimensién infinita existen aplicaciones diferencia-
bles Hadamard que no son diferenciables Fréchet. Esbozaremos el
contraejemplo; sea X el espacio de las funciones continuas en un

intervalo con la norma del supremo y M la aplicacién de X en R de-

finida por M(f) = max{f(x)}. Sea fo un vector de X; es necesario
para que M sea diferenciable en fo que esta funcién alcance su
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miximo en un solo punto, ya que se prueba facilmente que si M es
diferenciable en fo y si c es un punto en el cual fo alcanza su
miximo, entonces la diferencial, que suponiamos existente, tiene
que ser la delta de Dirac en c, luego por la unicidad de la dife-
rencial, c tiene que ser el dnico punto de midximo de fo.

Ahora bien puede probarse que si fo~a1canza su midximo en un solo
punto, M es diferenciable Hadamard en el punto pero no es nunca
diferenciable Fréchet.

Otra forma de encarar la extensién de la diferencial fue iniciada
por Gateaux en 1913 y desarrollada en su memoria pdstuma: "Fonc-
tions d'une infinité de variables indépendantes' publicada en el
Bull. de la Soc. Math. de France en 1919. La teoria de Gateaux
presenta interés y tiene importantes aplicaciones. La diferencial
se define de la siguiente manera:

Sean X e Y dos espacios normados, © un abierto de X, x_ un punto
de @ y f una aplicacién de @ en Y, Tomemos h perteneciente a X y
distinto del cero, definimos:

F(t) = f(xo + th) con X, o+ th € q

y supongamos que existe el limite:

F'(0) = 1im 2 ;FO

t>0
entonces se dice que F'(0) es la variaci6én de Gateaux de f en X,
respecto del incremento, que se designa con la notacién Vf(xo;h);
se ve que esta definicidén es la extensidn natural del concepto
de derivada en una direccidn.

Si Vf(xo;h) existe para todo h y si considerada como funcién de
h es lineal y continua se dice que V es la diferencial de Gateaux,
o diferencial débil de f en X .

La definicién de Gateaux es muy general ya que se pueden dar ejem-
plos de aplicaciones de R? en R que son diferenciables en el sen-
tido de Gateaux y no lo son en el de Stolz.

Desarrollada la teoria de la diferencial dentro del dominio de los
espacios normados se plante6 la posibilidad de extenderla a un cua-
dro mds general. Fréchet,en su memoria de 1937, fue el primero que
planteé la necesidad de ir mas alld del cuadro de los espacios nor
mados y sugirié que la definicién de Hadamard seria la mis adecua
da para hacer esta generalizacién.

Naturalmente la extensién a un domirio mds amplio que el de los es-
pacios normados necesitaba una buena definicidn de ese ‘dominio,

que en 1937 no existia aln. Cuando la teoria de espacios vectoria-
les topolégicos tomé forma definitiva fue posible desarrollar el
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cdlculo diferencial en dichos espacios.

Comenzaremos por un caso simple; sea Y un espacio vectorial topo-
1l6gico y f una aplicacién de un intervalo real en Y. Para que una
definicién de la diferencial sea de interés debe conducir en este
caso a definir la diferencial en X, por la férmula: df(xo)[t] =

= t.f'(xo), en donde t es escalar real 'y f'(xo) es el vector deri

vada:
lim f(x, + h) - f(x,)
h+0 h

y parece conveniente que se deba cumplir el teorema siguiente: si

f'(x) es nula en todo el intervalo entonces f es una constante.

Ahora bien, esta propiedad puede no cumplirse para el caso en que
Y sea un espacio no localmente convexo; en efecto sea Y el espa-
cio de las funciones reales medibles en (0,1) con la convergencia
en medida, es decir que una base de entornos del cero estd forma-
da por la familia V(e,8) definida por la propiedad f pertenece a
V(e,8) si la medida del conjunto de puntos en los cuales es
|£(x)| > e es menor que 8. Es conocido que asi se obtiene un espa-
cio vectorial topolégico metrizable y no localmente convexo.

Consideremos la aplicacidén F de (0,1) en Y definida asi:
F(t) = H_ en donde la funcién H_se define por H (x) = 0 para
x<ty Ht(x) = 1 para x > t. El cociente de incrementos,

E(t+h) - F(t)

es una funcifén que es nula salvo en un intervalo de longitud h,
luego dado V(e,8), basta tomar h < 8 para que el cociente de incre
mentos esté en el entorno, lo que implica F'(t) = 0 y sin embargo
F no es constante.

Este resultado parece indicar que el dominio indicado para una
buena teoria debe ser el de los espacios localmente convexos al
menos si se buscan propiedades de tipo global; las propiedades de
tipo local, que s6lo dependen de la diferenciabilidad en un punto,
son vdlidas atin cuando no se haga la hipdtesis de convexidad local.

Las formas de extensidén a los espacios localmente convexos del con-
cepto de diferencial presentan caracteristicas diferentes segtn
que se quiera generalizar la definicién de Hadamard (o la de
Gateaux) o la definicién de Fréchet.

En el primer caso la definicién dada para los espacios normados se
extiende en forma inmediata, no asi las demostraciones que exigen
técnicas y razonamientos diferentes. La teorfia fue desarrollada
por Balanzat (Revista de la U.M.A., 1962, Anais da Academia Bra-
sileira de Ciéncias, 1962 y Mathematicae Notae , 1964).
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La extensidn para la diferencial de Fréchet implica obtener una
condicién equivalente a la

f(x°+h) - f(xo) - df(xo)[h]

—

ihi ‘ h+0

en la que interviene de manera esencial la norma.

Para obtener esta generalizacién se han elaborado numerosas teo-
rias, en su mayoria a partir de 1960, citaremos entre los princi-
pales autores: Michal, Hyers, Lamadrid, Sebastiao e Silva,
Marinescu, Vainberg, Engel, Bastiani, Keller y otros. No es posi-
ble, por razones de tiempo en esta conferencia hacer un estudio
detallado y comparativo de las diferentes definiciones, nos remi-
timos a la excelente exposicibén sobre el tema: Averbukh and
Smolyanov, "The various definitions of the derivative in linear
topological spaces", Russian Mathematical Surveys, vol. 23, 1968,
pgs. 67-113. La tabla de las distintas definiciones ocupa tres
péginas y hay ademis dos diagramas sobre sus relaciones mutuas.

Parece indicado sefialar la existencia de otras dos publicaciones
.en donde se hace una exposicién al dia de la teoria y se da ade-
mas una extensa bibliografia, que recomendamos a los que quieran
ampliar los resultados, forzosamente someros, de esta conferencia.
Las dos publicaciones son: la de Averbukh and Smolyanov, "The
theory of differentiation in linear topological spaces', Russian
Mathematical Surveys', vol. 22, 1967, pgs. 201-258, y el articulo
de M.Z. Nashed: "Differentiability and Related Properties of Non-
linear Operators; some Aspects of the Role of Differentials in Non-
linear Functional Analysis" publicado en el libro "Non Linear Func
tional Analysis and Applications", Academic Press,1971,pgs.103-310.

Daremos ahora una definicién de la diferenciabilidad Fréchet que,
abarca, haciendo modificaciones de detalle y particularizaciones,
una gran parte de las definiciones dadas por los distintos autores.

Sean X e Y dos espacios vectoriales topolfgicos, ¢ una familia de
subconjuntos de X que debe cumplir un cierto nlimero de condicio-
nes, anilogas pero no idénticas, a lasvempléadﬁs para definir las
o-topologias en L(X,Y).

Sea Q@ un abierto de X, x  un punto de @ y f una aplicacién de @

gn Y. Se dice que f es o-diferenciable en xo si existe

df(xo) € L(X,Y), que es la diferencial, tal que para Se€ o y

h € S, se tenga:
lim f(x°+th) f(xq)

t+0 h

= df(xo)[h],

con convergencia uniforme en S.
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En particular si ¢ es la familia de los finitos se dice que se tie-
ne la diferencial débil (ligada con la de Gateaux), si es la fami-
lia de los compactos se dice que se tiene la diferencial compacta,
(ligada con la de Hadamard) y finalmente si se toma la familia de
los acotados se habla de la diferencial acotada.

Las distintas teorfas de la diferenciacidn permiten obtener bastan
tes propiedades de la teoria para los normados, afin cuando algunas
de ellas tienen una forma algo diferente. Hay, por ejemplo, varias
formas de extender el teorema de los incrementos finitos para es-
‘pacios localmemte convexos de las cuales mencionaremos la siguien-
te: Sea f una aplicacién diferenciable Hadamard en un abierto con-
vexo y supongamos que el conjunto de las diferenciales en los pun-
tos de dicho conjunto sea equicontinuo; entonces dado un entorno

V de cero en Y que sea cerrado y absolutamente convexo, existe un
entorno U de cero en X, tal que: si a y b estdn en el abierto y
(b-a) € tU, entonces f(b) - f(a) € tV.

La definicién de las integrales curvilineas se hace como para el
caso de los espacios normados y siguen valiendo los teoremas sobre
diferenciales exactas.

Puede igualmente hacerse un estudio de las diferenciales de orden
superior, que aqui nos limitaremos a mencionar.

Por otra parte si bien algunas propiedades se generalizan, hay

otras que no se pueden extender, lo que marca diferencias impor-
tantes entre la teoria para espacios normados y para espacios vec-
toriales topolégicos, por ejemplo en este Giltimo dominio la dife-
renciabilidad en un punto no implica la continuidad en dicho pun-
to y hay incluso resultados que prueban que esto no es demasiado
excepcional, aclaremos este punto.

Recordemos que un espacio vectorial topoldgico es sucesional,
cuando x € A, implica la existencia de una sucesién (xn) de ele-
mentos de A tales que x = lim X . Naturalmente todos los espacios
metrizables son sucesionales pero se puede dar ejemplos de espa-
cios vectoriales topoldgicos sucesionales y no metrizables. Se
obtienen los resultados siguientes:

Sea X un espacio sucesional e Y un espacio vectorial topolégico,
cualquier aplicaci6n de X en Y diferenciable Hadamard en un pun-
to es.continua en dicho punto.

Sea X un espacio no sucesional e Y un espacio vectorial topolégi-
co, siempre se puede definir una aplicacién de X en Y diferencia-
ble Hadamard y discontinua en un punto.

Sean X e Y dos espacios vectoriales topolégicos y f una aplica-
cién de X en Y; suponemos que se toma una definicién de o-diferen-
ciabilidad tal que la familia 0 contenga todas las sucesiones con-
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vergentes. Entonces la condicidn necesaria y suficiente para que
cada aplicacién de X en Y que sea o-diferenciable en X sea tam-
bién continua en x_, es que X sea sucesional.

Cuando se considera la diferenciabilidad en un abierto el problema
cambia y hay distintos resultados de los que citaremos el siguiente:

Si f es diferenciable Hadamard en un entorno de x_  y si el conjun-
to de las diferenciales en ese entorno es equicontinuo, entonces £
es continua en X .

Otra diferencia de interés con el caso de los normados es que no
se conocen teoremas buenos de existencia para las funciones impli-
citas. El enunciado del teorema de existencia y diferenciabilidad
es facilmente traducible al caso de los espacios vectoriales topo-
16gicos, pero no asi la demostracidén, es mis,la traduccién lite-
ral 1leva a un resultado falso, adn en el caso de los espacios me-
trizables.

Queda la posibilidad de obtener algunos resultados con traduccio-
nes menos literales o con nuevas definiciones de la diferencial,
hay algunos resultados parciales de los cuales nos limitaremos a
sefialar el de ver Eecck "Sur le calcul différentiel dans les es-
paces vectoriels topologiques", Cahiers de Topologie et Géométrie
Différentielle, 1974, en donde con, una nueva forma de definir la
diferencial,obtiene la diferenciabilidad cuando se admite la exis-
tencia de la funcidén implicita.

Para terminar mencionaremos la existencia de otros trabajos en los
que se estudia la diferenciacifn con estructuras algo distintas

de las de los espacios vectoriales topoldgicos, este aspecto no lc
podemos desarrollar por falta de tiempo, nos limitaremos a sefialar
para estructuras pseudo-topolfgicasel texto de Frélicher and
Bucher: "Calculus in Vector Spaces without Norm", Lectures Notes
n® 30 y para las estructuras bornoldgicas los trabajos de
Colombeau, en particular la memoria: "Sur quelques particularités
du calcul différentiel dans les espaces bornologiques ou topolo-
giques'", Revue Roumaine de Mathématiques Pures et Appliquées, vol.
17, 1973.

Universidad Nacional de Buenos Aires.
Argentina.



