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ANILLO DE WITT DE FIBRADOS VECTORIALES

Angel R. Larotonda y Miguel A. Lépez

Asumimos la teoria de fibrados vectoriales (reales de dimensién fini-
ta) y su correspondiente KO-teoria segdn la formulacién ‘de [1].

Una forma cuadrdtica sobre un fibrado vectorial & = (E,p,X) es una apli
cacién q: E — R continud tal que q/Ex es una forma cuadritica sobre

el espacio vectorial E = p'l(x) para cada x € X. La aplicacién
Bq: E(¢®¢) — R definida por Bq(a,b) = %(q(a+b)—q(a)—q(b)), es conti-
nua y su restriccién a ExxEx es bilineal y simétrica para cada x e X.

Definimos un X-morfismo de fibrados vectoriales d : & —» E* por
dq(a)(b) = Bq(a,b) cualquiera sea (a,b) € E(¢§9¢); q se dice no degene-
rada si dq es un X-isomorfismo.

Un fibrado cuadrdtico es un par (£,q) donde ¢ es un fibrado vectorial
Y q es una forma cuadrdtica sobre § no degenerada.

Una Zsometria (El,ql) — (Ez,qz) de fibrados cuadridticos de base X

es un X-morfismo (necesariamente un X-isomorfismo) f: El —_ £2 de 1los
fibrados vectoriales subyacentes, tal que q = qzof. Si existe una iso
metria f: (El,ql) —_ (Ez,qz) pondremos (El,ql) ~ (Ez,qz).
Si (¢,,9;) vy (¢,,9,) son fibrados cuadriticos de base X, definimos su
suma ortogonal (El,ql) L (Ez,qz) = (EIGEZ, qllqz) y su producto tenso-
rial (El,ql) ® Gz,qz) = Gl ® Eh » 4 ® qz) poniendo:

(9 L qy) (a;,8,) = q,(a;) + q,(a,)

(a; ® ay) (3, @ a,)) = q,(a;).q,(a,)
para a; € E(Ei) ; 1=1,2.
Previas las identificaciones naturales de &, ® Ez)* y €, e 52)* con
GI ® E; y‘EI ® E; respectivamente, se tiene d =d e d y

q;la, qr LY

d = . duct
41 e 4, dq1 ® dqz Se concluye que la suma ortogonal y el producto

tensorial de fibrados cuadridticos son fibrados cuadrédticos.

Dado un fibrado vectorial ¢ definimos uha forma cuadridtica no degene-
rada q; sobre § ® t* por qg(x,y) = y(x). E1 fibrado cuadrdtico HE) =

= (£ eg", qE) se dice el fibrado hiperbélico asociado a ¢.

Si f: § — 7 es un X-isomorfismo de fibrados vectoriales, H(f) =
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= f @ (fhl)*: H(§) — H(ﬂ) es una isometrfa. Por otra parte,
H(E, @ £,)) ~H(§)) LH(E).
H resulta un funtor de categorias con producto (enlel sentido de [zn

de la categoria de fibrados vectoriales e isomorfismos con e, en la
categoria de fibrados cuadrdticos e isometrias con 1.

Si X es un espacio topolégico indicamos con Witt(X) el conjunto de
clases de fibrados cuadrdticos de base X médulo la relacidn:

" (El,ql) = (52,42) sii 'existen ni,nz fibrados vectoriales de base X

tales que (El,ql) 1 H(nl) ~ (Ez,qz) 1 H(nz) ". ]

Asi e y @ inducen en Witt(X) una estructura de anillo conmutativo que
llamaremos anillo de Witt de X, terminologia sugerida por el hecho de
que 1la definicién anterior coincide con la clédsica de anillo de Witt
de R (ver [3]1, §8) para el caso de espacios de un punto. En realidad
Witt(X) coincide - al menos para espacios compactos - con el anillo

-de Witt de la R-dlgebra C(X,R) ([4]). Ponemos [ (¢(,q)] para indicar la
= -clase del fibrado cuadritico (¢,q).

Se tienen entonces los siguientes resultados:

TEOREMA 1. SZ X es un espacio paracompacto y (£,q) es un fibrado cua-
drdtico de base X, existen subfibrados vectoriales 51,22 de &, q-ortg
gonales (esto es, B -ortogonales en el sentido usual), tales que

£ = gl ® 52, q|£1 es positivo-definida y q|£2 es negativo-definida.

(Este teorema permite reobtener los resultados de ([5], §40) sobre
existencia de formas cuadrdticas de signatura dada).

TEOREMA 2. Con ‘la notacién del teorema anterior, la aplicacidn
¢,q) — El - €2 de Witt(X) en KO(X) estd bien definida y resulta

un tgomorfismo de anillos.

La aplicacién indicada deviene asi una generalizacién de la "signatu-
ra" de formas cuadriticas reales, reduciéndose a la misma en el caso
de espacios de un punto.
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