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DETERMINACION DE LAS FUNCIONES ESFERICAS IRREDUCIBLES
DEL PAR (SU(2),s0(2)) (*)

Sofia Paczka y Susana Fornari

INTRODUCCION. Dados G un grupo de Lie, K un .subgrupo compacto
de G, x un cardcter irreducible de X, V un espacio vectorial so-
bre C de dimensidén finita y dk la medida invariante normalizada
sobre K, decimos que una funcién continua ®:G — End(V) es una
funcidn esférica del par (G,K) asociada al cardcter x si:

®(e) = I (e = identidad de G, I = identidad de End(V))
®(x).2(y) = x(e) J x(k_l) ®(xky) dk para todo x,y € G
K

® es irreducible cuando V no tiene subespacios propios distintos
del {0} estables por ®(x) para todo x € G.

En nuestro caso K = SO(2) es un toro maximal en G = SU(2). Si K
es un toro maximal en SU(2), x un cardcter irreducible de Ky &
una funcidn esférica del par (SU(2),K) entonces la funcidén defi-

nida por [x —> @(g‘lxg)] es una funcidén esférica del par
(SU(Z),gKg'l) asociada al caridcter [k —> x(g'lkg)].

Teniendo en cuenta esto determinaremos todas las funciones esfé-
ricas irreducibles del par (SU(2),T) con T otro toro maximal en
SU(2):

eie 0
T =

. e—ie] o €R

"Por otra parte si K es un toro maximal en SU(2) las funciones
esféricas irreducibles del par (SU(2),K) son de dimensién 1, o
sea V = C. En consecuencia determinar todas las funciones esféri-
cas irreducibles del par (SU(2),T) consiste en hallar todas las
funciones que satisfacen:

a) ®:SU(2) — C continua.

b) ®(e) = I.

(*) El material de esta publicacidn ha sido tomado de nuestro tra-
bfjo final presentado en el Instituto de Matemitica, Astronomia y
Fisica. de la Universidad Nacional de Cdrdoba, para optar al titulo
de Licenciadas en Matemdtica; dicho trabajo fue dirigido por el
Dr. Juan A. Tirao. ‘
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c) e(x).®(y) = IiX(t_IT ®(xty) dt para todo x,y € SU(2).

De la propiedad c) se deduce facilmente que para todo t,,t, € T
y todo x € SU(2) @(t xtz) = x(tl) o(x) x(tz) Ademis

® e c”(Su(2),€), mis aln, es analitica y es autofuncién del ope-
rador de Ca51m1r A de SU(2).

Mis a@in, la reciproca es cierta, o sea, es esférica una funcién
®: SU(2) — C que satisface:

® e ¢c”(SU(2),C).

®(e)
<I>(t1xt2) = X(tl)‘p(x)’“tbz) vit,t, € T ; VvV x & SU(2).
A®=N®, AER.

Sea ® una funcién esférica asociada al cardcter X, de T, donde
ele 0 in6
X, ¢ _qe| — € , 1N entero.

Entonces ®, la funcién conjugada de ®, es esférica asociada al
caridcter X, conm = -n. Por lo tanto es suficiente determinar to-
das las funciones esféricas asociadas a los caracteres X con
ne€N-={0,1,2,.:.}.

Para cada n € N, la funcidn ¢n: SU(2) — C es esférica asociada
al caracter X, donde

a b
[ | — a®.
e s

Tenemos que s? es una variedad compleja con la estructura que le
inducen las proyecciones estereogréflcas, ademds SU(2) actda tran-
sitivamente en 82 siendo la accién por transformaciones holomor-
fas y resultando T el grupo de isotropia del polo norte N de Sz;
de todo esto se obtiene que SU(2)/p es difeomorfo a s2. Llamemos
o a este difeomorfismo.

Sea 3 la componente holomorfa de la diferencial exterior en 52 y

sea & el operador adjunto de 3 con respecto al siguiente producto
escalar en S:
(W oWy ) = J 2|¢n(g)| 2 (Wy W, ) dm
2
S
donde W{ y w, son 1-formas complejas de Sz, ne N, g es tal que
arn(g) =m, (v la proyeccidn canénica de SU(2) en su(2)/1), dm es

una medida SU(2)- 1nvar1ante normalizada y (, ) es el producto es-
calar inducido por R3
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2] -
De J 2|<I>n(g)| T AW Wy )zdm =
S

2
- jsu(z)lcbn(g)l CL@amytwy] LLem)tu,) ) dg

(el producto escalar que aparece en la integral sobre SU(2) es el
inducido por la forma de Killing) se deduce la relacién
2

®_.50h ocgoﬁ) - -(% + e Do [ he (o))

con h € C”(SZ,C); y resulta que si h satisface: h(N) = 1, h cons-
tante sobre los paralelos y 8dh = vh, entonces ®: SU(2) — C de-
finida por @ = @n.[ho(aow)] es una funcién esférica asociada al

cardcter X,,neN.

’

Como la funcidn h es constante sobre los paralelos, la ecuacién
8dh = vh con h(N) = 1 se reduce a la ecuacidén en una variable, en
. L 2, d2h dh _
el intervalo [-1,1]: (1-x°%) — * [n-(n+2)x] <t 4¥h = 0, con la
; ax b3
condicién h(1) = 1, cuyas soluciones para 7 de la forma

% (k+n+1) con k y n € N, son los polinomios de Jacobi Péo’n).

Y

Si hn k(w,e) = Péo'n)(cos 0) entonces, por la densidad de los po-

linomios de Jacobi Péo’n?, k € N, en el espacio

2
L°([-1,11,(1+x)™dx), resulta que én,k = Qn.[hn,ko(aow)]

'son todas las funciones esféricas irreducibles del par (SU(2),T)
asociadas al carédcter X, 1 € N.

PRELIMINARES. SU(2) = {A € M(2,C)/A™! = *K, det A = 1} es un gru-
po de Lie compacto, conexo de dimensidén 3. Su 4lgebra de Lie es

s |
su(2) = _ / a€R,becC
-b -ai

Sea B(X,Y) = tr(adX.adY),X e Y € su(2), la forma de Killing de
su(2); es definida negativa pues el centro de SU(2) es discreto.
Por 1o tanto SU(2) es semisimple. Ademis, sabemos que en su(2)
B(X,Y) = 4tr(X.Y).

OPERADOR DE CASIMIR. Sea G un grupo de Lie compacto, ‘conexo y se-
misimple de dimensién n; (, ) un producto escalar invariante a iz-
quierda inducido por la forma de Killing, {Xl,...,Xn} una base de :
g = dlgebra de Lie de G; kl,...,x; campos vectoriales invariantes
a izquierda tales que (ii)é = X3 g8;; = (Xi,Xj y , (g*3) matriz
inversa de (gij), ;

Definimos el operador de Casimir A de la siguiente manera
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. n P
A:C@G) —C°@) ,8= ] g kX

izj=1 3 ’

A no depende de la eleccién de la base {Xl,;..,Xn}.

En nuestro. caso -B(T,S) es un producto escalar en su(2). Haciendo
de de (L_ traslacién a izquierda en SU(2)) una isometria, exten-
demos este producto escalar a todos los espacios tangentes.

i 0 01 0 i)
Los vectores tangentes H = [3 -i} , Y1 = [_1‘0], Y2 = [i 5] cons-

tituyen una base ortogonal de su(2) con norma v8, por lo tanto
1

_gij = §'sij' Luego la expresidn del operador de Casimir en SU(2)

es
2

_ 1 2 F2 ¥
A = 5 (H® + Yy o+ Yz)
Yz son los campos invariantes a izquierda definidos

donde H, 71,
e Y2.

por H,Y1

A es autoadjunto. Sabemos que la expresidn del adjunto de A es

: , ok ok - o
A* = % (ﬁ*2‘+ Y:z + Y22) pero en nuestro caso A* = -, ?: = -Y,,

Y; -Yz (Helgason pég. 451). Por lo tanto A* = A'y los autova-

lores A de la ecuacién A £ = Af son reales.

EQUIVALENCIA ENTRE EL PROBLEMA INTEGRAL Y EL DIFERENCIAL._
indicaremos brevemente cémo puede probarse la equivalencia entre
los problemas: ‘
(I) a) & G —> C continua. b) ®(e) = 1.

c) ®(x).®(y) = J x(x"!) ®(xky) dk. v x,y € G.

K

(I1) i) ® € €c7(G,C). ii) ®(e) = 1.

iii) @(tlxtz) = x(tl) ®(x) x(tz) Vot,t, € K, vx e€G.

iiii) A @ = A @, ’
para G = SU(2) y K'un toro maximal en SU(2), X caricter irreduci-
ble de K y A el operador de Casimir de SU(2).
(I) = (I1). Es féacil ver que ® € ¢”(G,C) y que cumple 1la propie-
dad iii).
Sea DO(G) el dlgebra de operadores diferenciales invariantes a iz-

quierda por G y a derecha por K o sea el conjunto de operadores
diferenciales que'satisfacgn

pb® - p-p**) v geq, vkexk

donde L(g) y R(k) son las traslaciones a izquierda 'y derecha res-
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-1 .
pectivamente y pPf = (th )'h con f* = fon”1 y h = L(g),R(k).

En la igualdad (I)c) consideremos x fijo y apliquemos a ambos
miembros un D € DO(G), entonces

-1 -1
®(x) .D®(y) J x (k1) pat (B "F )y gy = J x(k"!) De(xky) dk
K K
Eny = e

®(x) .D®(e)

-1 ‘
J xxHoe)RE ) (x) ak - J x (k" Hpe(x) . x (k) dk =
K . ‘K

D®(x).

Por consiguiente ® es autofuncién de A pues A € DO(G)(més atin es
invariante a izquierda y derecha por G).

(IT1) = (I). Sea Dg(G) el dlgebra de restricciones de los elementos
de DO(G) a las funciones que cumplen iii). Sabemos que DE(G) estd
generado por A y que.contiene operadores elipticos, por lo tanto
® es analitica por ser autofuncién de un operador eliptico. Sean

£,0) = 8x).2(y) £,0) =[x @xky) ax
K

Como recién,podemos probar que
Dfl(e) = ®(x) D®(e) vy sz(e) = D®(x) para todo D e Di(G).
Por ser ® autofuncién de todo D € DE(G) resulta Dfl(e) = sz(e)

para todo D € Dg(G). Sea D un operador cualquiera de D(G) &lgebra
de operadores diferenciales invariantes a izquierda por G. Entonces

D— D = J pR(K) gy
o
K
es una proyeccién de D(G) sobre DO(G). Sea f una funcidén que sa-
tisface iii):

-1
D £(e) = J DR £ (o) ak = J Ry (kyax = J DE (k1) . x (k) dk
K ‘K K

-1
pero como pt®g o Df resulta Df(e) = DL(k)f(e) = (DfL(k ))(k'l) =

= x(k)Df(k-l); reemplazando este resultado en la dltima integral
se ve que Dof(e) = Df (e).

Como fl y f2 estdn en las condiciones de la f.se tiene que
Dfl(e) = Dofl(e) = Dofz(e) = sz(e) YV D € D(G)

de esto y de la analiticidad de fl y fz resulta £, = fz.

ESTRUCTURA COMPLEJA DE S2, Sea S2 la esfera unitaria en R3,
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N = (0,0,1) el polo norte de’ s2 y § = (0,0,-1) el polo sur. Sean

= g2 _ = g2 _ . - ot
Uy =8 -{N}, Ug = S {8}, Wﬁ"UN — C, W%. US — C

=X i Y
Ys(ya2) = 137 - i

N S 2
) ‘I’N(x’y’z) STz T i
Los mapaS'(UN,Wh) y (Us,i%) definen una estructura de variedad com-
pleja -en 821 ’

D LFEOMORF I S0 ENTRE su(z)/T Yy s2,

Sea C* = C U {0}, v*: 52 — c* extensién continua de ¥_, definida

. N N®
-asi - :
* . *
¥om) = ¥ (m) si m#N. y Wh(N) = oo,
W§ es biholomorfa considerando en C* la estructura compleja dada

por los mapas: 01:C — C, Bl(z) =zy 02:C* - {0} — C,
02(2) = % si z # o, Oz(ua =0,

a b .. az+b
Sea g = [_5- 5) € SU(2), definimos g:C* — C* por g.z = ———
. -bz+a

2 2 *-1 *

y 08:8 — S§°%, Gg(m) = \I"N ogo‘I"N.

Resulta que g —> 08 es una accién de SU(2) en 52 y mids adn esta
accidn es transitiva, pues es facil ver que si z € C existe

a b
g, = [-F' 5} € SU(2) tal que g,2 0; sean ahora z,w € C y sus co-

-1 : ='
8, +8, cumple que h.z = w,

rrespondientes g, Y g, entonces h

Por lo tanto SU(2) es un grupo de Lie transitivo de transformacio-

nes de 82.

i@
e 0
Sea T = {[ —ie] / 6 € R] toro maximal en SU(2). T es el grupo
: 0 e .

_de isotropia del punto N, pues si g € SU(2) y z € C: 1im g.z =
z+w

-, +
=11m_éz_b=_

> £ - o sib=0.
z+o -bz+a 1)

. Sea a: SU(2)/T — s? tal que a: gT — g.N, &« es continua y biyec-
tiva; como SU(2)/7 es compacto y $2 es Hausdorff a resulta un ho-
meomorfismo y por lo tanto es un difeomorfismo (Proposicién 4.3,
pédg.. 114 de Helgason). »

2

2

SU(2) ACTUA EN'S2 POR ROTACIONES. Sea g, = [_! '%], tenemos que

1

su(2) = ngngoT y .que Ot(t.e T), 6 y 08'1 son rotaciones de SZ.

8o»o

En consecuencia Gg rota a la esfera unitaria para todo g € SU(2)
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pues si g = tlg;1t2g°t3 entonces
6 =6_ .0 6. .6 .6
. _1. . .
g tp 85ty &, t3
DETERMINACION EN s1(2,C) DE LOS SUBESPACIOS p, Y p_

Sea h el 4dlgebra de Lie de T, p ortogonal en su(2) a h con respec-
to al producto escalar inducido por la forma de Killing, luego
“su(2) = h e p,

Sea M

SU(2)/1, e = [ el clase de equivalencia de 1la idengidad e
de SU(2), m: SU(2) — M la proyeccidn natural, ent6n¢es

d(m o ekp)oz P — M es un‘isomorfismo y por 1lo tanto también lo
es d(@ o T o exp)y: p — S Extendemos éste dltimo isomorfismo
a uno B de p® en Tys donde pc es el complexificado de p .(p% estd
contenido en su(2)¢ = s1(2,C)), Ty = Hy e H , HN y H son los es-

pacios -tangentes antlholomorfo y holomorfo, respectlvamente, de

2
S° en el punto N. Sean en p® los subespacios P, Y p_ generados por
X1 y X1 respectivamente

1o 1) (o i - _1{0 1), .0 i
X = E[-1 o] - 1[1 o] Xy = E[-1 0] * l[i 0]

resulta f(p,) = Hg y B(p.) = H.
Sean 8 y 3 las componentes holomorfa y antiholomorfa respectiva-
mente de la diferencial exterior d en Sz, d=293 +7 ; (xo,kl,kz)

en cada punto q € SU(2) la base dual de (H Y 2 )y

w, = N, - 1k las formas duales de Yl y x respec-

w, = A, + iA 1 1

1 1
tivamente:

2!

* :
(dom) Of -+ (aow)*Sf = d(aon)*f = h1 X1-+ hzxz (no tiene coeficien-

te en XO pues es constante sobre cada clase de equivalencia)

dlaem) EF A, + d@em) £ (¥,) A, =

% ~ * —
Yl(aow) fowy + X (0em) £

* = *x * ~ * *
Luego (aom) O0f = X, (@om) £.w, y (eom) 3f = X (@ow) £.ow, . (1)

ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES ESFERICAS DEL PAR (su(2),T).

TEOREMA 1. @ esférica = ® esférica; (& es la funcidn conjugada de
de ®). Ademas:

a) 52 ® es esférica asociada al cardeter X, entonces ® es ésfér
rica asociada al cardcter X_gt

b) Ambas satisfacen la ecuacién Af = Nf con el mismo valor de A.

Demostracidén. Veamos que ® es esférica:
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& : SU(2) — C es C” pues & lo es, ademds &(e) = 1.

®(t,xt,) = X_(E 0N _(t,) = x_ (t))FE)x_,(t,) v t),t, €T;
x € SU(2). |

Sea A tal que A® = Ad entonces A% ='Ap pues A es un operador real,
AP = X& = X& = AP ya que los autovalores de A son reales.

OBSERVACION IMPORTANTE. Para conocer ‘todas las funciones esféricas,
por el teorema anferior, es suficiente hallar s6lo las funciones
esféricas asociadas a los caracteres Xgs 1 € N, ya que las asocia-
das a los caracteres X_,» nE N, se obtgndrén de las anteriores

por conjugacién.

TEOREMA 2. Sea ® esférica, ¥(x) = Q(x_l); entonces ¥ es esférica
y ademds:
a) 87 ®estd asociada al cardcter X, entonces V¥ estd asociada a

X_g

b) Ambas satisfacen la ecuacién Of = Af con el mismo valor de \.

Demostracidén. a) Obviamente ¥ es c” y ¥(e) = 1.

1

¥(x).e(y) = a(x"H.eG™H = sy hHex™) = JTxn(t_1)®(y_1tx— )at =

J x_ (¥t ly)ae = J X_p (¢ wixty)de
T T

Por lo tanto ¥ es esférica y estd asociada al caridcter x_ .

b) Sea A tal que A® = AP, Como ¥ es esférica existe Rl tal que
AV = RIW. Si' X es un. campo vectorial invariante a izquierda en

SU(2) se puede ver que iZW(e) = izﬁ(e); y como A = %(ﬁ2+?f+fg)
resulta A¥(e) = Ad(e) de donde A=

TEOREMA 3. Sean @1 y 2, dos funciones esféricas asociadas al ca-

rdeter Xy Ay A, tales que 08, = N\ D), OB, = AR, 57 A = kz

entonces ¢1 = @2.

P, +P
Demostracidén. Sea A = kl = 12 y ® = 12 2 , resulta que & es esfé-

rica asociada al caricter X o POT lo tanto

®(x).8(x) = J x (t"hextx)dt = %@f(x) + ®2(x) pero, por otra
T

parte ®(x).®(x) = % (o (x) + Qz(x)lz.

Igualando los segundos miembros resulta 0 = % [Ql(x) - Qz(x)lz.

De los teoremas 1,2 y 3 se deduce

COROLARIO 1. &(x) = ¢(x_1)'para toda funeidn egférica'@.
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COROLARIO 2. Para todo a € S0(2) ®(a) € R, para toda funcidn cefé-
rica P,

i 0

Demostracién. Existe kK € T, k = [0 -i] , tal que kak~! = 327!

V a € S0(2). Si ® es esférica ®(a) = ¢(kak_1) = @(a—l) = &(a).

CONSTRUCCION DE PARTICULARES FUNCIONES ¢n PARA CADA n € N.

a b
Definimos, para cada n € N, @n:SU(Z) — C, Qn[-ﬁ EJ = a®,

Sea X, el cardcter irreducible de T, o sea
i@
e 0 .
in®
X . = e
n[o e—lGJ

Veamos que @n es esférica asociada a X, Es obvio que @n(e) =1,
¢ €C (su(2),T) Qn(tgt') = xn(t)Qh(g)xn(t') Y t,t' €T,

g € SU(2).

Extendemos el producto escalar definido en su(2) a s1(2,C) =

= su(2) ® isu(2), o sea

(X#IY,X'+QY") = (X,X") + (Y,Y') + i(Y,X") - i(X,Y").

Sean % y X 1los campos vectoriales invariantes a izquierda de SU(2)

inducidos por los vectores ortonormales de su(2) X = %(?l+iY2) y
~ ~ *
X = %(Yl-iYZ) (2) , respectivamente,

Reemplazando ?1 = 2(Y+§3, Y, = 2i(i-§3 en A = %(ﬁz + ?f + Ti)

2
resulta
i, o= e *
A = Tt [X,X] + 2XX (3)
F 1 1
Pero [X,X] = [X,X] = -g 1 [Y,,Y,1 = 7 iH,H® =ine y Xe =0.
Luego
bo (@) - -G Yo
n'8 8 4 n
2

S™ ES UNA VARIEDAD RIEMANIANA EN LA QUE SU(2) ACTUA POR |SOMETRIAS.

Definimos en S; el producto escalar (, )1 que hace de
d(“oﬂ)e: p — S§ una isometria. Con respecto a este producto es-

calar la accibén de T en Sg a través de (dot)N’ t €T, es por iso-
metrias pues: sea X €E py X = d(aow)ef, entonces:

(dat)N X = d(aow)e Adt X
donde Adt = d(It)e, It: SU(2) — SU(2), tal que It(g) = tgt-l;
como el producto escalar definido en p es invariante por la accién
de Adt, (dOt)N es una isometria.

Sea m € Sz, g € SU(2) tal que m = (aom)(g); definimos en Si el si-
guiente producto escalar: . '
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= . - 2
(le, XZm )1 - (deg—l xlm’ dog-l XZm )1 le’ x2m € s’m‘-
Este producto estd bien definido (esto es, mno depende de g tal que’
(aom) (g) = m) y hace que la accién de SU(Z) en s? sea por isome-
trias.

Este producto escalar def1n1do en S se extiende a su complexifi-
cado T y pasan al dual T (vme S ), entonces dadas dos l-for-
mas w, y w, en s?:

® *
(WinsWop ¥y = ([ (aom) wllg s [ (aom) w2]g>

3

Con respecto a la métrica 1nduc1da por R7en s? , que la indicamos

{, )2, la accidn de SU(2) en S es también por isometrias pues,
como vimos, SU(2) actla en S por rotaciones.

Como Ty tiene dimensién compleja 1, es irreducible por la accién

de T y por lo. tanto los productos escalares (, )1 y ¢, ), son igua

2
les salvo un factor constante k. (lema de Schur), que resulta igual

a 2, es decir

(X X Yy = 2 (X, ,X ) . <w1m,w (W, _ W

1m’"2m “ “lm’72m 7 2 2m)2

N
=]
~
-
|
=

im
% —

le’XZm € Tm 4 Wim*Yon € Tm

Sean dg y dt las dnicas medidas invariantes normalizadas en SU(2)
y T respectivamente. Sean dgy y dm las dnicas medidas normalizadas
SU(2)-invariantes en SU(2)/T y s? respectivamente (Helgason pég.
369).

Dadas dos 1-formas en s? Wi Y Wy, definimos para cada n € N:

* %
Wy ) = J e A (e 1, [ (e 1) d
WysWy SU(2) I n(g) | (aom) W, . (o) w, . g

om )2 dmn con g tal

21
Veamos que: (wl.,w2 y = JSZ |¢n(g)| 3 (W oW
que (aem)(g) =

J |<I> (g)l X0 (ao1r) wil ol (aow)*wzl y dtldg, =
gt gt ‘

(wl,w2 )

Jsu(2)/T

] lo. ()2 ([ @em) w1 , [(@em)w,]  dg
g ° w N o w =
SU(Z)/T n lg zg‘ T

21
JSZ l‘I)n(g)l 2 (Wlm’WZm )2 dm
Sea n € N, para este n consideremos en s? el producto escalar de- -
finido anteriormente, sea f € Cm(SZ,C), ¥ una (1,0)-forma diferen-
ciable sobre Sz, la relacién (df,y ) = (£,8v ) v f define el opera-
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dor & adjunto de d.

LEMA 1. Sea h € Cw(Sz,C) entonces

1

()" 82h = 271 [XX (@, . (heaen))]
*

donde X y X son los definidos en (2) .

Demostracidén. Sea X = X+ in un campo vectorial complejo sobre
SU(2), £ y g dos funciones de C”(SU(Z),C), entonces:

Xf g = f Xg (Helgason pdg. 451).

Jsu(2) ) jSU(Z)

Sean w la (1,0)-forma dual de X (definido en (2)*), Y una (1,0)-
! b s *
forma sobre S2 tal que (aom) 7g = ¢(g)w8, fec (SZ,C), por (1)
*
(o) 3f = X(foaom)w.

(0f,y )

[ le,@ 1P @n L l@n™ ) g
su(2) ¢ g g

jsu(z)(®n(g)x(foa°w)(g)wg, ®, (g)e(g)w, ) dg

J Y(Qn.(foaow))(g) ¢n.wigi (wg,wg y dg =
SU(2)

ey teem) (@) e ) (@) g -
SU(2)

-J @ . (foaom) (g) ¢n¢;1 %(@n.w)(g) dg
SU(2)

- |8 (g)|% foaon(g) @ 'X(2 .¢)(g) dg
NN X,

(£f,6v)
% _ -1 .= © 2
Luego (aom) 8y = % .[X(@n.w)]. Sea h € C (8°,C), entonces

* ~ jal )
(@em) 3h = X(hoaom)w y (aom) 80h = -¢-1.XX(_. (hoaor).

n
LEMA 2. Con las hipdtesis del lema anterior sea h tal que:h es
constante sobre los paralelos, h(N) = 1 y h autofuncidn de 89 con
un autovalor real Y, entonces la funcidn & = ¢n.(hoaou) es esféri-
ea asociada al cardcter X,.

Demostracién. & € C"(SU(2),C) y ®(e) = 1.h(N) = 1.

Sean t;»t, €T, x € SU(2) entonces

Q(tlxtz) = xﬁ(tl)én(x)xn(tz).hﬂtl(aow)(x) =

= Xn(t1)¢n(X)xn(t2).hoaot(x) pues h es constante sobre los parale-

los y 6 . es una rotacifn de la esfera alrededor del eje z. Por lo
tanto
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d>(t1xt2) = xn(t1)‘l’(x)xn(tz) v t,,t, € T, x € SU(2). »

% ~ ~ o )
Por (3) A = 2+ il + 2XX. Como hoao™ es constante sobre las -

o] —
=

coclases a izquierda de T resulta H(hoaom) = 0, entonces

A[ ‘I)n. (hcaoﬂ)] .=, (;— ﬁzq)n) . (hoaoﬂ')*’(]z 1ﬁ‘pn) . (hoaoﬂ')"'Zﬁ(@n. (hoao"r)

Del LEMA 1y de 8dh = vh resulta ZXX(@_.(ho@em) = -2 83ho (@om) =

= —Zvén.(hoaow). )

Por 1o tanto Al®_.(heaem)] = -(§ + 7 + 27).@ . (hoaom).
OBSERVACION. Por el lema anterior la solucidén del problema dife-
rencial §8h = vh, h(N) = 1, h constante sobre los paralelos,

‘h € Cw(Sz,C), Y € R nos proporcionard una familia de funciones es-
féricas. Mds adn, veremos luego que resolviendo este problema di-
ferencial para los 7 tales que 4y = k(k+n+1), k,n € N se obtendrédn
todas las funciones esféricas asociadas a los X,

NOTA. Si en S? hubiéramos considerado la estructura compleja con-
jugada de 1la defiﬁida, en lugar de 8 tendriamos ahora 0.

PLANTEO Y RESOLUCION DE 80h = 7h.

Sea WN la proyeccidn estereogrdfica desde el polo norte de SZ,
Wﬁ(x,y,z) :’%;%X = a+ib, el operador d en este mapa tiene la si-
guiente expresidn:

I (%5 -3 %t)(da+idb)

—y

0 =

y en funcién de las coordenadas (¢,0):

1,0 . ‘N i 8 .9
a—il(w-lsenﬂ W)d¢p+ (—S—e—t—ly-w*'w)do]
Sea h € Cm(Sz,C) constante sobre los paralelos, o sea h(y,0) = h(6)
y £ € c®(s?,0):
_ 1 2
(3£,0h ) = 3 Jszlcpn(gﬂ (9f ,0h )2 dm

donde g € SU(2) es tal que Bg.m = N.

Sea g = tjat, , t; € T, a € SU(2); por lo tanto [ (g)]

_ {cos(a/2) -sen(a/2) 2
sea a. = [sen(a/Z) cos (a/2)] * se proyecta sobre S° al punto

e _(a) |5

[oN

Oa.N; ahora bien, Ga.N = (p,0) cony = arctg(0) o seay =0
p =T, 6 = arcos(cosa) o sea & = a por lo tanto los puntos
Ty 0<6<m,.

]

(x,0,2) del meridiano correspondiente a ¢ = 0 6 ¢

provienen (por aow) de elementos de S0(2).

Si m € S%tiene coordenadas esféricas. (p,0) y Og.m ‘N con g = t,at,,
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resulta .
0)2n _

o ()12 = |8 (a)]? = (cos P?® = (1tegs Oyn,

2

Sea @ = sen 0 dy d9, 2-forma sobre SZ; como SU(2) actda por rota-
ciones, @ es SU(2)-invariante., =

(3f,0h )

1 o 1+cos 0.7
32w

(lrege 9, <(g—£ - isen 0 )y +
¢=0 ‘98=0

a P9 2 . P :
" (ﬁw—sﬁvﬁ)d(s,;gdo - isenf it dp) senf dp do-

. g n . 2n
_ i J (1+;os 9) dh 49 J af‘dw .
67 Joao 2 =0 9%
27 4 n
1 J J 1+cos 6 of dh
+ — ( ) sen 6 de dé
16w 0=0 8=0 96 do
27 of

El primer término es nulo pues J ) d¢ = 0, al segundo término

A
I
o

lo integramos por partes

2w L4 2—
1 1+cos 0. d°h (n+1)cos 6 - n dh
(afah>=-_J J (lrcos 07 R | .
’ 167 |, 0 Jg=0 a0 sen 0 do

. £(¢,0) sen 0 dp d6 = (f,50h ).

2
_ 1 ,d°h (n+1)cos 6 - n dh, _ .
Entonces 60h = - 7 (EEE + Sen D HFJ = vh, y queda plantea
2
da la ecuacién diferencial g;% + (D+1):Zi g—' n gg +4 h =0,

0<6 <7 , n(o) = 1.

Haciendo el cambio x = cos 6, resulta la ecuacién diferencial
2

(1-x2) d“h

— * [n-(n+2)xf%ﬁ + 4vh = 0, -1 <x <1, con la condicién
dx X

h(1) = 1 cuyas soluciones para 4y = k(k+n+1), k € N, son los poli-
nomios de Jacobi Péo’n) (Szego pag. 60-61).

k
PO =1 IoenY ) Fy Ry

v=1 v
PROPIEDADES DE Pio n)

D Péo’n)(T) =1 ; 1I) Péo’n)(x) € ¢c*(-1,1],R), mds aln es un po-
linomio.

k .
III) Péo’n)(cos 60) =1+ J (-1)“(5) (k+§+v) (155%2—2) es par como
Cov=l .

funcidn de 0.(-* <6 <),



212

IV) Para cada n € N {Péo’n)} forman un sistema ortogonal comple-

keN
to de polinomios en el intervalo [-1,1] con la medida (1+x)dx
(Erdélyi cap. 10).

Las funciones h , n,k € N, definidas por
: n,k
= p(0,n)
hn,k (p,0) = Pk **/ (cos 8)

se extienden a funciones C” sobre todo el SZ, por ser constantes
sobre los paralelos y por la propiedad III que nos dice que hn x

© . ’
son C sobre los-meridianos.

Por lo tanto las funciopes h . son todas las solucianes de
. ’ '
83h = vh con 4y = k(k+#n+1), h(N) = 1, h € C*(s%,0); k € N.

Luego todas las funciones @n K SU(2) — C definidas por

®, ) " @n.(hn’koaow),k € N, son esféricas asociadas al cardcter x .

son todas las funciones esféricas aso-

TEOREMA. Las funciones ¥
n,k

ciadas a X,

Demosgtracidn. Supongamos que @A es una funcién esférica asociada

al Carécter'xn distinta de @, , para todo k. Sea A € R tal que

[ = 1 5
¢A¢n XQn. Por TEOREMA 3 A # An,k si kn’k es el autovalor de Qn,k

y como-A es autoadjunto resulta

0

@ (g) T (@) d J o (@) 3 (@) .F —o7(@ dg =
JSU(Z) e T 4 | @) B ewr

g fJ &' (gt) @_(gt).h_  ocaom(gt) dt] dg. =
JSU(Z)/T g n(8 n,k g Er

ISU(Z)/TQ;,(g) B B pwr @) dgy = | 000 8,(0).h,  (Wdn-

g es tal que aow(g)=m

mw
= %7 J ' J 0¢;(g(6)) o (g(0)) Péo’n)(cos 6) sen 6 dyp df =

p=0 ‘o=
- 0/2 - 0/2
el = (SR8 i3]

=

T
J ®; (g(6)) (cos %)n Péo’n)(cos 6) sen 6 do =
8=0 ‘

poniendo x = cos @ obtenemos

U elE@e)) -
- A TP m e -0 ke
(1+x 2
2
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2580 (X))

Por 1V = 0, para x=1 resulta @!(e) = 0, lo que contra-

n
1+x,2
5

dice que @ sea esférica.

Hemos obtenido asi todas las funciones esféricas del par (SU(2),T)
asociadas a los caracteres X,» N E N: sea g € SU(2), 6,0_,6, € R

1272
tales que g = tiagt, donde:

et®i o ) cos(6/2) -sen(0/2)
-165 =12y a,

t, = =
0 sen(0/2) cos (0/2)

J

entonces

. k . )
%@ = oD e e MY e D ceos D
’ ve

n,k € N.

Conjugando las e L obtenemos todas las funciones esféricas asocia-
’

das a los caracteres X_p,0 € N y las notamos con Q—n,k = Qn,k‘
k
-in(61+9 v k.  k+n+ 1- 9 6.n
o, (&) = e 1RO, L EDTQ) Y (RS (cos

n,k € N.

Para conocer todas las funciones esféricas del par (SU(2),S0(2))
observemos que: Si K y K' son toros maximales en SU(2), x y X'

caracteres irreducibles de K y K' respectivamente tales que

K' = gl(g_1 = IgK, X' = xeI _;, entonces:
g

TEOREMA. ® es una funcidn esférica del par (SU(2),K) asociada al
cardeter X sii ®ol _, es una funcidn esférica del par (SU(2),K’)
asociada a X'. 8

Demostracién., Condicién suficiente.

QoIg_l(X).¢oIg_1(y) J x (k1) e(g  xgkg lyg) dk =
K

[ xa k0™ e xer_kgye) akt -
K' g g

j 'x'(k"l) @1 ) (xk'y) dk’
K

Condicién necasaria. Resulta de la primera parte de la demostracién
pues

= _ ~1 _
® = (@mls_l)olg », K=g 'k'g y % = X'oIg.
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En consecuencia como gng;1 = S0(2) con g, = i% [_1 T%] , résulta

que @n’kolg_l

irreducibleg del par (SU(2),S0(2)).

n € Z, k € N, son todas las funciones esféricas
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