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INTRODUCCION. Dados G un grupo de Lie, K un subgrupo compacto 
de G, X un .caracter irreducible de K, V un espacio vectorial so
bre C de dimension finita y dk la medida invariante normalizada 
sobre K, decimos que una funcion continua ~:G --+ End(V) es una 
funcion esf~rica del par (G,K) asociada al caracter X si: 

~(e) = I (e = iC/.entidad de G, I = identidad de End (V)) 

~(x).~(y) x(e) JKX(k- 1) ~(xky) dk para todo x,y E G 

~ es irreducible cuando V no tiene subespacios propios distintos 
del {OJ estables por ~(x) para todo x E G. 

En nuestro caso K = SO(Z) es un toro maximal en G = SUeZ). Si K 
~s untoro maxim81 en, SUeZ), X un caracter irreducibl\l de. K y ~ 
una funci6n esf~rica del par (SU(Z),K) entonces la funcion defi-

nidapor [x --+ ~(g-lxg)] es una funcion esferica del par 

(SU(Z),gKg- 1) asociada al caracter [k --+ X(g-lkg)]. 

Teniendo en cuenta esto determinaremos todas las funciones esf~
ricas irreducibles del par (SU(Z),T) con T otro toro maximal en 
SUeZ): 

Por otra parte si K es un toro maximal en SUeZ) las funciones 
esf~ricas irreducibles del par (SU(Z),K) son de dimension 1,0 
sea V "" C. En consecuencia determinar todas la.s funciones esferi
CaS lrreducibles del par (SU(Z) ,T) consiste en hallar todas las 
funciones que satisfacen: 

a) ~:SU(Z) --+ Ccontinua. 

b) ~(e) = 1. 

<*) El material de e~ta publicacion ha sido tomado de nuestrotra
bajo final presentado en el ~nstituto de Matemitica, Astronom!, y 
F!sica·de la .Universidad Naciopal de Cordoba, para ~ptar al t!tulo 
de Licenciadas en Matemitica; dicho trabajo fue dirigldo por el 
Dr.·Juan A. Tirao. . 
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f -1 . 
c) <I>(x) . <I>(y) = / (t ). <I>(xty) dt para todo x,y E SU(~)~ 

De la propiedad c) se deduce facilmente que para !odo t 1 ,t2 E T 

Y todo x E SU(2) <I>(t 1xt2) = X(tl).~(x).X(t2)' Ademas 
<1>. E C"'(SU(2),C), mas alln, es analltica y es autofunci6il del ope
rador de Casimir /:;. de SU(2)~ 

Mas alln,la reciproca es cierta, 0 sea, es esferica una funci6n 
<1>: SU(2) --+ C que satisface: 

<I> E C"'(SU(2),C). 

<I> (e) = 1. 

<I>(t 1xt 2) = X(t 1)<I>(x)X(t 2) v x E SU (2) . 

/:;. <I> = " <1>, "E R. 

Sea <1>. una funci6n esHirica asociada al caracter Xn de T, donde 

n entero. 

Entonces ~, la funci6n conjugada de <1>, es esferica asociada al 
caracter Xm con m = -n. Por 10 tanto es suficiente determinar to
das las funciones esfericas asociadas a los caracteres Xn con 

n EN,:, {O,l,2,.,.}. 

Para cada ·n E N, la funci6n <l>n: SU(2) --+ C es esfihica asociada 
al caracter Xn donde 

<I> 
n 

n a . 

Tenemos que S2 es una variedad compleja con la estructura que Ie 
inducen las proyecciones estereograficas, ademas SU(2) actlla tran
sitivamente en S2, siendo la acci6n por'transformaciones holomor
fas y resultando T el grupo de isotropia del polo norte N de S2, 
de todo esto se obtiene que SU(2)/T es difeomorfo a S2. Llamemos 
a a este difeomorfismo. 

Sea a la componente holomorfa de la diferencial exterior en 52 y 

sea 6 el operador adjunto de a con respecto al siguiente producto 
escalar en S: 

J 2 1 
(W 1 ,W 2 ) = 2I<1>n(g) I 2" (w1m ,W 2m ) 2 dm 

s 

donde Wi y w2 son l-formas complejas de S2, n E N, g es tal que 
ao'fr (g) = m, (fr la proyecci6n can6nica de SU (2)~n SU (2l/T), dm es 

una medida SU(2)-invariante normalizada y <, ) 2 es el producto es~ 
calar inducido por R3. 
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De J I 121 
~ (g) -Z (w.1 ,w2 ' ) dm 

2 n m m 2 
S 

J I~n (g) 12 ([ (a6 1r)*w1] ,[ (ao1r)*w2] ) dg 
SU(2) g g 

(el producto escalarque aparece en la integral sobre SUeZ) es el 
inducido por la forma de Killing) se deduce la relaci6n 

. !J. 2 
~n·Bah 0 (ao1r) = -('2 + ~6 + ~)'~n.[ho (ao1r)] 

con hE C~(S2,C); y resulta que si h satisface: heN) = 1, h cons

tante sobre los paralelos y Bah = 'Yh, entonces ~: SUeZ) - C de
finida por ~ = ~n.[ho (ao1r)] es una funci6n esferica asociada al 

caracter Xn , n EN. 

Como ia funci6n h es constante sobre los paralelos, la ecuaci6n 
Bah = 'Yh con heN) = 1 se reduce a la ecuaci6n en una variable, en 

el intervalo [-1,1]: (1-x 2) d2h2 + [n- (n+Z)x] ~ + 4'Yh = 0, con la 
dx oX 

condici6n h(l) = 1, cuyas soluciones para 'rde la forma 

'Y = f (k+n+l) con k y n E N, son los polinomios de Jacobi p~O,n). 

Si hn,k(~,8) = p~O,n) (cos 8) entonces, por la densidad de los po

linomiDs de Jacobi p~O,n), kEN, en el espacio 

L 2 ([ -1,11; (1 +x) ndx ) , result a que ~ k = ~ .[h kO (ao1r)] n, n n, 

son todas las funcion!'ls es£ericas irreducibles del par (SU(Z) ,T) 
asociadas al caracter Xn n E N. 

PRELIMINARES.SU(2) {A E M(Z,C)/A- 1 t A, det A = 1} es un gru-
po de Lie compacto, conexo de dimensi6n 3. Su algebra de Lie es 

su (2) 

Sea B(X,Y) = tr(adX.adY),X eYE su(2), la forma de Killing de 
sueZ); es definida negativa pues el centro de SU(2) es discreto~ 

Por 10 tanto SU(2) es semisimple. Ademas, sabemos que en sueZ) 
B(X,Y) 4tr(X.Y). 

OPERADOR DE CASIMIR. Sea G un grupo de Liecompacto, 'conexo y se
misimple de d:tmensi6n n; ( , ) un producto escalar invariante a iz
quierda inducido por la forma de Killing, {X1, ..• ,Xn} una base de 

g = Ugebra de Lie de G; Xl"" 'Xn campos vectoriales. ~nva:i'iantes 
a izquierda tales que (X.) = X.; g .. = (X.,X.) , (gl.J) matriz 

1. e 1. l.J 1. J 
inversa de (gij ). 

Definimos el operador de Casimir !J. de la siguiente manera 
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6. : c"(G) - c"(G) 6. = , 
n 
L 

i;j =1 

6. no depende de la elecci6n de la base {X 1 '; •• ,Xn }. 

E.n nuestro. caso -B(T ,S) es unprodu~to escalar en su(2). Haciendo 
de dL (L traslaci6n a izquierda en SU(2)) una isometrIa, exten-

p p 
demos este producto escalar a todos los espacios tangentes. 

Los vectores tangentes H = (~ _~) , Yl = (_~ ~), Y2 = (~ ~) cons-

tituyen una base ortogonal de su(2) con norma IB, por 10 tanto 

gij 16 Luego la expresi6ri del operador de casimir e:n SU(2) 8 ij' 
es 

donde'B, Y1 , Y2 son los campos invariantes a izquierda definidos 

por H, Y 1 e Y 2 • 

6. ea autoadjunto. Sabemos que la expresi6n del adjunto de 6. es 

6.*' 1 (H'''':2 + y*2' + y*2) pero en nuestro caso R* = -ii, 'f1* cY1 , 
8 1 2 

-* -. * Y2 -Y 2 (Helgason pag. 451). Por 10 tanto 6. = 6. Y los autova-
lores X de la ecuaci6n 6. f = Xf son reaZea. 

EQUIVALENC~A ENTRE EL PROBLEMA INTEGRAL Y EL DIFERENCIAL. 

Indicaremos brevemente c6mo puede probarse la equivalencia entre 
los problemas: 

(1) 

(II) 

a) c1J: G- C continua. 

c) J -1 cI>(x).cI>(y) = K X(k ) cI>(xky) 

i) cl>E C"'CG,C). 

iii) cl>Ct 1xt 2) xCt 1) cl>Cx} x(t2) 

iiii) 6. cI> = X cI>. 

b) cl>Ce) = 1. 

dk. 't/x,y E G. 

iij cI>(e) = 1. 

't/ t 1 , t2 E K, 't/ x E G. 

para G SU(2) Y Kun toro maximal en SU(2), X caracter irreduci
ble de K y6. el operador de Casimir de SU(2). 

Cl) => (II). Es Hcil ver que cI> E C"'CG,C) y que' cumple la propie
dad iii). 

Sea DoCG) el algebra de operadores diferenciales invariantes aiz
quierda .por G y a derecha por K o sea el. coni unto de operadores 
dfferenciales quesatisfacen 

DL(g) = D = DR(k)'t/ g E G, 't/ k E K 

donde LCg) y RCk) son las iraslaciones a izquierda y derecha res-
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h h -1 11 h· -1 
pectivamente y D f = (Df ) con f = fo h y h = L{g) ,R(k). 

En Ia igualdad (I)c) consideremos x fijo y apliquemos a ambos 
miembros un DE Do(G), entonces 

En y = e. 

4>(x).D4>(e) 

= D4>(x). 

J x(k-l)D4>(x).x(k)dk- = 
·K 

Por consiguiente 4> es autofuncion de ~ pues ~ E Do(G) (mas aun es 
invariante a izquierda y derecha por G). 

(II) * (I). Sea Dk(G) el algebra de restricciones de los elementos 
o 

de D (G) a las funciones que cumplen iii). Sabemos que Dk(G) esta 
o· 0 

generadopor ~ y que conti~ne operadores elipticos, por 10 tanto 
4> es analitica por ser autofuncionde un operador eliptico. Sean 

f1(y) = 4>(x).4>(y) 

Como recien,podemos probar que 

Df1(e) = 4>(x) D4>(e) y Df 2 (e) = D4>.(x) para todo D E D~(G). 

Por ser 4> autofuncion de 
para todo D E Dk(G). Sea 

o 

todo D E D~(G) resulta Df1(e) Df 2 (e) 
D un operador cualquiera de D(G) algebra 

de operadores diferenciales invariantes a izquierda por G. Entonces 

es una proyeccion de D(G) sobre Do(G). Sea f una funcion que sa
tis face iii): 

Dof(e) = JK DR(k)f(e) dk = JK(DfR(k- 1») (k-1)dk = JKDf(k- 1).X(k)dk 

-1 
pero como DL(k)f = Df resulta Df(e) = DL(k)f(e) = (DfL(k »)(k- 1) 

= x(k)Df(k- 1); reemplazando este resultado en la ultima integral 
se ve que Dof(e) = Df(e). 

Como fl Y f2 estan en las condiciones de la f se tiene .que 

Df lee) = Dofl(e) = Dof2(e) = D£2(e) 't/ D E D (G) 

de esto y de la analiticidad de fl y £2 resulta fl f 2 • 

ESTRUCTURA COMPLEJA DE S2. Sea S2 la esfera 1.l.nitariaen R3 , 
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N = (0,0,1) el polo norte de' S2 y ,S = (0,0, -1) el polo sur. S~an 

UN = S2 - {N}, Us = S2 - {S}, "'N: UN - C', "'s: Us - C 

"'s(x,y,z) = -!- - i-l-l+z l+z 
"'( )_ x. '..L-N x,y,z - l-z + ~l-z 

Los mapas . (UN,"'N). y (Us,"'s) definen una estructura de variedad com
plej aen 52 .• 

~IFEOHORFISHO ENTRE SU(2)/T Y5 2 • 

Sea' C* = C U{~}, "':: S2 - C* extensi6n continua de "'N' definida 
. asi 

~ es biholomorfa considerando enC*la estructura compleja dada 

por los mapas: 9 l :C - C, 91 (z) = z Y 9 2 :C* - {O} - C, 

1 
9 2 (z) Z si z '" ~ , 9 2 (~) = O. 

[ a b,...'J. Sea g = -0 a ESU(Z), definimos g:C* --+- C* por g.z az+b 

-oz+a 

Resulta que g --+- 9 es una acci6n de SUeZ) en S2 y mas alln esta 
g 

acci6n e.s transitiva, pues es facil ver que si z E C existe 

g = [ ~. ~1 E SUeZ) tal que g.z 0; sean ahora z,w E C Y sus co-
Z -D a"J z 

rrespondient~s gz y gw entonces h 

Por 10 tanto SUeZ) es un grupo de 
nes de S2. 

,g-l.g cumple que h.z w. 
w ·z 

Lie transitivo de transformaaio-

Sea T = {[:iO :-iO) 1 e E R} toro maximal en SUeZ). T es el grupo 

de isotropia del punto N, pues si g E SUeZ) y z E C~ lim g.z 

lim az+b = - ! = ~ si b=O. 
z+ao -oz+a 0 

z+ao 

Sea a: SU(Z)/T _ S2 tal que a: gT _ g.N, CIC es'continua y biyec

tiva; como SU(Z)'IT es compacto y S2 es Hausdorff a resulta un, ho

meomorfismo y por 10 tanto es un difeomorfismo (Proposici6n 4.3, 

pag., 114 de Helgason). 

SU'(Z) ACTUA EN S2 POR ROTACIONES. Sea go = ''1 [-1 -n, tenemos que 

-1' 2 SU(2) = Tg Tg T Y que 9 t (tE T), /I Y 9 g _ l son rotaciones de S • 
. 0 0 go 0 

En consecuencia 9 l'Ota a la esfera uni taria para todo g E SU(2) -g 
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pues si g 

D,ETERM I NAC I ON EN 51 (2, C) DE LOS SUBESPAC I OS p+ y p_., 

Sea h el algebra de Lie de T, p ortogonalen su(2) a h con respec
to al producto escalar inducido pOI' laforma de Killing, luego 
su(2) h Ell p. 

Sea M SU(2)/T, e = [el clase de equivalencia de la identidad e 
deSU(2). 7r: SU(2) --+ M la proyecci6n natural, entonces 
d(7r 0 exp)o: p --+ Me es un isomorfismo y pOI' 10 tanto tambien 10 
es d(~ 0 7r 0 exp)o: p --+ s;. Extendemos este ultimo isomorfismo 
a uno (jde pC en TN' donde pC es el complexificado de p ,(pc esta 

contenido en su(2)C ~ sl (2,e)), TN = HN Ell HN, HN Y HN son los es-

paciostangentes antiholomorfo y holomorfo, respectivamente, de 
S2 en el punto N. Sean en pC los subespacios p+ y p_ generados pOI' 

Xl Y Xl respectivamente 

1 ( 0 Xl = '2 -1 1) _ .(0 i.) o 1 i 0 
1 ( 0 
'2 -1 

1) . (0 o + 1 i ~) 
resulta (j (p+) = HN Y (j (p _) HN. 

Sean a y 0 las componentes holomorfa y antiholomorfa respectiva
mente de ladiferencial ext~rior d en S2, d = a + 0 ; (Ao ,AI ,A 2) 

en cada punto q E SU(2) la base dual de (R 'Yl 'Y2 ) y 
q q q 

wl = Al + iA 2 , wI = Al - iA2 las formas duales de Xl y Xl respec-

tivamente: 

* * * (~o7r) H+ (~o7r) Of = d(~o7r) f 

te en Ao pues es constante sobre cada clase de equivalencia) 

* Luego (~o 7r) of 

* - * -d(~o7r) f(Yl)A I + d(~o7r) f(Y 2).A 2 
* ::::: *-srl (~o7r) fowl + Xl (~o7r) f 'W l 

* (1 ) 

ALGUNAS PROP I EDADES DE LAS FUNC IONES ESFER I CAS DEL PAR (SU (2) ,T) • 

TEOREMA 1. 4> esf.l'iaa· ... ¥ esfel'iaa; (¥ es "La funai6n aonjugada de 

de 4». Ademas: 

a) Si 4> es esf'l'iaa asoaiada a"L aal'aa~er X entonae~ ¥ es ~sf'
n 

riaa asoaiada al. aaz.aater X_n0 

b) Ambas satisfaaen la eauaai6n bof = Af aon e"L mismo vaZ<;Il' de A. 

Demostl'aai6n. Veamos que ¥ es esferica: 
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i : SU (2) - C es cao pues ~ 10 es, ademlis ire) _ = 1. 

i(t1xt 2) = Xn (t1)<I>(x)Xn (t 2) = X_n (t1)<I>(x)X_n (t 2) 

x e SU (2). 

Sea ~ tal que ll.<I> = ~<I> entonces ll.i ,. 'iii' pues ll. es uh operador real, 
M = X"ii = Xi =~i ya que los autovalores de ll. son reales. 

OBSERVAClON: IMPORTANTE. Para conocertodas las funciones esfericas, 
por el teorema anterior, es suficiente hallar 5610 las funeiones 
esfericas asociadas a loS' caracteres X , n e- N, ya que las asoe-ia-

n 
das a los caracteres x_~. n e N, se obtendrlin de las anteriores 
por conjugaci6n. 

TEOREMA 2. pea <I> esfe~iaa. vex) 
y ademas: 

( -1) • , <I> x ; entonaes V e8 esfer~aa 

a) Si <I> esta asoaiada a'L aa~aater Xn entonaes vesta asoaiada a 

X_n° 

b) Ambas satisfaaen 'La eauaai6n ll.f = ~f aon e'L mismo vaLo~ de ~. 

Demostraai6n. a) Obviamente v es C~ y vee) = 1. 

v(x).V(y) = <I>(x- 1).<I>(y-l) = <I>(y-l)<I>(x- 1) = J X (t- 1)<I>(y-1tx-1)dt 
T n 

= JTX_ n (t)V(xt- 1Y)dt = J/_n(t-1)V(xtY)dt 

Por 10 tanto V es esferica y estli asociada al caraeter X_n 

b) Sea ~ tal que ll.<I> = ~<I>. Como v es es£erica existe ~1 tal que 
ll.v = ~lv. Sf X es un campo vectorial invariante a izquierda en 

-2 -2 1 -2 -2-2 SU(2) se puede ver que X vee) = X <I>(e); y como ll. = a(B +Yl+Y:2) 
resulta ll.v(e) = ll.<I>(e) de donde~l = ~. 

TEOREMA 3. Sean <1>1 y <1>2 dos funaiones esferiaas asoaiadas a'L aa

raater Xu y ~1 Y~2 taLes que ll.<I>1 = ).1<1>1' ll.<I>2 = ~2<1>2· Si ~1 = A2 
entonaes <1>1 = <1>2· 

<1>1+<1>2 
Demostraai6n. Sea ~ = ~1 = ~2 Y <I> = -2- , resulta que <I> es esHI-

rica asociada al carlicter Xn~ por 10 tanto 

<I>(x).<I>(x) = IT Xn{t- 1)<I>(xtx)dt = l <I>~(x) 

parte <I>(X).<I>(X) = t [~l(X) + <1>2 (x») 2. 

Igualando los segundos miembros resulta 0 

De los teoremas 1,2 y 3 se deduce 

+ <I>:(x) per~, por otra 

COROLARIO 1. <I> (x) = <I>(x- 1)- pa~a toda funoion e_8fe~ioa <1>. 
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COROLARIO 2. Para todo a E SO (2) <I>(a) E R, para toda funai6n esfe

l'iaa <1>. 

Demostraai6n. Existe k E T, k = [~ -~J ' tal que kak- 1 = a-I 

V a E 50(2). Si <I> es esferica <I>(a) = <I>(kak- 1) <I>(a- 1) = <I>(a). 

CONSTRUCCION DE PARTICULARES FUNCIONE5 <I> PARA CADA n E N. 
n 

Definimos, para cada n E N, <l>n: SU (2) --+ C, <l>n[-~ ~J 
Sea Xn el caracter irreducible de T, 0 sea 

xn[:i8 :-ie) e in8 

n a • 

Veamos que <l>n es 
<l>n E C"'(SU(2),T) 
g E SU (2) . 

esferica asociada a Xn' Es obvio que <l>n(e) 

<l>n(tgt') = Xn(t)<I>n(g)Xn(t') V t,t' E T, 

Extendemos el producto escalar definido en su(2) a s1 (2,C) 

su(2) e isu(2), 0 sea 

(X+iY,X'+iY') = (X,X') + (Y,Y') + i(Y,X') - i(X,Y'). 

1, 

Sean X y X los campos vectoriales invariantes a izquierda de SU(2) 

- 1 - -inducidos por los vectores ortonormales de su(2) X = 4(Y 1+iY2) y 

1 - ,- * X = 4(Y 1-l.Y 2) (2) , respectivamente. 

Reemplazando Yl 2 (X+X) , Y2 2i(X-n en tJ. 1(it2 -2 + y2) = + Y1 13 2 
resulta -2 

[ X,I) 2X]X * tJ. !L+ + (3) 
8 

,----.- ~ 

Pero [ X,X'I [X,X) 1 i [Y 2' Y II 
1 ,- it <I> in<l> X<I> O. -'8 = 4 l.H n n y n 

Luego 
n 2 tJ.<I> neg) - ('8 + r3 <I> n 

52 ES UNA VARIEDAD RIEMANIANA EN LA QUE5U(2) ACTUA POR 150METRIA5. 

Definimos en 5; el producto escalar ( , ) 1 que hace de 

d(ao~)e: p --+ 5; una isometria. Con respecto a este producto es

calar la acci6n de T en 5; a traves de (d8 t )N' t E T, es por iso
metrias pues: sea X E pyX d(ao~) X, entonces: 

e 

(d8 t)N X d(ao~) e Ad t X 

donde Adt = d(It)e' It: SU(2) --+ SU(2), tal que It(g) = tgt- 1 ; 
como el produ~to escalar definido en p es invariante por la acci6n 
de Ad t , (d8 t )N es una isometria. 

Sea m E 52, g E SU(2) tal que m = (ao~)(g); definimos en 5; el si
guiente producto ~lar: 
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Este producto esta bien definido (esto es, no depende de g tal que· 

(aow) (g) = m) y hace que 1a acci6n 4e SU(2) en S2 sea por isome

tTias. 

Este producto esca1ar definido en S2 se extiende a su comp1exifi-
* m cado Tm y p·asan al dual Tm ( 'II m E S2), entonces dadas dos 1.-for-

2. mas wI Y w2 en S . 

Con respecto a 1a metrica inducida por R3 en S2, que 1a indicamos 

( , ) 2' 1a acci6n de SU (2) '~n S2 es tambien por isometrias pues, 

como vimos, SU(2) actua enS2 por rotaciones. 

Como TN tiene dimensi6n comp1eja 1, es irreducible por 1a acci6n 

de T y por 10 tanto los productos escalares ( , ) 1 Y ( , ) 2 son igu~ 

1es salvo un factor constante k (lema de Schur) ,que resu1ta igua1 

a 2, es decir 

Sean dg Y dt las unicas medidas invariantes norma1izadas en SU(2) 

y T respectivamente. Sean dg T y dm las unicas medidas norma1izadas 

SU(2)-invariantes en SU(2)/T y S2 respectivamente (He1gason pag. 

369). 

Dadas dos I-formas en S2 wl y w2 ' definimos para cada n E N: 

( W 1 ,w 2 ) = I 1 <I> (g) 12 ([ (010 w) * WI J , [ (ao w) * W 2J } dg 
SU (2) n g g 

que (OloW) (g) m. 

(W I 'W 2 ) = I [I 1<1> (g) 12([ (OlOW)*WIJ ,[ (aow)*w 2J ) dtldgT 
SU(2)/T T n gt gt 

Sea n E N, para este n consideremos en S2 e1 producto esca1ar de- . 

finido anteriormente, sea f E C~(S2,C), ~ una (1 ,O)-forma diferen

ciab1e sobre S2, 1a re1aci6n (af,~ ) = (f ,6~ ) .'11 f dE~fine e1 opera-
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dor 6 adjunto de a. 

LEMA 1. Sea hE Cm (S2,C) entonces 

* -1 ::::-(0:011') 6ah = -<I>n .LXX(<I>n' (hoO:01l'))] 

* donde X y X son los definidos en (2) • 

Demostrt:;wion. Sea X = Xl + iX 2 un campo vectorial complejo sobre 
SU(2), f Y g dos funciones de Cm (SU(2),C), entonces: 

J Xf g = - J f Xg (Helgason pag. 451). 
SU(2) SU(2) 

* Sean W la (1 ,a)-forma dual de X (definido en (2) ), ~ una (1,0)-
2 * forma sobre S tal que (0:011') ~ 

* - g 

m 2 * 
= ~(g)Wg' f E C (S ,C), por (1) 

(0:011') af = X(foO:01l')w. 

J (<I> (g)X(foO:01l') (g)w , <I> (g)~(g)w > dg = 
SU(2) n g n g 

J X(<I> . (£00:011')) (g) <I> .~ (g) (w,w > dg 
SU (2) n n g g 

-J <I> • (foao1l')(g) X(<I> .~)(g) dg 
SU (2) n n 

-J <I> . (foa01l') (g) <I> <1>-1 ~(<I> .~) (g) dg 
SU (2) n n n n 

= - f 1<1> (g) 12 foao1l' (g) <I>-l~(<I> .~) (g) dg = (f,6~ > 
-SU(2) n n n 

* -1:::: Luego (a01l') 6~ = -<I>n .[X(<I>n'~)]' 

* - * (0:011') ah = X(hoO:o1l')w y (0:011') 6ah 

Sea h E C~(S2,C), entonces 
-1 :::::.-

= -<I>n .XX(<I>n·(hoO:01l'). 

LEMA 2. Con las hipotesis del lema anterior sea h tal que:h es 

constante sobre los paralelos. heN) = 1 y h autofuncion de 6a con 

un autovalor real ~. entonces la funaion <I> = <l>n' (hoO:o'IT) es esferi

ca asoaiada al qardater Xn • 

Demostraaion. <I> E C~(SU(2),C) Y <I>(e) 

Sean t 1.t 2 E T, x E SU(2) entonces 

1 • h (N) 

<I>(t 1xt 2) = x (t 1)<I> (x)x (t 2) .h(l (0:011') (x) n· n n t1 

1. 

= Xn(t1)<I>n(x)Xn(t2).hoQo1l'(x) pues h es constante sobre los parale-

los Y (I . es una rotaci6n de la esfera alrededor del eje z. Por 10 
t1 

tanto 
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* 1 -2 1 - ~ Por (3) 6 = 8 H + 4 iH + ZXA. Como hoaow es constante sobre las 

coclases a izquierda de T resulta H(hoaow} = 0, entonces 
. 1 -2 1 .;y ~ 

6(~ . (hoaow)] = (-8 H ~ ).(hoaow)+(-4 1n~ ).(hoaow)+ZXX(~ • (ho«Ow) n - n' n n 
Del LEMA 1 Y de 6'ilh = 'Yh resulta Zfi(~ . (hoaow) = -Z~ 6i1ho (aow) = n n . . 

OBSERVACION. Por el lema anterior la soluci6n del problema dife
rencial 6i1h- = 'Yh, heN) = 1, h constante sobre los paralelos, 

·h E CW (S2,C), 'Y E R nos proporcionara una familia de funciones es
fericas. Mas aun, veremos luego que resolviendo este problema di
ferencial para los 'Y tales que 4'Y = k(k+n+1), k,n E N se_ obtendran 
todas las funciones eSIericas asociadas a los X . . n 

NOTA. Si en S2 -hubieramos considerado la estructura compleja con
jugada de la definida, en lugar de iI tendriamos ahora 3". 

PLANTED Y RESOLUCION DE 6i1h = 'Yh. 

Sea 'ltN la proyecci6n estereografica desde el polo norte de S2, 

.-- riy --'ltN(x,y,z) ,-z a+ib, el operador iI en este mapa tiene la si-

~uiente expresi6n: 

iI = t (~ - i ~)(da+idb) 

y en funci6n de las coordenadas (I{),8): 

iI t [ (~ - i sen8 _ ~)dl{) + (s!nB ~ + k-)d8] 

Sea hE C=(S2,C) constante sobre los paralelos, 0 sea h(I{),8) h(9) 
y f E Cco (S2,C): 

( iIf , iI h) = -21 J 21 ~ (g) 12( iIf ,iI h ) dm s n m m 2 

donde g E SUeZ) es tal que 8 .m = N .. 
g 

Sea g t 1at 2 ' ti E T, a E SUeZ); por 10 tanto I~n(g) 1 = I~n(aj I; 

sea a- [ COS (a/Z) -sen(a/z)) se proyecta sobre S2 ~l punto 
sen (a/Z) cos (a/Z) , 

9 .N, ahora bien, 9 .N = (I{),8) con ~ = arctg(O) 0 sea I{) = 0 6 a _ a 
I{) .= w; 8 = arcos (cosa) 0 sea 8 = a por 10 t.anto los puntos 
(x,O,z) del meridiano correspondiente a I{) = 0 6 I{) = w y.O <; 8 <; w'_' 

provienen (por ao'll') de elementos de SO(Z). 

Si m E S2tiene coordenadas esf-ericas. (I{),8)' y 8 ~.m =·N con gt1 at2 , 
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resu1ta 

Sea g = sen 8 dp dB, 2-forma sobre &2; como SU(2) actua por rota

ciones, n es SU(2)-invariante • 

(ilf,ilh ) .. " _1_ f2'11' f'll' {l+cos 8)n«~ - isen 8 U)dl(J + 
32'11' I(J~O a=o 2 y 

+ (U + se! 6 ~)d8, ~ d8 - i sen 8 ~ dl(J ) sen 8 dip d8= 

_ i f'll' (l+cos 8 n dh f2'11' ilf -
) ':nI" d8 ...-:"' dl(J + 

16'11' 9=0' . 2 U" I(J=O "I(J 

1 f2'11' f7r 
+ 16'11' .n=O 

( l+cos 8)n 8 ilf dh d.n d8 2 sen Fir 0If Y 
y a .. o 

f 2'11' af 
E1 primer t6rmino es nu10 pues ~ dl(J = 0, a1 segundo t6rmino 

I(JDO 

10 integramos por partes 

(ilf,ah) = __ 1_ f27r 'f'll' (l+cos 8)n[d2h + (n+l)cos 8 - n ~ 1. 
167r I(J=O 8=0 2 d8 2 sen 6 0." 

• f(I(J,8) sen 8 dl(J dB = (f,c'iah). 

Entonces c'iah = - t (:;~ + i!}+1 ~~~s/ - n ~) = 'Yh, Y queda p1antea-

da 1a ecuaci6n diferencia1 d 2h + (n+ 1) cos 8 - n ~. + 4 h 0, 
d82 sen 6 0." 

0.;;;;8';;;;'II',h(0)=I. 

Haciendo e1 cambio x = cos 8, resu1ta 1a ecuaci6n diferencia1 

(1-x2) d2h + odh 
[n~(n+2)x1~x + 4'Yh = 0, -1';;;; x';;;; 1, con 1a condici6n 

dx2 o.x 

h (1) = 1 cuyas soluciones para 4'1 k(k+n+l), kEN, son los poli-

nomios de Jacobi p(O,n) 
k (Szego plig. 60-61). 

p(O,n) (x) 
k 

(k) (k+n+v) (1 ;X) v = 1- + L (-1) v 
k v-I v v 

PROPIEDADES DE p~o,n). 

I) p(O,n) (1) 
k 

1 ; II) p~o,n) (x) E C .. ([ -1,1] ,R), mas aun es un po

linomio. 

III) p~o,n) (cos 8) = 1 + ~ (_1)'" (k) (k+n+v) (l-cos 8) es par como 
v .. l v v 2 

funci6n de 8. (-'/I' .;;;; 8 .;;;; 11') • 



212 

IV) Para cada n E N {p(O,n)} forman un sistema orto.gona1 comp1e-
k kEN 

to de po1inomios en e1 interva10 [-1,11 con 1a medida C1+x)ndx 
(Erd~lyi cap. 10). 

Las funciones h k' n,k E N, definidas por n, 
h C.p 9) = P (0, n) C cos 9) 
n,k' k 

se extienden a funciones C~ sobre todo e1 52, por ser constantes 
sobre los para1e10s y por 1a propiedad III que nos dice que h k n, 
son C~ sobre 10s·meridianos. 

Por 10 tanto las funciones h k son todas las soluciQnes de , n, 
00 2 6ah 'Yh con 4'Y = kCk+n+1), hCN) = 1, hE C C5 ,C); kEN. 

Luego todas las funciones ~ k: 5U (2) --+- C definidas por n, 

~ k = ~ • Ch k0ato 1l') ,k E N, son esfericas asociadas a1 caracter Xn' n, n n, 

TEOREMA. Las funaiones ~ k son todas "Las funaiones esferiaas ason, 
aiadas a Xn' 

Demostraaion. 5upongamos que ~~ es una funci6n esferica asociada 
a1 caracter Xn distinta de ~n,k para todo k. Sea A E R tal que 

.fl~1 = A~'. Por TEOREMA 3 A ,; A k si A es e1 autova1or de ~ k 
n n n, n,k n, 

y como.fl es autoadjunto resu1ta 

o J ~n'(g)~nk(g)dg=J ~I(g)~.h k° ato 1l'(g)dg 
8U(2) " 8U(2) n n n, 

J , fJ ~' (gt) ~ ;h koQ(01l'(gt) dt1 dg T = 
8U(Z)/T T n n n, 

J ~' (g) ~ .h koQ(or(g) dg T 8U(2)/T n n n, 

g es tal que Q(or(g)=m 

!11' J21r 'J1I' ~~(g(9)) ~n(g(8)) p(O,n)(cos 9) sen 9 d.p d9 = 
'1'=0 9=0 k 

g (9) = [COS(9/2) 
sen(9/2) 

-sen(9/Z)) 
cos(9/2) 

= 1 Jr ~1(g(9)) (cos ~)n p(O,n)Ccos 9) sen 9 d9 = 
2 9=0 n. 2 k 

poniendo x = cos 9 obtenemos 

1 . J 1 = - "2 . 
x=-l 

o kEN 

/' 
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0, para x=l resulta <I>'(e) n, 

dice que <I>~ sea esferica. 

0, 10 que contra-

Hemos obtenido as! todas las funciones esfericas del par (SU(2),T) 
asociadas a los caracteres Xn ' 

tales que g = t 1 aet2 donde: 
n EN: sea g E SU (2), 8,8 1 ,8 2 E R 

[
e iej 

t. = 

J ° 
entonces 

n,k E N. 

O_ie.) 
e J 

j = 1 ,2 y [
COS(8IZ) 

sen(8IZ) 

-sen(D 12)) 
cos(8IZ) 

Conjugando las <I> k obtenemostodas las funciones esfericas asocia-n, 
das a los caracteres X .n E N Y las notamos con <I> k = ~k' -n, -n, n, 

n,k E N. 

Para conocer todas las funciones esfericas del par (SU(2),SO(Z)) 
observemos que: Si K Y K' son toros maximales en SUeZ), X y X' 

caracteres irreducibles de K y K' respectivamente tales que 
-1 K' = gKg I K, X' = XO I -1' entonces: 

g g 

TEOREMA. <I> es una funai6n esferiaa del par (SU(2),K) asoaiada at 

aaraater X sii <1>01 1 es una funai6n esferiaa del par (SU(2),K') 
g-

asoaiada a X'. 

Demostraai6n. Condici6n suficiente. 

'J -1 -1 -1 ) , XCI _lk') ) <I>(g xg(I _lk')g yg dk' 
K' g g 

= J X'(k,~l) <{loI(xk'y) dk' 
K' g-l 

'Condici6n necasaria. Resulta de la primera parte de la demostraci6n 
pues 

( -1 
<1>011 1)01 , K = g k'g 

g- g 
y X 
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-1 12 [1 -i) . En consecuencia como gorgo = 80(2) congo =""2 -i 1 ,rosulta 

que <I> koI_1 
n, go 

nEZ, kEN, son todas las funciones esfAricas 

irreducibles del par (5U(2),50(2)). 
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