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1. INTRODUCCION.Hasta no hace mucho tiempo era muy comln que el estadis
tico enfocara el andlisis de un conjunto de datos teniendo en mente un
modelo preconcebido, es decir, elegido independientemente de los datos.
En la actualidad y debido a la influencia del Andlisis de Datos (Data
Analysis) esta actitud estd cambiando gradualmente y hoy es frecuente
comenzar el andlisis de un conjunto de datos teniendo en mente una fa-
milia de modelos, dentro de la cual, en base a los datos y de acuerdo

a cierto criterio prefijado, se debe elegir el modelo mids apropiado.
Esta eleccidén constituye un problema de decisién mdltiple cuya solucién
frecuentemente implica ajustar cada uno de los modelos de la familia
dada y calcular la medida de la concordancia de los datos con el mode-
lo seglin cierto patrén fijado. El1 objeto de este trabajo es estudiar

la mejora ficticia de la medida de concordancia de los datos con el mo
delo debido a que se ajusta una familia de modelos a los mismos datos.
En este trabajo.se considera el caso de variables aleatorias gaussia-
nas que satisfacen a una familia de modelos de regresién con variables
independientes no estocdsticas ortogonales, y como medida de concordan-
cia entre los datos y el modelo se usa el error cuadritico medio.

2. DEFINICIONES. Sean

X X eee X

11 *12 1n
X X e es X
- 21 *22 2n
(z.1) X (a) )

(2.2) By = .

donde las columnas de X forman un conjunto de n vectores ortonorma-

(n)

les, esto es Zu Xoq Xg5 = sij’ donde aij es la delta de Kronecker.
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Sea r entero tal que 0 <r< n y supbngémos qué el vector aleatorio
Y = (Yl,Yz,...,Yn)'satisface el modelo de regresién:
(2.3) Y

= : = eal) = g2
= X))yt s E(e) =0 , E(ee’) =071

donde X(r) es la matriz que se obtiene conservando las primeras r colum

nas de X

(n) y ﬁ(r) = (61,ﬁ2""’ﬂr)'-

Para cada entero q, r <q<n , sean:

P(@) = {(PysPgseeesp)'i Py =1, Py = 2,0eusp, =1 <p oy <...Pp <ql}

Q(q) = {(pl’pz""’ps)': pl = 1’ p2 = 2""’p = r’ {pr+1""’ps} c

Cc {r+1,r+2,...,n} , s < ql.

Sea P = (pl,pz,...,psj' tal que P € P(q) o P € Q(q). Defina X como

(P)
la matriz cuya i-ésima columna es la columna pi-ésima de X(n). Analoga-

mente defina ﬂ(P) como el vector cuya i-ésima componente es la pi—ési—
ma componente de ﬁ(n). De las definiciones de P(q) y 2(q) y de (2.3)

se sigue que el vector (Yl,Yz,...,Yn)', para todo P € P(q) o P € Q(q),
satisface al modelo’ '

2

(2.4) Y +¢ , E(e) =0 , E(ee') =07 1.

= Xe)P )

El estimador de Gauss-Markoff o estimador minimo cuadrdtico de B(P)
que denotamos por B(P) satisface las ecuaciones normales
' 2 - Yt
Xiey Xy Beey = Xoy ¥

Debido a la ortogonalidad de la matriz X(P) se sigue que

(2.5) b= 1 x. Y.

El correspondiente estimador insesgado de o? estd dado por

~2 1
(2.6) o = z_ Z
(P) n-s. o5 Tk
. n ,
donde Zk = (] ~Xjk Yj) y P es el complemento del conjunto cuyos ele-
j=1

mentos son las componentes del vector P, respecto del conjunto
{1,2,...,n}.

" A cada vector de indices P corresponde una ecuacién de regresién y ‘vi-
ceversa. Con P denotaremos tanto al conjunto de indices como su corres
pondiente ecuacién de regresién.

Consideremosblas famiiias de ecuaciones de regresién P(q) y 2(q) y'cog
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sideremos el procedimiénto que selecciond dentro de la familia P(q)
(o 2(q)) la ecuacién (o ecuaciones) de regresi6én que minimiza 02

(?)°
.Dicha ecuaci6én (o ecuaciones) recibe. el nombre de "mejor ecuacién de
regresién'" o "ecuacién de regresibén 6ptima" y serd denotada por P

> opt”’
. Entonces

.2 ~2
(2.7) min o =0
: . (P) (Popt)

donde P varia en P(q) o en Q(q) segln sea el caso en consideracién.

Para cada ecuacién P € P(q) (o‘Q(q)) E(O(P)) 2. Sin embargo Poptes

un vector de Indices aleatorios y en general

” A2 2
(2.8) E(o ) # 0%,
(Popt)

Para cada vector obsegrvado y de Y, corresponde una ecuacién Sptima

Pbpt(y) con error cuadritico medio o? el cual se estima mediante

22 )
T opey)

Por lo tanto resulta natural definir la mejora ficticia de la bondad de

ajuste inducida por el método de selecci6n, como la razén:

E(o ))
(2.9) A= —ZP__
g
Sean
(2.10) U= min o
PeP(q) ®
(2.11) V = min o2
PeQ(q) ®)

En este trabajo consideramos solamente la mejora ficticia de la bondad

de ajuste inducida por procedimientos de seleccién que consisten en mi-
6

nimizar el error cuadrdtico medio a(P) sobre ciertas familias de ecua-

ciones de regresién. En la Seccién 3 se prueba que la variable V puede
escribirse como la media aritmética de las primeras (n-q) componentes
de cierto estadistico de orden (Teorema 3.1) y se encuentra una expre-
sién asintética para la mejora ficticia de la bondad de ajuste A para
el caso en el cual P varia en Q(q). En la Seccifn 4 se encuentra una re
presentacién para U en funcién de un estadistico de orden (Teorema 4.1)
y se encuentra una aproximacién por exceso para A para el caso en el
cual P varia en P(q). Ademis, se realiza un estudio exploratorio por el
método de Montecarlo que parece indicar‘que la aproximacién es muy bue-
na. En la Secc16n 5 se aplican los resultados de las secciones 3 y 4 al
estudio de 1a mejora ficticia de la bondad de ajuste para el caso en el
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cual P varfa sobre familias P'(q) y Q'(q) que son de uso frecuente en
la aplicacién prictica de procedimientos de seleccién de la ecuacién de
regresién 6ptima.

. LA VARIABLE V. En esta seccidn supondremos que el vector de errores
definido en (2.3) tiene distribucidén normal con E(e) = 0, E(ee') =
021, Bajo este supuesto las variables aleatorias Zk/o2 forman un con-

o w

junto de variables aleatorias independientes cada una con distribucién

2
X(l).

TEGREMA 3.1. La variable aleatoria V definida por (2.11) puede expresar
se como

1 Pod
(3.1) Ve | 2
n-q oy (R
donde Z(l)’Z(Z)""’Z(n—r) es el estadfstico de orden correspondiente a
Zr+l’Zr+2""’Zn'

pemostracién.Sea P = (pl,pz,..;,ps)' € Q(q)- Entonces se tiene

L T S M
n-s oy kT on-s oy (k)

Por otra parte puesto que Z(l) < Z(2) < ... < Z(n_q) se tiene

1 nis 1 n-q
— z >— 7 Z,..
n-s o (k) n-q = (k)
Por 1 LI T s L t vs-L Tt

or lo tanto —— _ = — y entonces e .

n-s es 'k n-q .2, (k) n-q .2, (k)

-1 Bgd
Por otra parte, puesto que (n-q) 1 1 Z

(%) es una de las variables de

la familia sobre la cual se toma el minimo, vale la desigualdad en el
otro sentido. Esto completa la demostracién.

La siguiente proposicién la cual es un caso particular del Corolario 4.4
"de Bickel (1967) es dtil pues nos da una aproximacién conveniente para
E(V).

PROPOSICION 3.1. Sean Xl,Xz,...,Xm variables aleatorias independientes

e identicamente distribuidas con funcidén de distribucién G y funeidn de
densidad g. Supongamos que E(X%) < o y que existe A tal que g es mond-

tona para |x| > A. Definamos V, mediante
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doﬁée x(lj,x(z),...,x(ﬁ) denota el estaé{sttco de orden. Entonces gt
i <a<1

(3.3) 1fm /mlE(W ) - L r ¢ l(t)del = o
. m u 0 - .

m+>o, (m-p) /m +a

Sean F y f las funciones de distribucién y de densidad de probabilidad
de las variables Z,, respectivamente. Bajo el supuesto de distribuci®6n
gaussiana del vector de errores e se satisfacen todas las hip6tesis -de
la Proposicién 3.1, Identificando (Zr_l,Zr_z,...;Zn)' con

(X;,X,,...,X ) se deduce que E(V) puede aproximarse por
1°72 m

1 (% -1 '
(3.4) E(V) = 5 JO F "(u) du donde «a = (n-q)/(n-r).

Puesto que

1
(3.5) - 0? - E(z,) = J Fl) du
0

la funcién X = x(a) definida por

a -1

J F “(u) du

(3.6) (@) =+ 9
a 1

f F “(u) du

‘o

puede tomarse como una aproximacidén para A,

Mediante el cambio de variable u = F(t), X puede escribirse como

X
J f(t) t dt
1 0

(3.7) N =7 2, x =5,
J f(t) t dt
0
Sin pérdida de generalidad se puede suponer 62 = 1 de modo que
(3.8) £(t) = (2m)" M2 U2 p-t/2) , t> 0

F(t) = 20(¢% -1, t>o0.

t
donde ¢ (t) = (2r)~1/2 J exp (-u?/2) du.

-

Reemplazando (3.8) en (3.7) y resolviendo las integrales se obtiene

~

N() = % [26(/x)-1 \/% /X exp(-x/2)] donde x = F!(a).

En la tabla 3.1 se dan los valores de i(a) para « = 0,25 ; 0,50 ; 0,75;
0,90 ; 0,99.



43

a |o 0,25 | 0,50 [0,75 [0,90 [0,99 | 1,00

A(a)[ 0,000 0,034 | 0,103 0,368 0,624 | 0,925 | 1,00

Tabla 3.1

La tabla 3.1 muestra que la magnitud de la mejora ficticia de la bondad
del ajuste es importante aln para valores pequefios de la razén B = 1-a =
= (q-r)/(n-r). Todo el andlisis precedente estd basado en la hip6tesis
de que el vector de errores e tiene distribucién gaussiana. Es de espe-
rar que resultados andlogos valgan si se cambia la hipdtesis de norma-
lidad por una hip6tesis mds general. Sin embargo el andlisis de este ca
so es mds dificil pues las variables Zk no son ya independientes e iden
ticamente distribuidas, segin se deduce de una conocida caracterizacién
de la distribucién normal (ver Feller (1966), pig:. 77).

L. LA VARIABLE U. En esta seccién estudiamos A para el caso de la fami-
lia P(q). Supondremos que el vector de errores e tiene distribucidn nor
mal con pardmetros E(e) = 0, E(ee') = o? 1.

TEOREMA 4.1. La variable U definida por (2.10) puede representarse como:

) T ]
(4.1 U = min - Z, + Z
O¢s<q-r 75 kg1 K k=1 (KD

donde Z(l)’Z(Z)""’Z(q-r) es el estadistico de orden.correspondiente

@ Loyyslppgseeilye

Demostracidén. Sea P € P(q), A(P) = {r+1,r+2,...,q} - 1§ SP PR P

Entonces
52 1 ? 1 n q-s

(4.2) o =—10 ] z, + ) 2l <—17] Z, + Z ]

(P) © n-s keq+l ¥ kea(p) ¥ n-s il K kzl (k)
y por lo tanto

1 n -8
(4.3) U>min —1[ } Z, + ) Z..].
s ™S kaqe1 K ooxap (B

Por otra parte el conjunto de vectores P sobre el cual se calcula el mi
nimo en el segundo miembro de (4.1) es un subconjunto de P(q). Por lo
tanto

. 1 a
(4.4) U<min — [ } Z, + J

s n-s k=q+1 k k=1

Z(k)]'

De (4.3) y (4.4) se sigue la conclusién del teorema.

COROLARIO 4.1. 3% E|X(k)| <e , k =1,2,...,n, entonces
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B0) < min = [@-)e? + ] E(Z,.\)]
L n L-e Lin-q .
0<s<q-r n-s k=1 (k)

Demostracidén. La conclusibén sigue de inmediato de (4.4).

Supongamos que el vector de errores e tiene distribucién normal con pa-
rdmetros E(e) = 0, E(ee') = 021. Sin pérdida de generalidad podemos su-
poner que o? = 1. Entonces Zk, k=1,2,...,n, tiene distribucién x%l)
cuya funcién de distribucién denotamos por F. Una aproximacidn conve-
nienté“para la cota del Corolario 4.1 puede obtenerse reemplazando

q-s
iy E(Z ) por la aproximacién, proporcionada por el Teorema 3.1,
n-s Gl x)’ P p

que sigue:

(q-s)/(q-1)

q-r J
0

-1
TS F " (u) du

Asi se obtiene la siguiente estimacién K(B) de la cota del Corolario

(1-8) + ﬁ'Jz Fla du

K@) = inf
x (1-) + x 8B

donde B = 1-a = (q-t)/(n-T1).

La Tabla 4.1 da los valores de K(B8) para § 0,1; 0,25; 0,50; 0,75; 1.

B 1,00 0,75 0,50 |0,25{ 0,10

K(8) | 0500 0,46 ] 0,69 | 0,86 0,95

Tabla 4.1

A fin de tener alguna informacién acerca de la proximidad de la funcién
K(8) a la funcién N = E(U)/O2 se ha estimado A por el método Monte Car-
lo tomando 100 muestras de tamafio n =’40. Los resultados figuran en la
Tabla 4.2.

1,00 0,75} 0,50 0,25 0,00

rx|o,00]|0,44] 0,67 0,83 1,00

Tabla 4.2

La comparacién de las tablas 4.1 y‘4.2 muestra que la funcién K(g) es
una buena aproximacién para A.

Del examen de la Tabla 4.1 se concluye que la magnitud de la mejora figc
ticia de la bondad de ajuste es importante aunque sensiblemente menor
que en el caso discutido_en Seccién 3.

Es importante hacer notar quehlas funciones’h(a) y K(B) dependen de n,
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ry q s6lo a través de B = (q-r)/(n-r).

5. APLICACION AL ANALISIS DEL PROBLEMA DE SELECCION DE LA MEJOR ECUACION
DE REGRESION.

El problema conocido con el nombre de "Seleccién de la mejor ecuacién

de regresidén'" es un problema que admite mds de una solucién., El1 concep-
to: mejor ecuacidn de regregidn tiene en general significados diferen-
tes, dependiendo del problema en consideracién. Por otra parte la intro
duccién de dicho concepto constituye en el mejor de los casos una simpli
ficacidén del problema a fin de facilitar su solucién. El juicio personal
aplicado-al andlisis del problema en consideracidn es un ingrediente im-
portante en la soluci6én de todo problema de seleccién de la mejor ecua-
cién de regresién. En consecuencia no existe un dnico procedimiento es-
tadistico para.fesolver el problema. Entre los procedimientos empleados
podemos citar:

(1) Elegir la ecuaci6én de regresién que minimiza el estadfstico C de
Mallows (ver Daniel C. (1971), Cap. 6),

(2) Elegir la ecuacién de regresién que minimiza el error cuadridtico me- .
dio estimado,

(3) Procedimientos de seleccién de las variables regresoras basados en
tests F individuales,

(4) Seleccién de 1las varlables regresoras en base al coeficiente de co-
,rrelac16n mdltiple R2

En la solucién de un problema dado, ademds de .1a aplicacién de alguno
de los procedimientos arriba descriptos o de alglin otro, se tienen en
cuenta otros factores, pero no es el momento de considerarlos aqui.

Los procedimientos conocidos con los nombres de: Eliminacién progresiva,
Ampliacién progresiva y Regresién en etapas, pertenecen a los procedi-
mientos definidos. por (3).

. El coeficiente de correlac16n mGltiple R? debe emplearse con mucha pre-
caucién por cuanto R? no tiene en cuenta el incremento del error cuadri-
tico medio estimado, por pérdida de grados de libertad (ver Draper and
Smith (1966), pdg. 63 y 118). El mé&todo (2) constituye una variante de
(4) sin ese defecto. En efecto, si definimos el coeficiente de correla-
cidn mdltiple corrégido por grados de libertad por

52
(5.1) R? = 1 - (P)
c 1 B o 2
=T ! (Yj—Y)
i=1

entonces el procedimiento (2) consiste en maximizar Rz.

Los resultados de las secciones 3 y 4 se refieren a procedimientos del
tipo (2) los cuales, en esta seccién serin extendidos a familias P'(q)
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y 2'(q) que son de uso frecuente en la aplicacién de métodos de selec-
cién de la mejor ecuacidén de regresidn.

En el caso del procedimiento (1) como la mejor ecuaci6én de regresién se
obtiene minimizando Cp, obviamente se produce también una mejora aparen
te-de la bondad de ajuste de la ecuacién 6ptima. E1 autor tiene en pro-
greso un trabajo al respecto.

Un andlisis cuidadoso del problema especifico a resolver por regla gene
ral conducird a la individualizaci6én de un conjunto de variables

Xl,X ,Xq que contiene todas las variables relevantes. De manera

PEREE
que'lq hipdtesis de que existe un conjunto de r variables que satisfa-
cen el modelo de regresién (2.3) es plausible. M&s atdn, esta hipftesis
es con frecuencia asumida explicitamente en el uso de los métodos de sg
leccién de la mejor ecuacibén de regresidén. (ver Daniel C. (1971), pag.
83).

Las familias de ecuaciones de regresidén definidas por P(q) y 2(q), den-
tro de las cuales se busca la ecuacién de regresién 6ptima,no son fami-
lias empleadas en la aplicacidén prdctica de los métodos de seleccién de
la mejor ecuacidén de regresién y su eleccién ha sido una cuestién de con
veniencia. Sin embargo, los resultados obtenidos en las secciones 3 y 4
son esencialmente vdlidos para familias empleadas en la prdctica y que
definimos en lo que sigue.

La situacién que se presenta con mayor frecuencia es aquélla en la cual
después de un anilisis cuidadoso del problema se ha determinado un con-
junto de q variables potencialmente importantes: Xl,Xz,...,Xq,,y la fa-

milia en consideracién consiste de todas las ecuaciones de regresién
que se pueden construir usando un nimero cualquiera de estas variables,
‘con la condicién de que todas contengan un término constante, que escri
biremos en la forma Bl X1 con X, =1, Esta familia serd denotada por
P'(q). Luego,

(5.2) P'(q) = {(pl,pz,...,ps)': T=p; <py, < ... <pg < ql.

Otra situacién que puede presentarse en la prictica es aquélla en la
cual se tiene un conjunto de n variables potencialmente importantes

X;,X,5,...,X dentro de las cuales se desea elegir la mejor ecuacién de

n’
regresidén con las restricciones de que X, esté siempre presente y no se
usen mis de q variables, q < n. Denotaremos a esta familia por 2'(q).
Luego ’

(5.3) 2'(@) = {(PysPys-+-sPg) "t 1 =Py, 2<p; <1, i=2,...,5, 5 < ql.

Obviamente se tiene P(q) c P'(q) y 9(q) c ¢'(q). Por lo tanto si A' se
define por

E {min o
P

o1 2
(5.4) _ A 2y}
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donde P varfa en P'(q) o en Q'(q), seglin sea el caso en consideracién,
se tiene
A <A,

Puesto que P € P'(q)-P(q) (o P € Q' (q) Q(q)) implica que se ha omitido
por lo menos una variable relevante, U(P) serd una variable (estricta-

mente) estocdsticamente mayor que U%Q) para todo Q € P(q) (o Q € 2(q)).

De aqui se deduce que en general el nlmero A debe ser una buenha aproxi-
macién (por exceso) para A', En consecuencia los resultados de las sec-
ciones 3 y 4 son vdlidos para el andlisis del procedimiento de eleccién
de la ‘ecuacién de regresién 6ptima sobre las familias P'(q) v 2'(q).

La mejora aparente para estos casos es mayor que la que muestran las ta
blas 3.1 y 4.1, Aln en aquellos casos en que A no sea una buena aproxi
macién para A', los resultados de las secciones 3 y 4 son dtiles pues
proporcionan cotas para el minimo de la mejora ficticia, es decir, 1la
mejora ficticia es por lo menos de la magnitud de dichas cotas.

Debe tenerse presente que todo el anilisis precedente es vilido bajo el
supuesto de que el vector (Yl’YZ""’Yn)' tiene distribucién normal y

las columnas de X(n)'forman un conjunto de n vectores ortonormales. En

el caso de la familia P'(q) el supuesto de ortonormalidad es requerido

+1,...,Xn no son

regresores sino que representan una particién ortogonal de la suma de

para las primeras q columnas de X(n). Las variables Xq

cuadrados residual correspondiente al modelo que incluye las variables

Xp5XgseeonX
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