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1. INTROOUCCION.Hasta no hace mucho tiempo era muy común que el estadí~ 

tico enfocara el análisis de un conjunto de datos teniendo en mente un 

modelo preconcebido) es decir, elegido independientemente de los datos. 

En la actualidad y debido a la influencia del Análisis de Datos (Data 

Analysis) esta actitud está cambiando gradualmente y hoyes frecuente 

comenzar el análisis de un conjunto de datos teniendo en mente una fa

m.ilia de modelos, dentro de la cual, en base a los datos y de acuerdo 

a cierto criterio prefijado, se debe elegir el modelo más apropiado. 

Esta elección constituye un problema de decisión múltiple cuya solución 

frecuentemente implica ajustar cada uno de los modelos de la familia 

dada y calcular la medida de la concordancia de los datos con el mode

lo según cierto' patrón fijado. El objeto de este trabajo es estudiar 

la mejora ficticia de la medida de concordancia de los datos con el mo 

delo debido a que se ajusta una familia de modelos a los mismos datos. 

En este trabajo.se considera el caso de variables aleatorias gaussia

nas que satisfacen a una familia de modelos de regresión con variables 
independientes no estotásticas ortogonales, y como medida de concordan

cia entre los datos y el modelo se usa el error cuadrático medio. 

2. DEFINICIONES. Sean 

(2.1) 

(2.2) 

donde las columnas de X(n) forman un conjunto de n vectores ortonorma

les, esto es LX. x. 6 l.' J' , donde 6l.' J' es la delta de Kronecker. o Ol. OJ 
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Sea r entero tal que O .;;; r < n y supongamos que el vector aleatorio 
y - (Y 1 ,Y 2 , ... ,Yn)'satisface el modelo de regresión: 

(2.3) E (ee') - a 2 1 

donde X(r) es la matriz que se obtiene conservando las primeras r colum 

nas de X(n) y (3(r) - ((31'(32, ... ,(3r)'. 

Para cada entero q, r';;; q < n , sean: 

P (q) { (p 1 ' P 2' .•• , p s) ': PI 1, P2 2, ... 'Pr r < p r+l < ... p s .;;; q} 

Q (q) 1, P2 2 , ••• , p r - r, { p r+ 1 ' • • • , p s} e 

e {r+1,r+2 .... ,n} , s .;;; q}. 

Sea P - (Pl,P2'" .,p~)' tal que P E P(q) o P E Q(q). Defina X(P) como 

la matriz cuya i-ésima columna es la columna Pi-ésima de X(n)' Analoga

mente defina f3(P) como el vector cuya i-ésima componente es la Pi-ési

ma componente de f3(n)' De las definiciones de P(q) y Q(q) y de (2.3) 

~e sigue que el vector (Y 1 .Y 2 •...• Yn)'. para todo PE P(q) o PE Q(q). 
satisface al modelo 

(2.4) E (e) - O E(ee') - (12 I. 

El estimador de Ga~ss-Markoff o estimador mínimo cuadrático de f3(P) 

que denotamos por f3(P) satisface las ecuaciones normales 

X~P) X(P) i(p) - X~P) y 

Debido a la ortogonalidad de la matriz X(P) se sigue que 

n 
(2.5) L x. Y. 

j=l JPi J 

El correspondiente estimador insesgado de (12 está dado por 

(2.6) n-s 

n 2 
donde Zk = (L xJ'k YJ') y Pes el complemento del .conjunto cuyos ele

j=l 

mentos son las componentes del vector p. respecto del conjunto 

{l,Z, ... ,n}. 

A ¿ada vector de índices P corresponde una e~uaciónde regresi6n y vi
ceversa. Con P denotaremos tanto al conjunto de índices como su corre~ 

pondiente ecuación de regresi6n. 

Consideremos las familias de ecuaciones de regresión P(q) y Q(q) y con 
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sideremos el procedimiento que selecci0ná dentro de la familia P(q) 
(o Q(q)) la ecuaci6n (o ecuaciones) de regresi6n que minimiza ;~P)' 

.Dicha ecuación (o ecuaciones) recibe. el nombre de "mejor ecuaci6n de 
regresión" o "ecuaci6n de regresi6n 6ptima" y será denotada por P • opt 
Entonces 

(2.7) 
A2 

min o(P) 
p 

A2 
o(Popt ) 

donde P varía en P(q) o en Q(q) segdn sea el caso en consideraci6n. 

Para cada ecuaci6n P E P(q) (o ~(q)) A2 2 
E(O(p») = o • Sin embargo Poptes 

un vector de índices aleatorios y en general 

(2.8) 
A2 2 

E (o (P )" o • 
opt) 

Para cada vector obsEj!rvado y de Y, corresponde una ecuaci6n óptima 

p-opt(y) Con error cuadrático medio 0 2 el cual se estima mediante 

A2 

o (P opt"{y» 

Por 10 tanto resulta nátural definir la mejora ficticia de la bondad de 
ajuste inducida por el método de selecci6n, como la razón: 

A 2 
E (o (P ») 

(2.9) A 0l!t 
0 2 

Sean 

(2.10) U min ~2p 
p&P(q) ( ) 

(2.11) V min ;2 
PeQ(q) (p) 

En este trabajo consideramos solamente la mejora ficticia de la bondad 

de ajuste inducida por procedimientos de selec~i6n que consisten en mi
nimizar el error cuad~ático medio ~~P) sobre ciertas familias de ecua-

ciones de regresión. En la Sección 3 se prueba qu·e la variable V puede 
escribirse como la.media aritmética de las primeras (n-q) componentes 
de cierto estadístico de orden (Teorema 3.1) y se encuentra una.expre
sión asintótica para la mejora ficticia de la bondad de ajuste A para 
el caso en el cual P varía en Q(q). En la Secci6n 4 se encuentra una r~ 
presentaci6n para U en funci6n de un estadístico de orden (Teorema 4.1) 

yse encuentra una aproximaci6n por exceso para A para el caso en el 
cual P varía en P(q). Además, se realiza un estudio exploratorio por el 
método de Montecarlo que parece indicar que la aproximaci6n es muy bue
na. En la Se.cci6n S se aplica~ los resultados de las secciones 3 y 4 al 
estudio de iá mejora ficticia de la bondad de ajuste para el caso en el 
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cual P varía sobre familias P' (q) y Q.' (q) que son de uso frecuente en 

la aplicación práctica de procedimientos de selección de la ecuación de 
regresión óptima. 

3. LA VARIABLE V. En esta sección supondremos que el vector de errores 

e definido en (2.3) tiene distribución normal con E(e) = O. E(ee') = 
= 0 21. Bajo este supuesto las variables aleatorias Zk/02 ·forman un con
junto de variables a1eátorias independientes cada una con distribución 

2 
X(l) • 

TEOREMA 3.1. La variable aleatoria V definida por (2.11) puede expresa~ 

se como 

(3.1) V n-q 

n-q 
¿ Z(k) 

k=1 

donde Z(1).Z(2) •...• Z(n_r) es el estadistico de orden correspondiente a 

Zr+1, Zr+2" ",Zn' 

Demostración. Sea P = (p 1'P 2'" ·.P s)' E Q.(q). Entonces se tiene 

n-s 

Por otra parte puesto 

1 
n-s 

n-s 
¿Z(k) ;;;._1_ 

k=1 n-q 

Por 10 tanto n-s 

que Z (1) 

n-q 
¿ Z (k) • 

k=l 

~ Z(2) ~ ... ~ Z(n_q) se tiene 

n-q 
¿ Z(k) 

k=1 
y entonces 

n-q 
V;;;._l_ ¿·Z 

n-q k=1 (k)' 

-1 n-q 
Por otra parte. puesto que (n-q) ¿ Z(k) es una de las variables de 

k=1 

la familia sobre la cuál sé toma el mínimo. vale la desigualdad en el 

otro sentido. Esto completa la demostración. 

La siguiente proposición la cual es un caso particular del Corolario 4.4 
de Bicke1 (1967) es útil pues nos da una aproximación conveniente para 

E(V). 

PROPOS1C10N 3.1. Sean X1 .X 2 •••• • Xmvariables aleatorias independientes 

e identicamente distribuidas con función de distribución G y función de 

densidad g. Supongamos que E(X¡) < ~ y que existe A tal que g es monó

tona para Ixl > A. Definamos Vm mediante 

m-p 
V = \ X 

m !Il-P k~1 (k) 
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donde X(l> ,X(2)' ~ •• ,X(m) denota el. est-ad.-lsÚ.oo de ol'den. Entonoee si. 

O < a < , 

(3.3) lím Iiñ [B(V m) 
m+", (m-p) 1m +a 

__ , fa 1 G- (t)dt1 = O. 
a O 

Sean F Y f las funCiones de distribucic5n y de densidad de probabilidad 

de las variables Zk' respectivamente. Baj o el supues to de dis tribucj¡'6n 

gaussianade1 vector de errores e se satisfacen todas las hipc5tesis .:\ie 

la Proposicic5n 3.'. Identificando (Zr_l'Zr_2'" ,;Zn)' con 

(X 1 'X2 ••.. ,Xm) se deduce que B(V) puede aproximarse por 

(3.4) 

Puesto que 

(3.5) . 

la funCión 

(3.6) 

B(V) ~ 1 fa F-ícu) du 
a O 

X = X(a) definida por 

X(a) 
a 

donde a = (n-q)/(n-r). 

f: F-1(u) du 

f~ F-1(u) du 

puede tomarse como una aproximación para X. 

Mediante el cambio de variable u = F(t), X puede escribirse como 

f: f(t) t dt 

(3.7) X(a) 1 x = F-1ea). 
a J: fet) t dt 

Sin pérdida de generalidad se ·puede suponer a 2 = 1 de modo que 

(3.8) f et) (211')-1/2 C l/2 exp(-t/2) t ;> O 

F (t) t ;> O • 

donde ~ (t) 

Reemplazando (3.8) en (3.7) y resolviendo las integrales se obtiene 

X (a) = 1 ( 2~ (IX) _, _ .. dI IX exp (-x/2)] donde x = p-l (a) • 
a Vi" 

En la tabla 3.1 se dan los valores de tea) para a 

0,90 ; 0,99. 
0,25 0,50 0,75; 
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IX O 0,25 0,50 0,75 0,90 0,99 1,00 
X(IX) 0,000 0,034 0,10.3 0,368 0,624 0,925 1 ,00 

Tabla 3.1 

La tabla 3.1 muestra que la magnitud de la mejora ficticia de la bondad 
del ajuste es importante aún para valores pequeños de la razón ~ = l-IX = 
= (q-r)/(n-r). Todo el análisis precedente está basado en la hip6tesis 
de que el vector de errores e tiene distribución gaussiana. Es de espe
rar que resultados análogos valgan si se cambia la hipótesis de norma
lidad por una hipótesis más general. Sin embargo el análisis de este c~ 
so es más difícil pues las variables Zk no son ya independientes e ide~ 
ticamente distribuídas, según se deduce de una conocida caracterización 
de la distribución normal (ver Fe11er (1966), pág; 77). 

q. LA VARIABLE U. En esta sección estudiamos A para el caso de la fami
lia P(q). Supondremos que el vector de errores e tiene distribución nor 
mal con parámetros E(e) = O, E(ee') 0 2 l. 

TEOREMA 4.1. La variable U defi~ida por (2.10) puede representarse como: 

(4.1) U mín 
Osssq-r n-s 

n q-s 
[L Zk + L 

k=q+1 k=l 

donde Z(1),Z(2)" .. ,Z(q_r) es el estadístico de orden correspondiente 

a Z r+ 1 ' Z r+ 2' ... ,Z q . 

Demostración. Sea P E P(q), A(P) 

Entonces 

(4.2) 

y por 10 tanto 

(4.3) U ;;;. mín 
s 

n q-s 
L Zk + L Z(k)l 

k=q+1 k=l 

n-s 

Por otra parte el c6njunto de vectores P sobr~ el cual se calcula el mí 
nimo en el segundo miembro de (4.1) es un subconjunto de P(q). Por 10 
tanto 

(4.4) U .;;; min 
s 

1 n q-s 
- [L Zk + L Z (k.) 1 • n-s k=q+1 k=l 

De (4.3) Y (4.4) se sigue la conclusión del teorema. 

COROLARIO 4.1. Si EIX(k) I < ~ , k 1,2, •.. ,·n, entonces 
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.tl(u) .;;; 
1 2 q-s 

mín ñ=S[(n-q)o + ¿ E(Z(k»)J . 
Osssq-r k=1 

DemostI'aaión. La conclusión sigue de inmediato de (4.4). 

Supongamos que el vector de errores e tiene distribución normal con pa

rámetros E(e) = a. E(ee') = 02!, Sin pérdida de generalidad podemos su

poner que 0 2 = 1. Entonces Zk' k = 1.2 •...• n. tiene distribpción X~1) 
cuya función de distribución denotamos por F.Una aproximación conve

niente para la cota del Corolario 4.1 puede obtenerse reemplazando 

n-s 

q-s 
t E(Z(k») por la aproximación, proporcionada por el Teorema 3.1, 

k=1 

que sigue: 

(]-r I(q-s)/(q-r) -1 
~ F (u) du 
n-s O 

Así se obtiene la siguiente estimación K~) de la cota del Corolario 
4.1 

K (ti) inf 

(l-tl) + ti IX F- 1 (u) du 
. O 

x (l-tl) +x¡3 

donde 13 = l-ex (q -r) / (n-r). 

La Tabla 4.1 da los valores de K(¡3) para 13 0.,1; 0.,25; 0.,50.; 0.,75; 1. 

13 1 ,0.0. 0.,75 0.,50. 0.,25 0.,10. 

K (ti) Q'f aa 0.,46 0.,69 0.,86 0.,95 

Tabla 4.1 

A fin de tener alguna información acerca de la proximidad de la función 

K(tI) a la función A = E(U)/02 se ha estimado A por el método Monte Car

Io tomando 10.0. muestras de tamaño n = 40.. Los resultados figuran en la 
Tabla 4.2. 

13 .1 ,0.0. 0.,75 0.,50. 0.,25 0.,0.0. 

A 0.,0.0. 0.,44 0.,67 0.,83 1,0.0. 

Tabla 4.2 

La comparación de las tablas 4.1 y 4.2 muestra que la función K(tI) es 

una buena aproximación para A. 

Del examen de la Tabla 4.1 se concluye que la magni tud de la mej ora He 

ticia de la bondad de ajuste es importante aunque sensiblemente menor 

que en el caso discutido_en Sección 3. 

Es importante hacer notar que las funciones X (ex) y K(tI) dependen de n. 
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r,- q sólo a través de P (q-r)/(n-r) . 

5. APLICACION AL ANALISIS DEL PROBLEMA DE SELECCION DE LA MEJOR ECUACION 
DE REGRESION. 

El problema conocido con el nombre d,e "Selección de la mejor ecuación 
de regres ión" es un problema que admite. más de una solución. El concep
to: mejor eauaaión de rel?resión tiene en general significados diferen
tes, dependiendo del problema en consideraci6n. Por otra parte la intr~ 
ducci6n de dicho concepto constituye en el mejor de los casos una simp1i 
ficación del problema a fin de facilitar su solución. E'l juicio personal 
aplicado 'al análisis del problema en consideración es un ingrediente im
portante en la solución de todo problema de selección de la mejor ecua
ción de regresión. En consecuencia no existe un único procedimiento es
tadístico para, resolver el problema. Entre los procedimientos empleados 
podemos ci tar: 

(1) Elegir la ecuación de regresión que minimiza el estadístico C de 
p 

Mallows (ver Daniel C. (1971), Cap. 6), 

(2) Qlegir la ecuación de regresión que minimiza el error cuadrático me
dio estimado, 

(3) Procedimientos de selección de las variables regresoras basados en 
tests F individuales, 

(4) Selección de las variables regresoras en base al coeficiente de co
. rrelación múltiple R2• 

En la solución de un problema dado, además de la aplicaci6n de alguno 
de los procedimientos arriba descriptos o de algún otro, se tienen en 
cuenta otros factores, pero no es el momento de considerarlos aquí. 

Los procedimientos conocidos con los nombres de: Eliminaci6n progresiva, 
Ampliación progresiva y Regresi6n en etapas, pertenecen a losprocedi
mientos definidos, por (3). 

El coeficiente de correlación múltiple R2 debe emplearse con mucha pre
caución por cuanto R2 no tiene en cuenta el incremento del error cuadrá
tico medio estimado, por pérdida de grados de libertad (ver Draper and 
Smith (1966), pág. 63 Y 118). El método (2) constituye una variante de 
(4) sin ese .defecto. En efecto., si definimos el coeficiente de correla
ción múltiple corregido por grados de libertad por 

(S. 1 ) 1 -
02 

(P) 

(Y. _ Y) 2 
J 

entonces ei procedimiento (2)' consiste en maximizar R2. e 

Los resultados de las secciones 3 y 4 se refieren a procedimientos del 
tipo (2) los cuales, en esta sección serán extendidos a familias P'(q) 
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y Q' (q) que son de uso frecuente en la aplicaci6n de métodos de selec
ci6n de la mejor ecuaci6n de regresi6n. 

En el caso del procedimiento (1) como la mejor ecuaci6n de regresi6n se 

obtiene minimizando e , obviamente se produce también una mejora apare~ 
, p , 

te de la bondad de ajuste de la ecuaci6n 6ptima. El autor tiene en pro-

greso un trabajo al respecto. 

Un análisis cuidadoso del problema específico a resolver por regla gen~ 
ral conducirá a la individualización de un conjunto de variables 

Xl ,X 2 , ... ,Xq que contiene todas las variables relevantes. De manera 

que la hip6tesis de que existe un conjunto de r variables que satisfa

cen el modelo de regresi6n (2.3) es plausible. Más aún, esta hip6tesis 
es con frecuencia asumida explicitamente en el uso de los métodos de se 

lección de la mejor ecuaci6n de regresi6n. (ver Daniel C. (1971), pág. 
83) . 

Las familias de ecuaciones de regresión definidas por P(q) y Q(q), den

tro de las cuales se busca la ecuación de ,regresi6n óptima,no son fami

lias empleadas en la aplicación práctica de los 'métodos de selecci6n de 
la mejor ecuaci6n de regresi6n y su elecci6n ha sido una cuestión de con 
veniencia. Sin embargo, los resultados obtenidos en las secciones 3 y 4 

son esencialmente vá:).idos para familias empleadas en la práctica y que 
definimos en 10 que sigue. 

La situaci6n que se presenta con mayor frecuencia es aquélla en la cual 

después de un análisis cuidadoso del problema se ha determinado un con

junto de q variables potencialmente importantes: Xl 'X 2 •... ,Xq , y la fa-

milia en consideraci6n consiste de todas las ecuaciones de regresi6n 
que se pueden construir usando un número cualquiera de estas variables, 

con la condici6n de que todas contengan un término constante" que escri 

biremos en la forma ~l Xl con Xl = 1. Esta familia será denotada por 

P' (q). Luego, 

(5.2) P' (q) { (p 1 ' P 2 ' ••• , p s) ': 1 =p 1 < p 2 < ... < p s ,¡;; q} . 

Otra situación que puede presentarse en la práctica es aquélla en la 

cual se tiene un conjunto de n variables potencialmente importantes 

Xl 'X 2 ' .. "Xn ' dentro de las cuales se desea elegir ia mejor ecuaci6n de 

regresión con las restricciones de que Xl esté siempre presente y no se 
usen más de q variables, q < n. Denotaremos a esta familia por Q' (q). 

Luego 

(5.3) 

Obviamente se tiene p(q) e p'(q) y Q(q) e Q'(q). Por 10 tanto si X' se 

define por 

{S.4) X' 1 ' E {mín ~2(p)} 
a 2 p 
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donde P varía en P'(q) o en Q'(q), según sea el caso en consideraci6n, 
se tiene 

Puesto que P E PI (q)-P(q) (o P E Q' (q)-Q(q)) implica que se ha omitido 
"'2 por 10 menos una variable relevante, u(P) será una variable (estricta-

"'2 mente) estocásticamente mayor que u(Q) para todoQ E P(q) (o Q E Q(q)). 

De aquí se deduce que en general el número A debe ser una buena aproxi
maci6~ (por exceso) para A'. En consecuencia los resultados de las sec
ciones 3 y 4 son válidos para el análisis del procedimiento de elecci6n 
de la 'ecuaci6n, de regresi6n 6ptima sobre las familias PI (q) y Q I (q) . 

La mejora aparente para estos casos es mayor que la que muestran las ta 
bIas 3.1 y 4.1. Aún en aquellos casos en qu'e A no sea una buena aproxi 
maci6n par~ A', los resultados de las secciones 3 y 4 son útiles pues 
proporcionan cotas para el mínimo de la mejora ficticia, es decir, la 
mejora ficticia es por 10 menos de la magnitud de dichas cotas. 

Debe tenerse presente que todo el análisis precedente es válido bajo el 
supuesto de que el vector (Y l ,Y 2 , ... ,Yn)' tiene distribuci6n normal y 

las columnas de X(n) forman un conjunto de n vectores ortonormales. En 

el caso de la familia P'(q) el supuesto de ortonormalidad es requerido 

para las primeras q columnas de X( )' Las variables X l""'X no son 
n q+ n 

regresores sino que representan una partici6n ortogonal, de la suma de 
cuadrados residual correspondiente al modelo que incluye las variables 

Xl ,X 2""'Xq ' 

6. AGRADECIMIENTOS. El autor desea expresar su agradecimiento a la Lic. 
Zulema Cardozo quien ha realizado la simulaci6n cuyo resultado se inclu 

ye en la Secci6n 4. 



48 

REFERENCIAS 

[1] ANDERSON T. w. (1962), Thec.ho.ú.e 06 the degtr..ee 06 a poiynom.i.ai 
tr..egtr..e4.i.on a4 a muit.i.pie dec..i.4.i.on ptr..obiem, Ann. Math. Statist., 
Vol, 33 p. 255-265. 

[2] DRAPER N. R. and SMITH H. (1966), Appi.i.ed tr..egtr..e4.i.on anaiY4.i.4, 
John Wiley and Sonso 

{3] FELLER W. (1966), An .i.nttr..oduc.t.i.on to Ptr..obab.i.i.i.ty Th~otr..y and .i.t6 
appi.i.c.at.i.on4, Vol. 11, John Wiley and Sonso 

[4] GORMAN J. W. and TOMAN R. L. (1966), Seie'C.t.i.on 06 vatr...i.a.bie4 601r.. 
6.i.tt.i.ng equat.i.on4 to data, Technometrics Vol. 8, p. 27-51. 

[5] SCHEFFE H. (1959), The andiy.6.i.4 06 va.tr...i.anc.e, John Wiley and Sonso 

[61 BICKEL P. (1967), Sorne c.onttr...i.but.i.on4 to the :theotr..y 06 otr..detr.. 4tat.i.4 
t.i.c.4, Fifth Berkeley Symposium, p. 575-591. 

[7] DANIEL C. and WOOD F. (1971), F.i.tt.i.ng Equat.i.on4 to Vatd. Wiley
Interscience. 

Rec~bido en julio de 1977. 
Versión final diciembre de 1977. 

Instituto de Matemitica 
Facultad de C. Exactas y Tec. 
Universidad Nacional de Tucumán 
(4000) San Miguel de Tucumin 
Argentina. 


