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ABSTRACT. It is well known that every convex compact set of R"™ can be
approximated, in the sense of Hausdorff-Blaschke, by members of two
particular families, that of convex polytopes, and that of smooth and
rotund convex bodies. The aim of this note is to generalize those re-
sults to compact starshaped sets of R",

1. INTRODUCCION Y DEFINICIONES BASICAS.

Una técnica de uso general en la teoria de conjuntos convexos de di-
mensién finita es la aproximacién de un convexo compacto por miembros
de una familia particular, densa en la métrica de Hausdorff-Blaschke.
De tal forma, resultados fdciles de obtener para los miembros de di-
cha familia pueden ser extendidos '"por continuidad" para cualquier
convexo compacto. Esta técnica se aplica usando como familia especial
la de los politopos cohvexos, que tienen una estructura facial senci-
lla, o bien la familia de los 'convexos regulares'", es decir convexos
compactos, suaves y rotundos. Estos dltimos conjuntos tienen la par-
ticularidad de que la correspondencia (hiperplano de apoyo) «> (punto
frontera) es biyectiva. Para los correspondientes teoremas de densidad
nos remitimos a los textos generales de Convexidad, por ejemplo [ 2],
[8] 6 [91.

En esta nota trataremos de generalizar tales resultados sustituyendo
la convexidad del conjunto a aproximar por la condicién de ser estre-
llado. Por supuesto, las familias aproximantes serdn "politopos estre-
llados" y "estrellados suaves'", respectivamente. La primera de estas
generalizaciones habia sido enunciada en [ 5] para R3, aunque no se da-
ba allf ninguna demostracidn. Un esbozo de demostracidén para el caso
de politopos estrellados aparece en el pardgrafo V.4 de [8].

Sea A C Rn; X e y dos puntos de A. Dirémos que x ve a y via A si el
segmento [x;y] estd inclufdo en A. La estrella de x en A es el conjun-
to st(x;A) de todos los puntos de A que ven a x via A. Diremos que X
es un punto radiante de A si st(x;A) = A, es decir si x ve a todo A.
El mirador de A es el conjunto mir A de todos los puntos radiantes de
A. Diremos que A es estrellado si mir A # §, es decir, si A tiene al
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-menos un punto radiante.

Una componente convexa de A.es un subconjunto convexo maximal.Diremos
que una familia de éomponentes convexas de A es cobertora si la unién
de dicha familia es A. Es conocido que mir A es la interseccién de
cualquier familia cobertora de componentes convexas de A. La primera
demostracién de este resultado es el lema que precede al teorema 2 de
[6]. Un conjunto estrellado es simple si admite una familia cobertora
finita de componentes convexas. Un politopo estrellado es un conjunto
estrellado simple cuya familia cobertora finita estd integrada por po
litopos convexos. En otras palabras, un politopo estrellado es la
unién de una familia finita de politopos convexos, cuya interseccién
sea no vacia.

Indicaremos con &n a la familia de todos los conjuntos estrellados
compactos de R™ que tengan al origen de coordenadas 6 como punto inte
rior de su mirador. Entonces, si A € &n cualquier semirrecta que par-
ta del origen intersecari a A en un segmento cerrado. Si denotamos
con S la superficie esférica unitaria, podemos definir la funcién ra-
dial de A como la funcién pA:S - R tal que pA(x) es la 1ongitu& de
la interseccién de A con la semirrecta que parte de § y pasa por Xx.
Diremos que el conjunto estrellado A es suave si su funcién radial es
diferenciable. Cuando tratemos convergencia de funciones continuas em
plearemos la llamada "norma del supremo'" o 'norma de la convergencia
uniforme'" definida asi:

I£] = sup (1£(x)1| x € D}

donde D representa el dominio de f. En particular, si dicho dominio es
compacto, como en el caso de las funciones radiales, corresponde tomar
miximo en lugar de supremo.

El entorno de radio ¢ del conjunto A es el conjunto
B(A;e) = {x| existe y € A con d(x,y) < e}

Si C y D son conjuntos compactos de R™, 1a distancia de Hausdorff en-
tre C y D es el ntmero

d(C,D) = inf {e > 0 |D C-B(C;e) y C c B(D;e)}

Es bien conocido que la familia de los conjuntos compactos de R® con
la distancia de Hausdorff forma un espacio métrico que goza de la pro-
piedad de Borel-Lebesgue. Mds atn, la subfamilia de los convexos com-
pactos es cerrada en este espacio (Blaschke). Recientemente, Hirose
[4] ha demostrado que lo mismo vale para la subfamilia de los estrella
dos compactos. '

2. APROXIMACION POR POLITOPOS ESTRELLADOS.

Comenzaremos demostrando dos lemas que aclaran los conceptos de '"poli-
topo estrellado" y "estrellado simple" respectivamente.
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LEMA 2.1.: Sea P un polftopo estrellado en R". Entonces mir P y conv P
son politopos convexos.

Demostracidén. Sea {Ki| i=1,2,...,j} una familia cobertora de compo-

nentes convexas de P constituida por politopos convexos. Entonces

mir P = % Ki es un politopo convexo. Por otra parte, sea Ei = ex Ki
i=1 :

el conjunto de puntos extremales de K., y sea E la unién de los j con-

juntos Ei’ Es claro que E es un conjunto finito, y que ademis conv P =

= conv E. Luego conv P es un politopo convexo.

LEMA 2.2. Sea L un conjunto estrellado y cerrado en R®. Entonces exis-
te una.sucesién {Ly | k € N} de estrellados simples Yy cerrados que con
verge a L en la métrica de Hausdorff. Mds aun, Lk converge a L en forma
mondtona creciente, mientras que mir Lk converge a mir L en forma mo-
nétona decreciente. -

Demostracidén. Sea A = {al; a,; a3 ...} un subconjunto numerable y den

so en L. Para cada k € N sea Kk una componente convexa de L qué conten

ga al punto a, . Una aplicacién rutinaria del lema de Zorn asegura ‘la

existencia de dicha componente convexa. Entonces definamos

‘ k P s - . '

Lk = U Ki' Es facil verificar que la sucesién {Lk | k € N} cumple
i=1

todas las conclusiones del lema.

Veamos ahora la posibilidad de aproximar estrellados simples por poli-
topos estrellados.

LEMA 2.3. Sea L un conjunto estrellado simple y compaéto en R Yy sea
e > 0. Entonces existe un polftopo estrellado P que verifica
P cCcL c B(P;e).

Demostracidn. Sea {K; | i =1; 2; ...; j} una familia cobertora fini-
ta de componentes convexas de L. Por un bien conocido teorema de apro-
ximacién (ver, por ejemplo, el teorema 12.3 de [9], o bien el teorema
V.1.6 de [8]) para cada i existe un politopq convexo Pi tal que

Pi C Ki C B(Pi;e). Entonces, si definimos a P como-la unién de estos j

politopos, resulta que tal P satisface la tesis.

TEOREMA 2.4. Sea L un conjunto estrellado compacto en Rn, Yy sea e > 0.
Existe un polftopo estrellado P tal que P C L C B(P;e).

Demostracidén. Por el lema 2.2, existe Léestrellado simple y compacto
tal que Lo cCLC B(Lo;e/z). Pero entonces, por el lema 2.3 existe un
politopo estrellado P tal que P C Lo C B(P;e/2). De ambas aproximacio-
nes, y gracias a propiedades elementales de la métrica de Hausdorff
(ver, por ejemplo, el lema Y.1.] de 1 8]), resulta:
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PcL CLC B(LO;E/Z) C B(B(P;e/2);e/2) = B(P;e)

En el caso especial en que mir L tuviera interior no vacio es posible
mejorar el teorema anterior para obtener simultdneamente aproximacio-
nes de L "desde adentro" 'y "desde afuera'" por politopos estrellados
homotéticos. :

TEOREMA 2.5. Sea L € &, y v > 1. Entonces existe un politopo estrella
do P tal que P C L C yP , donde YP es la <magen de P por una homote-

cia de razdn 7.

Demostracidn. Sea a > 0 tal que B(0;x) C mir L. Elegimos e tal que

0 < < a(y-1). Por el teorema 2.4 existe un politopo estrellado P
tal que P C L C B(P;e). Si definimos 7P = {yx | x € P} es féacil veri-
ficar, siguiendo las lineas del teorema 12.4 de [9], o bien del teore
ma V.1.9 de [8], que vale B(P,e) C vP. Es claro que 7P es un pdlitopo
estrellado, y que 0 € mir 7P.

3. APROXIMACION POR ESTRELLADOS SUAVES.

La necesidad de aproximacién de estrellados por politopos se justifica
facilmente, ya que es claro que para estos Gltimos resulta mis senci-
1lo introducir conceptos métricos como volumen, superficie, etc.

No es tan inmediato entender la necesidad de teoremas de aproximacién
por conjuntos estrellados suaves. Sin embargo, la geometria de conjun
tos estrellados emplea frecuentemente conceptos locales, en particular
1a diferenciabilidad de su frontera. Por ejemplo, en [3] se obtiene
una descripcién dcl mirador de un conjunto estrellado plano cuya fron-
tera sea diferenciable, a partir de sus puntos de inflexidn, es decir
de aquellos puntos en que la curvatura de la frontera cambia de senti-
do. En [7] se utiliza la suavidad de una figura estrellada para resol-
ver 'un problema extremal sobre su perimetro.

Es bien conocido que si A € & su funcién radial es lipschitziana. En
[6] se calcula la constante de Lipschitz 6ptima para las funciones ra-
diales de los conjuntos de & contenidos en la bola B1 y tales que su
mirador contiene otra bola concéntrica B,. Reciprocamente, toda fun-
cién lipschitziana f: S —> R" da origen a un estrellado de & , como

veremos en el lema siguiente.

LEMA 3.1. Sean A y A2 elementos de 8n con funciones radiales P, y P,
respectivamente. Entonees\d(Al,Az) < le—pzﬂ.

Demostracidn. Para cada x € S sea X, = pl(x).x; X, = pz(x).x. Entonces,

por la definicién de funcidén radial resulta que
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Ap s U L05x)] P Ay = U L0:ix,]
,» t #0 y denote-

mos con I1 la interseccién de A1 con la semirrecta que sale del origen
y pasa por t. Andlogamente I2 serd la interseccidn de A, con dicha se-
mirrecta. La diferencia entre estos dos intervalos serd un segmento de
longitud menor o igual a «, Entonces existe t' € A2 tal que d(t,t') <
< a. Como esto vale para todo t € A1 resulta A1 C B(Az;a). Andlogamen

te A2 C B(Al;a). Por lo tanto, d(Al’AZ) < a,

Supongamos entonces que le - péﬂ =a , yseate€A

TEOREMA 3.2. Para todo A e 8n existe una sucesidén de estrellados sua-
ves {Aj|j € N} que converge a A en la métrica de Hausdorff.

Demostracién. Sea p la funcién radial de A. Entonces, por el clésico
teorema de aproximacién de Weierstrass en R" (ver, por ejemplo,[ 1] te
orema 7.4.1) existe una sucesién {pjlj € N} de polinomios en n varia-
bles, tales que 1lim lp - ij = 0. Para cada j. € N sea A. el conjunto
estrellado suave que tiene a pj como funcién radial y que se constru-
ye de la manera indicada en el lema anterior. Entonces resulta, preci-
samente por el lema 3.1., lim d(A,Aj) = 0.
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