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INTRODUCCION. El modelo de crecimiento de von Neumann [9], en el cual 
se estudia la existencia de factores y equilibrio de expansi6n en una 
economía cerrada, o de una sola economía, ha sido en los últimos años 
la base de muchos estudios y publicaciones. Primeramente Kemeny -
Morgenstern y Thompson en [4] han removido una condici6n· no deseable 
del punto de vista econ6mico. Posteriormente muchos autores han exten
dido el modelo primitivo de von Neumann, por ejemplo Thompson 1111 y 
Gale [3] . 

Muy recientemente se han publicado un considerable número de trabajos 
en esta área de la economía matemática, por ejemplo r 1] • En tal publi
caci6n hay un trabajo de Morgenstern y Thompson [8], el cual es una 
continuaci6n de varios otros estudios [6·] Y [7], realizados por los 
mismos autores incluyendo consumo privado y público, sobre todo para ~ 
conomlas abiertas. Aquí se considera la existencia de un mercado inter 
nacional. 

Nosotros en el presente trabajo generalizaremos el modelo de crecimien 
to de von Neumann para un número arbitrario de economías, sin que haga 
falta la existencia de un mercado internacional. El comercio se consi
dera entre todas las respecti~as naciones entre sí. Esto resulta más 
natural desde el punto de vista econ6mico. 

Se mostrará que la existencia de un equilibrio de expansi6n es equiva
lente a la existencia de un punto de equiHbrio de un juego con funci~ 
nes de pago racionales, el cual está estrechamente ligado al modelo e
con6mico. Ahora, bien, la existe~cia de un punto de equilibrio de un 
juego con funciones racionales ha sido ya investigada por el autor en 
[ 5] . 

Aquí en la primera parte del trabajo presentaremos otra demostraci6n 
de tal existencia. En la segunda parte expondremos como hemos mencion!!. 
do anteriormente el modelo deexpansi6n para un número arbitrario de ~ 
conomías. 



86 

1 .. PUNTOS DE EQUILIBR~C PARA JUEGDS CON FUNCIONES DE PAGO RACIONALES. 

En este parágrafo. introduciremos juegos con funciones de pago raciona 
~es y estudiaremos la existencia' de sus puntos de equilibrio. Este es
tudio servirá de base para la generalizaci6n del modelo de crecimiento 
de von Neumann para un número arbitrario de economías o países. 

Dado un juego n-personal r =' {~i' Fi ; i E N} donde N = {l ••••• n} es el 

conjunto de jugadores. ~i sus conjuntos de estrategias no vacías. Sus 

funciones de pago son Fi' Diremos que r es un juego racional si las 

funciones de pago Fi son de la forma Gi/Hi con Hi>o.Dado un tal juego 

racional r. diremos que un punto (Ul ••••• un) E X 
je:N 

~. es punto de. equi
J 

librio de r. si se cumple: 

Gi(Ul·····un) G.(ul.···.u. l'u . • u·+l •. ··.u ) ;;;. l.. . l.- l. l. n 

Hi (u l'" . • u i~l'u i .u i +l •••• • u n) 

para todo i E N Y todo u i E ~i' 

Ahora introduciremos el teorema principal sobre la exis,tencia de pun
tos de equilibrio para juegos racionales. el cual ya ha sido consider~ 
do por el autor en el trabajo [SI. Aquí presentaremos el mismo result~ 
do pero con una demostraci6n distinta. 

TEOREMA 1. Todo juego raaional r ={~i' G/Hi' i E N} donde los ~i son 

aompaatos y aonve:r:os en un espaaio eualidiano. aon funaiones aontinuas 

Gi aónaavas y Hi aonve:r:as en Ui E ~i para aada 

(U1 •...• Ui_l.Ui+l •...• un) E 

equi librio. 

Demostraai6n. Sin pérdida de 
i E N : F. = G/Hi ;;;. h i > O. l. 
las funciones de pago. no se 

X ~. respeativamente. tiene un punto de 
j;!i l. 

generalidad. podemos considerar que para 
ya que sumando una constante positiva a 

altera el conjunto de puntos de equilib.rio. 

Dado (ul •...• u. ,u. l •••.• u ) y un número real c> O. sea l.-1 l.+ n , 

LeC )_ .GiCul·····ui_l·ui·ui+l·····un) 
i u1·····ui_1·ui+1·····un -,{Uie:~i'H ( ) 

i u1·····ui_1·ui·ui+1·····un 
;;;. c} 

Este conjunto para cada c es convexo y cerrado por ser G. c6ncava y H. l. l. 
convexa en Ui E ~i respectivamente y ambas continuas. 

Definamos para cada (u l" ••• u i_l' u i+1" ••• u n) y cada i E N el conjunto: 
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1/1 í (o l' .•• ,o i-l ,o i+l" •• ,o n) 

max F . (o 1 ' ••• ,o. 1,1"·, o . + 1 ' ••• ,o )} 
,,1 1- 1 1 n. 

l,;ie<Oi 

el cual es no vacío, convexo y cerrado, ya que los L~ 10 son. Entonces 
1 

el conjunto 

I/I(OI,···,on) 

determina una funci6n multivaluada 1/1: X 
ieN 

l:. _ 
1 

X 
iEN 

l:. 
1 

l:. 
1 

tal que cada 

imagen es no vacía, convexa y cerrada. Además el gráfico de 1/1 es cerra 
do por ser las funciones de pago continuas. Por 10 tanto el teorema de 

puntos fijos de Kakutani asegura la existencia de un punto fijo: 
a E 1/1 (a). Un tal punto es un punto de equilibrio del juego r. (CQD). 

Dado un juego racional finito r = {l:i' Ai/Bi; i E N} con Bi > O, donde 

el número de estrategias Il:. I para cada jugador es finito, podemos de-_ 1 

finir su extensión r = {~., D./E., i E N} donde ~. es el conjunto de 
1 1 1 1 

todas las probabilidades definidas sobre l:i . Di Y Ei son las esperan

zas matemáticas de Ai y Bi respectivamente. 

Por 10 tanto la extensi6n r es un juego racional. Entonces del Teorema 
anterior se obtiene inmediatamente el siguiente resultado: 

COROLARIO 2. La extensi6n r 
finito r = {l:1.' A./B.; i E N}, donde B1. > O. posee un punto de equili-

1 1· 

brio. 

Demostración. Como las funciones Di y Eison multilineales y Ei > O, 
entonces aplicando el Teorema anterior al juego r, el resultado resul

ta claro. (CQD). 

Queremos mencionar que un punto de equilibrio de un juego racional 

r = {l:i' Gi/Hi ; i E N} es un punto 0= (al"" ,Ün) tal que cumple sí y 
s6lo si: 

donde 

con 

max 0 r (o ,a) 
OExEi 

iEN 

H i (1") G i (1" 1 ' •.. ,1" i -1 ,o i ,1" i +1 ' ••• ,1" n) 

- Gi (n Hi (1" 1" •• ,1" i-l ,oi ,1"1+1"" ,1" n) 
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Es.te resu¡¡¡tadopued~ verse en la demostracf6n de la existencia de pun
tos de equilibrio dada por el autor [5] . 

Usando estos resultados; tenemos que 

PROPOSICION 3. Dados Zas juegos raaionaZes 

r = {E i , Gi/Hi; i E N}, r* = (Ei ; Gi/CHi±G i ); i E N} 

bajo Zas aondiaiones H. > O,H. ± G. > O, poseen Zas mismos puntos de 
1 1 1 

equiZ~~rio. 

Demostraaión. Nos hace falta ver que 0 r = 0~. Consideremos 

. r* 
J. = [H.Cn±G.cn]G.c~l'···'~· 1.o.'~.+1'''''~ ) -

1 1 1 1 .1- 1 1 ·n 

- G. cn [ H. G 1 ' ... ,~. l' o . ,~ . + 1 ' . . .• ~ ) ± G . c~ 1 ••..• ~. l' o .• ~ . + l' .•.• ~ )] 1 1 1- 1 1 n 1 1- l' 1 n 

y simplificando tenemos 

J~*co .• n = H.CnG.c~l'''·'~· l·o .• ~. 1""'~ ) -
1 1 1 1. 1- 1 1+ n 

G.cnH.c~l'····~· 1.o·'~.+1'···'~ ) 1 1 1- 1 1 n 

Por io tanto 0 = 0* CCQD). 
r r 

,Queremos hacer notar que este mismo resultado vale también si sola
mente para algunos k se tiene G./H. ± G. como funci6n de pago. 

1 1. 1 

2. GENERALIZACION DEL MOOELO DE CRECIMIENTO .DE VON NEUMANN. 

Nosotros al generalizar el famoso modelo de expansi6n econ6mica de von 

Neumann, supondremos que el lector conozca tal modelo. Como referencias 
para este modelo damos los excelentes libros de Burger [2] y el de Ni
kaido [10]. 

Ahora presentaremos una tal generalizaci6n. Sea K = {l, ...• m} el con~ 
junto de naciones o economías, las cuales, sin perder generalidad asú
mimos que poseen un número igual de procesos o actividades econ6micas 
I {1, ... ,n}. Además se tiene el conjunto total de bienes de consumo 

J {l, ... ,q}. 

Los insumos del bien j que vienen del país k del proceso i E I al país 

! está determinado por la matriz n x m: AklCi,j). Todas estas matrices 

son non-negativas. Similarmente Bk!Ci,j) ~ O es el producto del país k 

que va al país ! del proceso i del bien j. Llamaremos a las matrices 

Ak! Bk! . d t· y , lnsumo y pro uctos respec lvamente. 

Como es usual, adoptaremos la normalizaci6n de las intensidades, es de

cir que para el país k: xk = Cx~, ... ,x~) está en el simplex unitario, ° 
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sea 1} 

Similarmente, el vector precio para la nación k será pk 

el cual es normalizado. 

k . k 
(p l' ..• ,p q) , 

Si cada nación k opera con la intensidad xk entonces x~ A~k(i,j) re
l. 

presenta el porcentaje del proceso i de la nación ~ qué va a la nación 

k del bien j. Luego 

representa el total del insumo o demanda sobre todas las naciones y 

bienes. Por 10 tanto si Qk es el coeficiente de expansión, la cantidad 

es la oferta total de 10 exportado e interno en la nación k, 10 cual 

debe cubrir por 10 menos la demanda para la próxima etapa. De aquí, te 

nemas una primera desigualdad de las cantidades 

(1) 

para cada j y cada k. Esto tiene en cuenta el balance de cantidades i~ 
ternas, de importa.ción y externas. 

Para considerar la parte financiera se tiene que 

es el precio total del producto interno y exportado del proceso i en 

la naci6n k. Por otro lado 

es el precio pagado por el proceso i por la nación k. Luego si fl k es 

el factor de interés en la naci6n k, se tiene que tener, por un análo
go argumento que en el modelo de van Neumann 

para todo proceso i y naci6n k, donde E > O es pequeño. La introduc
ción del E es debido a cuestiones técnicas las cuales resultarán cla

ras más adelante. 

En el precedente modelo, con matrices insumo Ak~ ;;;. O Y de producto 

Bkl ;;;. O, un E-equilibrio de expansi6n consiste por los vectores xk,pk, 
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-, 
O < Tfk k -E K Y coeficientes O < IX k < 00 , < 00 los cuales cumplen 

n -k m 
Bk!Ci,j) 

n m 
-! A!k C .) IX) I x. I ;;. ak I I x j 1,J para todo j y cada k. 

i=1 1 !=I i=1 !=1 

q m 
Bk!Ci,j) 

q m 
-l. A!k C .) 13) I -k I .;;; Pk C I I + e:) 

j=1 
Pj 

!=I j=1 !=I 
Pj 1,J 

-k n -k m 
Bk!Ci,j) 

n m 
-! A!k C .) 'Y) Pj O si I x. I >a- I I 

i=1 1 !=1 k i=1 !=I 
xi .1,J 

-k 
q 

-k m 
Bk!Ci,j) < Tfk 

q m 
-! A!k C .) 05 ) x. O si I Pj I C I I + e:) 

1 j=1 !=I j=l !=1 
P j 1,J 

La tercera condici6n expresa el hecho que si la producci6n de un bien 
excede al consumo, entonces su correspondiente precio es cero. Ana10g~ 

mente para la última desigualdad, si un bien no es ganancial entonces 
-k x. = O. 

1 

Ahora veremos como un tal modelo de expansión y ~us e:-equi1ibrios po

seen una vinculación íntima con los juegos racionales entre n personas. 
Con tal _motivo sea X el simp1ex unitario para los x y P el simp1ex uni

tario para los precios p. 

Definamos las siguientes funciones 

-le C 1 m k) N x, ... ,x,p \' \' T ! k A!k C· .) 
¿ ¿ ¿ x.¡ PJ. 1, J 
i j! • 

y finalmente 

k C k 1 m) \\ X ,p , ... ,p k C k 1 m) O x,p ,._ •. ,p + e:. 

Teniendo estas funciones, introduciremos un juego racional ficticio de 
2 m personas: 

r = {P, ... ,P,X, ... X; _M I / 1 I,· .. ,-Mm / ;M I / I 1, ... ,Mm / } 
e: N +M Nm+Mm o +M Om+Mm 

e: e: 

el cual está definido si se cumple la condición 

m 
a) ¿ 

!=I 

para todos !, k, i, Y j. 

Con una tal condici6n todos los denominadores son positivos. La última 
condici6n es una generalización de la condición a .. + b .. > O en el mo 

1J 1J 
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delo de von Neumann. Como es sabido tal.condici6n ha sido cambiada por 
otra. por ejemplo por Kemeny-Morgenstern y Thompson en [6]. Thompson 
[ 111. Gale en [3] • y otros • Pero por brevedad y simplicidad. nosot.ros 
usaremos la condici6n ya mencionada. 

Por otro lado. es claro que cada proceso consuma algún bienj es decir: 
para cada k hay un .t tal que para cada i hay un j: A.tk(i.j) > O. Condi
ci6n que llamaremos b). Finalmente cada bien es producido por algún pr~ 

ceso:para cada k y j hay un i y un .t tal que Bk.t(i.j) > O. la cual de
signamos como condición c). 

Ahora introduciremos el resultado principal de este trabajo. 

TEOREMA 4. Dado eZ modeZo de expansión aumpZiéndose Zas aondiaiones a-

-k -k - 7r 
diaidnaZes a). b). y c). entonaes x • p • O < a k < ~ • O < P k < ~ es 

-1 -m -1 -m 
un E-equiZibrio de expansión si ysóZo si (x ••••• x .p •...• P ) es un 

punto de equiZibrio deZ juego asoaiado rE' aon 

- k -1 -m -k k(-k -k) a k N (x ••••• x .P ) = M x .P 

y 

Q k -k -1 -m k -k -k Pk 0E(X .p •.••• P ) = M (x .P ). 

Demostraaión. Tomemos la desigualdad a) que multiplicaremos por P~ y 
sumamos sobre j. De aquí 

k -k k - k -1 -ID . k 
M (x .P ) ~ a k N (x ••••• x .P ). 

En virtud de ~). k -k para p = p tenemos una igualdad. Llamemos 

c'onsecuentemente O <:rk < 1. Reemplazando en la desigualdad anterior 
este coeficiente y multiplicando la correspondiente ecuación. se tiene 

la cual está bien definida por la propiedad a) que asegura que .el den~ 
minador es siempre positivo. De nuevo, en virtud de la condici6n ~). 
se tiene 

-MkCxk,pk) .;;;. -Mk(x-k,pk) 
k (1 -'111. k k k k) k -1 -m -k k -k -k ~ k 

N x •••• ,x ,p )+M (x .P N (x- .... ,x .P )+M(x .P ) 

Analogamente teniendo en cuenta las desigualdades fj). c5) ya). se ob
tiene 
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3""_k Pk ; Y O < 0k < 1. Por 10 tanto un E-equilibrio de expan-
1-li k 

donde 

sión es un punto de equilibrio de rE' 

-1' -m -1 -m Inversamente, sea (x , ... ,x ,p , .•. ,p ) un punto de equilibrio del ju~ 

go rE' cuyas funciones de pago son no negativas con denominador positi

vo, debido a la condición a). Un tal punto de equilibrio existe por el 

teorema 1, ya que nuestras funciones son multilineales y suma de ellas 

son también multilineales. Entonces, por una parte tenemos 

Llamando ~k al segundo término multiplicado por menos uno, se tiene 

k para· todo p . 

Mk(:xk ,pk) 
-.--.-----~~~~--~--~-.- ~ ~k 
Nk(-1 -m k) Mk(-xk,pk) x , ... ,x ,p + 

Queremos ver que O < ~k < 1. Claramente O ~ ~k ~ 1. Si fuese ~k en 
tonces de la última desigualdad, tendríamos 

k -1 ~ N (x , ... ,x , 

para todo pk. Por 10 tanto 

para cada j. Sea :x~ > O donde I es el de la condición b) entonces por i _ 

ella existe un ] tal que Alk(í,]) > O. De aquí 

-l liZ - - ~ \' -l lk O < x~ A (i,j) ~ ¿ ¿ x. A (i,j) 
~ i l ~ 

10 que es absurdo. 

Queremos ver que ~k # O. Para ello consideramos las otras desigualdades 

del punto de equilibrio de rE que están dadas por: 

~(~,~) ~(~,~) 
-.~~~--~~~~~~~~ ~ °k k k -1 -m k k -k k ':"'k -1 -m k -k -k 0E(X ,p ,oo.,p) + M (x ,p) 0E(X ,p ,oo.,p) +M (x ,p) 

Inmediatamente se ve que O ~ 0k ~ 1. Es claro que 0k # O, ya que si 

r k k-k k fuera 0k = O entonces M (x ,p ) ~ O para cada x.' Pero similarmente co 

mo en el caso ~k # 1 la condición c) prohibe esto. En consecuencia 
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0.< 6k . Ahora tenemos que 

k(-1 . -m -k k k-k N x •...• x .p ) + M (i ,p ) 

y si 1k = O entonces Mk(ik.pk) = O. Pero si vale esto altimo tendría
mos 0k = O. 10 cual es imposible. Entonces 1k > O. 

Supongamos ahora que 0k = 1 entonces 

k( k -1 -m DE x .P , •••• P ) .;;; O 

10 cual es imposible porque 

k k -1 -m DE(x .P •...• P ) ~ E > O. 

Entonces O < 6k < 1 Y por 10 tanto 

k k -k ~ k( k -1 -m) M (x .P ) .;;; ~k DE x .p .···.P 

donde 

De aquí se tiene 

para cada iy k, 10 cual es P). El cumplimiento de 6) es claro. Si no 
fuese cierto. entonces tampoco (*) no sería cierto. 

Finalmente. como se tiene O < ak °k ---- < ~ • entonces (*) se puede es 
l-ok 

cribir de la siguiente forma: 

k -k k - Nk (-1 -m k) M (x .P ) ~ a k x, ••• ,x ,p 

para todo k y pk. Y de aquí 

para todo j y k. 10 cual es a). La condición 1) se obtiene análogamente 
como 6). 

De aquí un punto de equilibrio es un E-equilibrio de expansión. (CQD). 

Es interesante notar que para cada E, uno posee un E-equilibrio de ex
pansión o un punto de equilibrio del juego asociado rE' Uno está tenta
do de hacer E -+ O, pero en tal caso aparecerá por 10 menos un punto de 
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