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O. INTRODUCCION. 
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Es un hecho conocido que la teoria de las algebras de Banach conmutati
vas permite "algebrizar" el problema de la caracterizaci6n de las com

pactificaciones de un espacio completamenteregular X (ver [3] Algebres 
de Banach Commutatives 8.1). 

El objeto de. esta nota es mostrar un desarrollo analogo para la teoria 
de las C~-algebras (expuesta en [1]) y las compactificaciones diferen
ciables de una variedad X (definiciones en §3). 

1. INMERSIONES, SUMERSIONES, SEPARACION. 

En 10 que sigue convendremos en llamar variedad a una variedad C~ para
compacta (sin· borde) de dimensi6n finita. 

Las algebras que consideraremos son las C~-algebras, es decir, las que 

son isomorfas a C~(xj para alguna variedad X. Una caracterizaci6n de e
llas.se encuentra en [1], §8. De alli conviene tener presente el resul
tado siguiente: 

!fA es una C~-algebra si y solamente si 

a) A es un algebra de Frechet m-convexa formalmente real 

b) A es fuertemente regular 

c) O(A) es un A-m6dulo proyectivo 

d) la diagonal I::;. es un ideal de A 0 A de tipo fini to y 1::;.2 es cerra
do 

e) A es topo16gicamente finitamente generada 

f) para cada h E X(A) ~e verifica A+ n M(h) c M(h)2 

g) A es diferenciablemente completa." 

(Para la notaci6n y definiciones generales, ver [1]). 

(*) E1 primero de los auto res conto con e1 apoyo de una beca del 
CONlCET. 
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Sea f: A -+,B un morfismo de C~-algebras. Para cada hE X(B) definimos 
f*(h) = hf E X(A). Obtenemos as! una aplicaci6n f*: X(B) -+ X(A). En 
[ 11, §8 se prueba que f* es diferenciable; mas precisamente, la aplica
ci6n lineal tangente de f* en el punto h E X(B) se obtiene como sigue: 

A 

si M(f*(h)) = ~a E A: ;(f*(h)) = O} = (a E A: f(a)(h) = O} Y 

M(h) = {b E B: £(h) = O} 
entonces f(M(f*(h)))CM(h) y f(M(f*(h))2) C M(h)2 ; si definimos 

fh = f 1M (f* (h)): M (f* (h)) -+ M (h), por 10 ante.rior queda bien definida 

una aplicaci6n lineal 

th: M(f*(h))/M(f*(h))2-+ M(h)/M(h)2 

que hace conrnutativo al diagrama 

M (f* (h)) M(h) 

1 
M(f*(h))/M(f*(h))2 

fh 1 ---==-->-. M (h) 1M (h) 2 

(1) 

y as! la aplicaci6n tangente de f* en h E X(B) es la traspuesta de f h : 

Este hecho permit~ formular en el lenguaje de las C*-algebras las pro
piedades locales de una aplicaci6n entre variedades (cf. [2], XVI). 

PROPOSICION 1.1. Sea f: A -+ B un morfismo de C~-algebras y sea 

f*: X(B) -+ X(A) la aplicacion C~asociada. 

a) f* es una inmersion si y solo si para cada h E X(B) se verifica 

M{h) = f{M{f*{h))) + M{h)2. 

b) £1" es una sumersion si y solo si para cada hEX (B) se verifica 

f- 1{M{h)2) = M{f*{h)). 
h 

Demostraci6n .. Ambas afirmaciones resu1 tan del diagrama (1) Y del hecho 
de que Th (f*-) es inyectiva (resp. suryectiva) si y s610 si th es surye£ 
tiva Crespo inyectiva). 

Precis amos ahora a1gunas definiciones. 

DEFINICION 1.2. Sea B una C--41gebra, sea S C B una sub41gebra; diremos 
que S distingue los puntos de X(B) si para cada par de elementos distirr 
tos hI' h2 de X{B) existe un s E S que verifica 5(hl ) # s(h2). Se dira 
que S es una subdlgebra separadora si para cada cerrado Fe X (B) Y cada 
h E X{B) existe un 5 E S tal que. 5 (h) = 1 y 5 IF = 0 (se expresa este 
hecho diciendo que 5 separa a F y h). 
Cuando f: A -+ B es un morfismo de Coo-algebras, diremos que f distingue 

Zos puntos de X(B) (resp: f es un morfismo separador) si e1lo ocurre 
con la subslgebra S = f~A) de B. 
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OBSERVACIONES 1.3. i) Obviamente toda subalgebra separadora de B dis
tingue los puntos de X(B). 

ii) Es evidente asimismo que un morfismo f: A -+ B de COO-algebras dis

tingue los puntos de X (B) si Y solo si la aplicacion f*: X (B) -+ X (A) 
es inyectiva. 

iii) Para toda COO-algebra B, la subalgebra Bo = {b E B: sop (b) es com

pacto} es una subalgebra separadora. Es un hecho conocid04ue esta sub 
algebra es densa en B (cf. [1]). 

En particular toda subalgebra S ~ Bo resulta separadora. 

iv) No obstante una subalgebra S C B puede ser separadora sin contener 
aBo' EJEMPLO. Sea B = Coo(R) y sea S la subalgebra imagen del calculo 
operacional univocamente definido por t -+ x, donde x(t) = t 3 (de otra 

forma, S consiste de las aplicaciones del tipo t -+ f(t 3 ) con 
f E Coo(R)). No puede ser B C S pues para toda xES se veri fica 

o 
x' (0) = 0 y sin embargo S es separadora ya que t -+- t 3 es un homeomor-

fismo de R sobre R. 

LEMA 1.4. Sea f: A-+- Bun morfismo de COO-algebras. Entonaes f es sep~ 
rador si y s6lo si f*: X(B) -+- X(A) es unhomeomorfismo entre X(B) y 

f*(X(B)). 

Demostraai6n. Supongamos que f es separador; se probara que para todo 
cerrado F C X(B) es f*(F) = PTFT n f*(X(B)). Esto es trivial si F = 

= X(B). Sea entonces hE X(B) - F. Siendo f* inyectiva (1.3 i) Y ii)) 
resulta que f*(h) E f*(X(B)) - f*(F), asi que si f(a) separa a F y h 

tendremos a(f*(h)) = 1 Y a/f*(F) =0, luego i/f*(F) = O. Por consiguie.!! 
te f*(h) ~ f*lF) como queriamos probar. 

Reciprocamente, si f* es homeomorfismo y F C X(B) es cerrado, para cada 

hE X(B) - F resulta f*(h) E f*(X(B) - F) = f*(X(B)) - f*(F), luego 
f*(h) ~ PTFT. Si a E A separa a f*1FT y f*(h), es claro entonces que 

a separa a F yh. 

PROPOSICION .1.5. Sea f: A -+- B un morfismo de COO-algebras. Entonaes: 

i) f es inyeativa si ys6lo si f*(X(B)) es un subespaaio dense de X(A). 

ii) f es suryeativa si y s6lo si f*: X(B) -+- X(A) es una inmersi6n re

gular sobre una subvariedad aerrada de X(A), 

(Recordemos que una inmersion g: X -+ Y se dice regular si es un home~ 
morfismo sobre su imagen; ello implica automaticamente que g(X) es una 
subvariedad de Y y que la aplicaci6n g: X -+- g(X) es un difeomorfismo, 
[ 2] ) • 

Demostraai6n. i) Sea I el ideal f- 1 (0); claramente la "capsula" de I 

(esto es, el conjunto de los h E X(A) tales que h(1) = 0) coincide con 

la clausura de f*(X(B)) para la topologia de Jacobson. Como A es fuer

temente regular, tendremos 



fil(XlBJ1 = {h e .X{A):, -I (:.M(h)} 

Y de aqui resulta la tesis (cf •. [lL~ .§:1) y.aq~ A es sin radical. 

ii'fUn~ afirmaci6n es bienJ:onocida.{"te-er'ema (fe tlet.ze C"''', ver [21}. 
Para ,·,la otra ~firmaci6n, rtotemos en ~t:im~ ~'que, por el teorema 

del grafico cerrado, B se Identifica· al: J:ociente de A por elideal ce
rrado 1,= r 1 (0). De esto sigue que la'aplicac16n-fll : X(B)'~ X CA) de

fine un home'omorfismo (parll; las respectivas topologias de Jacobson) de 

X (B) sobre .el cerrado "capsula" de I, es to es', 

{h. e X (A) :: h(l) = O} n{~-i:(O); x e l} 

Sigue de esto y de la regularidad de A y B que f* es un homeomorfismo 

sobre, su imagen; 

Falta ver que fll es una inmersi6n, para 10 cual verificaremos la con

dici6n a) de ,1.,1; notemos que, debido a la suryectividad de f~ se tie~ 

ne fCM(f"Ch))) = MCh) para todo he XCB), y de aqui sigue la tesis. 

El siguiente resultado resume algunas equivalencias utiles: 

PROPOSICION 1.6. Sea f: A -+ B un mo~fi8mo de C~-aZgeb~a8. Son equiva~ 

Zente8: 

a) fll: X(B) -+ X CA) e8 una inme~8i6n :foeguZliW, Co 7,0 que e8 iguah e8 un 

difeomo~fi8mo 80b~e una 8ubva~iedad de XCA)). 

b) f(A)':) B • 
o 

) 

c) f(A) e8 una 8ubaZ.geb~a 8epa~ado~a y den8a..-, 

Dem08t~aai6n. Supongamos que vale a); con fdentificaciones evidentes 
, " 

para probar b) es suficiente ver que si Y eXes una subvariedad de 

una variedad diferen~iable X entonces toda aplicaci6n u e C"'Cy,R) con 

soporte compacto admite una extensi6n U e C~(X,R). Como esto es'evide~ 

te si Y es cerrada 0 abierta, 'resulta cierta en el caso general Cya 

qu~ Y es subvariedad cerrada de una. sub'ratiedad abler,ta). 

T:rivialmente b) ... c). 

Finalmente supongamos que Vale c). Pdr L 4 resul ta que fll: X CB) -+ X CA) 

es un homeomorfismo sO.bre su imagen, de modo que 5610 fal ta ver que fll 

es una inmersi6n, 0 10 que es igual, que para cada ·h e X(B) la aplica

ci6n "lh es un epimorfism!), (cf. (1)). 

Como dim(M (h) 1M Ch) 2) < GO es suficiente probar que la imagen defh es 

densa; pero esto es consecuencia de un hecho aun ,.mas 'fuette:"para ca

,da h'eXCB) fh(MCfllCh))) = MCh) n f(A) es'denso en MCh)" que se dedu

ce del 

LEMA 1.7. Sea E un espacio vecto~ia7. ZoaaZmente aonve:r;o80b~e R .. 8ea 

H C E un hiperpZano ce~z-ado Y' sea seE un subespaaio vectoz-iaZ den8o; 

Entonaes H"'h S es denso 'en H. 
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, -1 I !-

Demostraai6n. Sea H = '" ,(0) con",: E ---+-R lineal y continua, y sean 
" 1 

E+ (resp: E-) los semiespacios abiertos ",- ((0,00)) (resp: ",-1((-00,0))). 

Sea x E H, U un entorno de 10. Si V es un entorno abierto convexo de 0 
, 0 

con Vet U, existen elementos 51 E S, s2 E S tales que 

Por consiguiente para un conveniente t E [0,1] sera s = ts l +(1-t)s2 E 

E H n S, y entonces xo-s E V + V C U. 

2. ALGEBRAS A INVERSA CONTINUA. 

Recordamos que un algebra m-convexa A se dice un algebra a inversa aon 

tinua (0 una Q-algebra) si el conjunto U(A) de elementos inversibles 
de A es abierto [4]. En la misma referencia se prueba que un algebra 

de Frechet m-convexa es a inversa continua si y solamente si X(A) es 

compacto (equivalente a su vez al hecho de que todo x E A tiene espec

tro acotado; ver [4], §13). En particular, si X es una variedad dife
renciable, C"'-(X) es a inversa continua si y solo si X es compacta. 

3. COMPACTIFICACIONES DIFERENCIABLES. 

DEFINICION 3.1. Sea X una, variedad diferenciable. Una aompaatifiaaai6n 

diferenaiable de X es un par (Y,a), siendo Y una variedad compacta y 

a: X -+ Y es una inmersion regular con imagen densa. 

Como nos restringimos ,al estudio de variedades de dimension finita, X 
es localme'nte compacta; en consecuencia la imagen de a es un abierto 

(denso) de Y y para cada x E X la dimension de X en x coincide con la 

dimension de Y en a(x). 

TEOREMA 3.2. Sea A Una CI'"~algebra. X una variedad diferenaiabZe e 

i: A -+ C"'(X) ',un morfism'O inyeativo. Ent'Onaes el par (X(A)) ,i*) es una 

aompaatifiaaai6n diferenaiable de X si y soZamente si 

(I) i(A) es separadora y densa. 

(II) A es a inversa aontinua. 

Demostraai6n. Es consecuencia de 1.S i) Y 1.6 (cf. §2). 

Vamos a probar ahora que la correspondencia entre las compactificacio
nes y las subalgebras de C"'(X) que estan en las condiciones de 3.2 res 

peta el orden. 

Sea C la clase de las subalgebras de C"'(X) que estan en las condicio

nes de 3.2, otdenada por inclusion: Al ~ A2 si Y solo si Al C A2· 
Sea C* la clase de las compactificaciones diferenciables d·e X. Defini-
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mos en C* la siguienterelaci6n de orden: 

(YI,a l ) ..; (Y2 ,a2) si 'y 5610 si exisre tina aplicaci6n diferenciable 

tal que 8 a = 
2 

X~r: 
~YI 

Diremos que las dos compactificaciones son equivalentes cuando 

(YI,a l ) ..; (Y 2 ,a 2) ..; (YI,a l )· 

TEOREMA 3.3. Consideremos Zas cor1'espondenoias: 

C ~ C* definida por A -+ (X(A),i*) 

y C* ~·C definida por (Y,a) ~ Ay = {~a: a E C~(Y)}; 

ambas cOl'l'espondencias consel'Van eZ orden. Mas aun. (YI,a l ) es equiva

Zente a (Y 2 ,a 2) si y soZo si Ay = Ay . 
I 2 

Demostl'acion. Si Al ..; A2 hay un diagrama conmutativo evidente 

que induce un diagrama conmutativo entre las variedades correspondien
tes 

La conmutatlvidad de este diagrama es precisamente 10 que expresa la 

relaci6n (X(A1) ,it) ..; (X(A2) ,tl)· 

Reclprocamente si (YI,a l ) ..; (Y 2 ,a 2) y 8 a 2 = a l entonces 

Ay {~al:. E C-(Y 1)} = {~ 8 a 2 : ~ ~ C-(Y 1)} CAy. 
1 2 

En cotisecuencia si (VI ,ai) es equivalente a (Y 2,a 2) entonces 

Ay C Ay C Ay . 
121 

Debe notarse que, salvo equivalencias, las correspondencias anteriores 
son reclprocas una de ot~a. 

En efecto, dada una subalgebra A en las, condiciones de 3.2 obtenemos :La 
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compactifiq.ci6n (X(A) ,i*); el algebra que corresponde a esta compacti

ficaci6n es AX(A) = {I/II: 1/1 E A = 'C"'(X(A))} = {ii*: a E A} = 
A 

= {i(a); a E A} 0 sea AX(A) ~ A. 
Analogamente dada una compactificaci6n (Y,a) obtenemos'un algebra Ay y 
la compactificaci6n corresporuiiente (X(Ay),i*) esequivalente a (Y,a) 
ya que el morfismo 1/1 -+ 1/1 a de C"'(Y) en Ay es ~n isomorfismo algebrai
co (luego topo16gico por grafico cerrado) (cf. [1], 4.1 y 4.3). 

EJEMPLO 3.4. Consideremos en C"'CR) la derivaci6n n = } (1+t 2) h ysea 

A la subalgeb~a definida por: f E A ~ para todo n ~ 0 la funci6n 
t -+ (nnf ) (t) es acotada. 

Es facil ver que las seminormas p (f) = sup {lnnI(t) I : t E R} definen 
n 

en A una. estructura de algebra de Frechet a inversa continua y que la 
inclusi6n i: flo: -+ C"'(R) es un morfismoseparador con imagen densa (de 

hecho, Co(R) C i(A)). 

Si x(t) = ~ 
1+t2 

y (t) 
2 2 entonces x E A, yEA, Y como x +y =1, 

sigue que la aplicaci6n~: X(A) -+ SI dada pOl' ~(h) = (h(x),h(y)) es 
continua. Utilizando la proyecci6n estereografica t -+ (x(t),y(t)) re
.sulta enseguida que A ~ C"'(SI), de modo que el par (X(A) ,i*) es una com 
'pactificaci6n de R en el sentido de la definici6n 3.1. 
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