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SUMMARY. We give a representation of the (causal, anticausal) elemen
tary solutions ~f the n-dimensional Klein-Gordon operator, iterated k 
times, G,,=2k(P± ioJm,n) (cfr. formula (1,1;1) -by means of a simple 

(symbolic) Fourier integral (efr. formula (1,2;5)). The particular ca
se n=4, k=l, which is important in the quantum theory of fields, since 
G2{P± io,m.4) embodies a useful expression of the causal propagator 

of Feynman, was established by Bogoliubov and Parasiuk (cf. [ 1], spe
cially p. 233), and plays an essential role in the theory of the mul

tiplication of causal distri-butions, due to these authors. 

We evaluate also some "heterodox" products as 

{GO}2, {G_ 2k }'{G_"uJ, k, .f. = 0,1,2, .•. , and {O G2}2, where 0 is the 

lorentzian (cf. formula (II, 3;1)) . 

1.1. Consideriamo Ie distribuzioni 

l(,,-n) 

G,,(P± io,m,n) = A,,(m,n)(P± io)2 2 

dove 

p P (x) 2 - X 
p+q 

CI,1;1) 

(1~1;2) 

p,q, intieri > 0, p+q 
n ;;. 2. 

n, "Ee, m>O, x 

Abbiamo inoltre posto 

wi" n I..!!. ± 1!.iq --2- -2 2 2 
e (2n) 2 e 

def = lim ,iP ± h Ix 1,2}>" 
'e: ... 0 

ove e: > Ot ). E C, I xi 2= x~ + ••• + 

(1,1;3) 

(1,1;4) 

x~ , e K 6 la funzione modificata 
n 
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di Bessel d~ terza specie (cf. [2], formole (6) e (7), p. 78) . 

. La distribuzione Ga , che e un analogo (causale, anticausale) del nu
pleo (ellittico) di Calder6n-Aronszajn-Smith ha Ie seguenti intere
ssanti propieU (cL [3], formule (7), (8) e (10)). 

i) GO <'l • (1,1;5) 

ii) G * Ge = G a,e E C (1,1;6) a a+e , , 

iii) G -u = Kt (6) t = 0,1,2, ... , (1,1;7) 

dove 

a2 2 t 
---2--m} u 

aXp+q 

(1,1;8) 

m> O. 

II seguente teorema e valido, 

TEOREMA 1. Le distribuzioni G2k (P ± io ,m,n), k=l, 2, ... , n > 2 Bono so

Zuzioni eZementari (antiaausaZi. aausaZi) deZZ'operatore n-dimensio

naZe di KZein-Gordon iterato k-voZte: 

(1,1;9) 

Nel caso particolBre n=4. k=l, queste soluzioni si scrivono 

mi K1 {1m 2 (P+io)} 
G2 (P+io,m,4) -

4rr2 1 
(P+io)2 

(1,1;10) 

mi K {/m2 (P-io)} 
G2 (P-io.m,4) 

4rr2 1 
(P-iO}2 

(1,1;11) 

La (I, 1; 11) e un'utile espressione della famosa "funzione magica" 0 

propagatore .causale del Feynman (cf. [4], p. 757; formola (3)). 

1.2. Scopo di questa Nota e ottenere una rappresentazione delle solu
zione elementari G2k (P± io,m,n) mediante un'integrale semplice di 

Fourier simbolica. 

Partiremo daUa rela:zione conosciuta (cL[ 2], p. 183, formola (15)), 

_!!. v vII 

J ~o -pt 1 -v-1 t· def -2 p2 a2 p2) e 2" t e dt == f(p,a,v) = a Kv(2 

valida per Re p > 0 e Re a > o. 
Ponendo nella (1,2;1) 

(1,2;1) 
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p ± i (m =Fie) , 

ove e > 0, m >.0 e P e definita dalla formola (I, 1; 2f. 

La formola (1,2;1) si scrive, con queste sostituzioni, 

v " 
(m2=Fie:)2(p± ie:lxl· 2)-2. K (/(m2~± i.e:)(P± ie:lxI2)) 
. v (I,2;2) 

Se prendiamo limiti nei due membri della formol~ (I,2;2), per e: ~ 0 , 

il secondo membro tende alIa distrib~zione 

+ tr. v 
2'.1 e - 21.'.1 mV(p± io) -2 Kv(/m2 (p± io)) 

ed anche tende a un limite il primo membro. Si ottiene 

lim 
e~O 

dt. 

n Se poniamo in questa formola v = "2 - k, k intiero :;:::. 1, si ricava, 

lim 
e:+O 

(I,2;3) 

La formola (1,2;3) puo scriversi, se si moltiplicano i due membri per 
costanti appropiate, nella forma 

n 
(2tr)"Z 

lim 
e:+O 

1 

r (k) 



--1 (.!!.-k) 
(P±io) 22 
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(1,2;4) 

Dalla deHnizione della distribuzione G (P ± ib,iII;riS Wi'. for~ola a 

O,l;H:, i1 secondo membro di (I,'2;4)'risu1ta, precisamente 

G2k (P± io,m,n)~. 

Quindi abbiamo dimqstrato i1 seguentec 

TEOREMA 2. Le soZ-uzioni eZ-em-entari (ant.iaausaU, aausaU) 

G2k (P ± io ,m,n) ammetono Z-a rappresentazione 

"G2k (P± io,m,n) = C±(n,k,q).!!~J:e± i(m2:f:idt~"!-~/!t(P±H:lxI2) dt 

(1,2;5) 

dove 

C ±(n,k,q) 
11 

(211) 2 

n +11. 11 n -- - -21q +-i (--k) 
22e e 22 ...l..:-. 

r ek) 

In partico1are, per n=4, k=l, q=l, risu1ta i1 

TEOREMA.3. Le sol;uzioni G2 (P± io,mi4) deiZ-'operatore di iZ-ein-Gol'don 

ammetono Z-a rappresentazione 

G2 (P ± io,m,4} lim 
e: ... O 

QuesJa fprm91a {ove ne1 primo membro sL sceg,a i1 segnoposttivo)·coin

cide con 1a formo1a di Bogoliubov e Parasiuk (cf.-Jl]). e disimp~gna 
un:ruo16 ess~nziaie nella teoria, dovuta a questi autori, della molti

Jilicazzione ·di . dis tribuzioni caus;l.li. 

I I .1. Eben note che l'espression~ ~2 noncha senso (essa:corrisponde

rebbe, 'a una masa infinita nel origine). Consegniamo una re1azione 

fra .1a distribuzione Ga , e 1Ies~ressione_della 6 2" o~ pid generaJmente, 

dell'a on,' chee utile nella teoria quantica dei campi. 

Se si tiene contodella (1,1;:5) pdo scriversi, per de:Unizione, 

(II,l;l) 

Da 'ci6s'cende immediatamente la formo1a 
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lim {G }2 0 , 
a"" 0 a 

ossia, equivalentemente, 

62 0 . , (II,l ; 2) 

e piu generalmente 

tin 0 (II,l ; 3) 

I I .2. Ora calcoleremo il prodotto {G_ 2k }.{G_ 2!}, k, ! = 0,1,2, .... 

Tenendo presenta la definizione di Ga(P± io,m,n) (cf. formola (I,1;1) 

noi stimaremo i seguenti limiti: 

lim { G a} .' lim { G a } 
a .... -2k a .... -2! 

lim 
a .... -2k 

lim 
a+-2! 

je
n2ia -~ l-~ ± ~qi 1 a-n 2 2 2 -(-) 

(2n) 2 e .(m2)2 2 (P± 

r (~) 
2 

j n. nla±n. 1 -l.a -- -- -ql. a-n 2 2 2 2 -(-) 
e (2n) 2 e .(m2)2 2 (P± 

r (~) 
2 

k, ! = 0,1,2, ... (11,2;1) 

Ci conviene osservare che Ie (P ± io) A, sono distribuzioni olomorfe di 

A, salvo nei punti A = - I - k, k = 0,1,2, ... , ove queste distribu-

zioni hanno poli semplici (cf. 

.!.(_2k-n) 
distribuzioni (P± io) 2 2 

[S].. p. 275). Da questa segue che Ie 

.!.(_U-n) 

e (P ± io) 2 2 esistono. 

Pertanto, si vede senza difficolta che, a cagjone delle r che appaio

no nei denominatori dei prodotti de (11,2;1), risulta 

lim {G a }. lim {Ga } = 0 , 
a .... -2k a .... -2! 

(II, 2; 2) 

k, ! = 0,1,2, ... , ove K e definito dalla formola (1,1;8). 

Notiamo finalmente che la (II,2;2), tenendo conto della (I,1;7), 

prende la forma 

o (Il,2;3) 

k,! 0,1,2, ... 
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I 1.3. Denotiamo, come di cons1.!~~Q ,Cqn,Q i1 lorentziano nel .caso n=3, 

(II,3;1) 

La di,stribuzione Ga (P ± io ,m,n) nel .caso particolare m=~" dopa ,calcpli 
lun-g"hl> 'ID-a e·l·em~~rt'ta·ti ;'~). ;-che-'~ :omEft'ti~ind;,... ~;"i:~'u'it~'- .. : t ' ~: 

(II,3;2) 

ave q e il numero di termini negativi di P. 

Le distribuzioni H 
a 

nucleo ellittico di 

piietl'inteiessanti 

che sanna. un analogo' (causale, lftticausjle), del 

MarcelRies:;; ecL [6)., Ih 16), hanna similari prd

(cL[7], p:323); 

N~l casoparticola.:re n=4, a=Z~q"l la (II j3,2) prende fa f9rma 

4) 
e lTi e ± Ii 
-"---':""2:--- (P ± i a ) -1 . 

4 1T 

Ora calcoleremo {OH2 (P±'io, n = 4)}2 

Partiremo dalla relazione ben nota 

(II,3;3) 

Ricordando (1,1;7) e tenendo canto delle (11,1;8) e (1I,1;9), pp. 

323-324, da [7), risulta 

(Il,3;4) 

Infine, dall'e (II,1;2) e (II,3;4) si ticava 

(Il,3;5) 

NOTA. E possibile calco1are a1tri prodotti eterodossi, per esempio, 

{O G2 (P± io,m,n = 4, q = 1)}2. In questa cas a e un strumento essen

zia1e la "ormo1a per 1a parte finita di {P ± iO)A, per A = - I - k , 

k = 0,1,2, ... (cf. [8], formo1a (1,7); p. 252). 
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