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SUMMARY. We give a representation of the (causal, anticausal) elemen-
" tary solutions of the n-dimensional Klein-Gordon operator, iterated k
times,‘Ga=2k(Pt iQ,m,n) (cfr. formula (I,1;1) by means of a simple

(symbolic) Fourier integral (cfr. formula (1;2;5)). The particular ca-
se n=4, k=1, which is important in the quantum theory of fields, since
Gz{Pi io,m,4) embodies a useful expression of the causal propagator

of Feynman, was established by Bogoliubov and Parasiuk (cf. [1], spe-
cially p. 233), and plays an essential role in the theory of the mul-
tiplication of causal distribufidns, due to these authors.

We evaluate also some "heterodox" products as
16912, {6_5, 116G ,p}, X, £ = 0,1,2,..., and {0 G,}%, where O is the

lorentzian (cf. formula (II,3;1)).

1.1. Consideriamo le distribuzioni

1l a-n

> (
G (P*io,m,n) = A (mm)(P*io)? % . K _ t/m’(Ptio)) , (1,1;1)
2
dove
2 2 2 2 .
P =P() = X]+ ot xp - xp+1 IRER xp+q - : (I,1;2)

p,q, intieri >0, ptq = n, a € C, m >0, x = (xl,xz,...,xn) € R%,
nz2,

Abbiamo inoltre posto

wia n a . l,a-n
-5 1-5 % 2igq G
2 -2 2 2 2 2" 2
Agmn) = &0 2 e () , (1,1;3)
£ ()
(Ptio)* 2&f 1im fprice Ix|%, (1,1;4)
€+0 )
ove ¢ >0, A € C, |x§2 = xi oo * xﬁr, e K & 1la funzione modificata
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di Bessel di terza specie (cf. [2], formole (6) e (7), p. 78).

La distribuzione Ga, che € un anélogd (causale, anticausale) del nu-
cleo (ellittico) di Calderén-Aronszajn-Smith ha le seguenti intere-
ssanti propietd (cf. [3], formule (7), (8) e (10)).

1) Gy =5, ' (1,1;5)
.ii) G& * GB = Ga+B ; a,pE€C, (I,1;§)
ii1) G6_,, = kK58 , £=0,1,2, ..., . (1,1;7)
dove

2 2 2 2 2
Kt(u)g{%h.ﬂ—a—z- e el o A (1,1;8)
axl BXP 3Xp+1 3Xp+q
m> 0.

P

I1 seguente teorema & valido,

TEOREMA 1. Le distribuzioni G2k (P%io,m,n), k=1,2,..., n > 2 sono so-

luzioni elementari (anticausali, causali) deZZ’dperatare n-dimensio-
nale di Klein-Gordon iterato k-volte:

k _ .
K™{G,, } =68 . (1,1;9)

Nel caso particolare n=4, k=1, queste soluzioni si scrivono

mi Kl{ mz(P+io)}

G2(P+io,m,4) =- — T (I,1;10)
41 s =
: (P+io0)2
mi K {/mz(P-io)}
G,(P-io,m,4) = — - (I,1;11)
an s N
(P-io0)Z2

La (I,1;11) & un'utile espressione della famosa "funzione magica'" o
propagatore .causale del Feynman (cf. [4], p. 757; formola (3)).

1.2. Scopo di questa Nota & ottenere una rappresentazione delle solu-
zione elementari G2k(Pi io,m,n) mediante un'integrale semplice di

Fourier simbolica.
Partiremo dalla relazione conosciuta (cf.[ 2], p. 183, formola (15)),

- -] oy 11
JO e Pt % V1 ot gy def f(p,a,v) = a 2'p2 K, (2 «? pz) , (1,2;1)

<

valida per Re p > 0 e Re a > 0.
Ponendo nella (I,2;1)
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p=ti (m¥ic),

P

- 2
(Ptie|x| )
ove ¢ >0, m>.0 e P & definita dalla formola (I,1;2).
La formola (I,2;1) si scrive, con dueste sostituzioni,
£(* i(m Fie), ¥5 (P ié|x|?),v) =

+ Tiv N >
= 2% 2 @%Fie)? (Pt iclxl?) 2.Kv(/(m2’i ie) (Pt ie|x|®) . (1,2;2)

Se prendiamo limiti nei due membri della formola (I,2;2), per ¢ + 0 ,
il secondo membro tende alla distribuzione

* iy 3 /2
2V e m’ (P io) K,(/m® (Pt i0)) ,
ed anche tende a un limite il primo membro. Si ottiene

+ i1 Y
2Vl e 20 pV(ptio) 2 Kv(/mz(Pi i0)) =

Cd . 2
[ J o -—(P % 1e|x| )
- 1imI e—1(m Fie)t £V 1 e 4t .
€+0 ‘0

Se poniamo in questa formola v = % - k, k intiero > 1, si ricava,

n ., N n 1. n
B+l 22i(3-k) 2k —=(2-k) ,
22 e 22 7 p2 (ptio) 22 K, (/mP(@tio)) =
LN
2
. ® 4 imrieye K3l et ic|x|?)
= 1lim J g tim TiE t e dt . (1,2;3)
e+0 ‘0

La formola (I,2;3) plo scriversi, se si moltiplicano i due membri per
costanti appropiate, nella forma

1 (nka?
(mg T (k)

+ ;0 FiL D
*izq Fig(-k)
e e .

n - i . 2

Cf® g e 2o k-2-1 F—=(P*ie|x|”)

1im J ei i(m“Fie)t t 2 e 4t dt =
0

€>0

. 1,n
1k T 1k (n )E(Tk)
(2m)? r (k)
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n

—=(2-x) "
(Pt io) 22 . (/m? = io)) =i (1,2;4)

k

N'Lﬂ =

Dalla definizione della distribuzione G_(P* ib}ﬁ:ﬁfcfe%.ifgfﬁﬁlé"yr

(I,151)5. i1 secondo membro di'(1;2;4)frisu1ta, precisamente
sz(Pi io,m,n),

Quindi abbiamo dimostrato il seguente_

TEOREMA 2. Le soluzioni elementari (anticausalz, causalt)

k(Pi 10 m n) ammetono la rappresentaztone

: 2
+ io.m.n) 3=1 *1 g(e e 1s|x|
Gy (Pt io,m,n) = Cy(n,k,q). lme e"l(m +lE)t 2» ’ dt
€+0’0 C s
- (1,235)
dove
B - T L e M
q i ,
€ 4(n,k,q) 1 2 2% 2 1
b n S T (k)
(27)2 : : (k)

In particolare, per n=4, k=1, q=1, risulta il

TEOREMA 3. Le soluzioni GZ(Pi,iq;m;4) deZZﬁopefdtoré_dilﬁiein-Gordon

ammetono la rappresentazione

® 2.
G,(Ptio,m,4) = lim TZ"J et Tim™Fie)e 1 ; : S dt.
0

1
e>0 167 t2
. (1,236)

Questa formola- (ove nel primo membro si scega il segno positivo): coin-
c1de con la formola di Bogollubov e Parasiuk (cf [11). e disimpegna
un ruolo essen21ale nella teoria, dovuta a questl autorl, della molti-
plicazzione- d1 d15tr1buz1on1 causa11

Ilt.1. E ben noto che 1'espressione 2 non-ha senso (essaicorrisponde-
rebbe,‘a una masa infinita nel origine). Consegniamo una relazione

fra la distribuzione G o €1 espre551one della 62 o, pid generalmente,
della 8™, che ‘& utlle nella teoria quantlca dei campi{

Se si tiene conto 'della:(I,1;5) pGo scrivérsi, per definizione,

lim {G (Pt io,m,n))? S8f 42 (11,1;1)
a-+0

Da ci6 ‘'scende immediatamente la formola
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lim {G 32 s
a>0
ossia, equivalentemente,
s =0, (11,1;2)
e pid generalmente
8" =0 V(II,1;3)

11.2. Ora calcoleremo il prodotto {G zg} {G_jp}s k, £ =0,1,2,

Tenendo presenta la definizione di G (Pi io,m,n) (cf formola (I,1;1)
noi stimaremo i seguenti limiti:

lim {G.} . lim {G.} =
a+-2k o a+r=-24 o

( Tig n 1 o
T2 m 2,02y 2 et F(&2
= 1im (& (2m) e ~ . mdH ®Ptio)? 2 'k (/n2(Pt io))
ar-2k r =z
m. n o
ia -3 1—3 + 241 l(u—n) l(a—n
lim f’ (2m) "2 @)% 2 " (pt i0)? 2 K,_,(/m? (Pt i0))
a+=24L I‘(%) -5
k, £ =0,1,2,... - (11,2;1)

Ci conviene osservare che le (P io)x, sono distribuzioni olomorfe di
A, salvo nei punti A = - % -k, k=0,1,2,..., ove queste distribu-

zioni hanno poli semplici (cf. [5), p. 275). Da questo segue che le
1, 2k-n 1, 22-n
s 7053 A
distribuzioni (P* io) e (P%io)

esistono.

Pertanto, si vede senza difficoltd che, a cagione delle T che appaio-
no nei denominatori dei prodotti de (II,2;1), risulta

lim (G } . lim {G.} =0 , (11,2;2)
a>-2k ¢ ar-20 @ ‘

k, £ = 0,1,2,..., ove.K é definito dalla formola (I1,1;8).

Notiamo finalmente che la (II,2;2), tenendo conto della (I,1;7),
prende la forma

K ) . xbo)1 = 0 (11,2;3)
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I1.3. Denotiamo, come di consueto con.0) il lorentziano nel caso n=3,

N

- fg— . (I1,3;1)
X N . . von i

2
‘4

La distribuzione G, (P£io,m n) nel caso partlcolare m—O, dopo calcpli
lunghi ma elementarl, che omettlamo,'rlsulta ;f ” ) SO A

rEsey  Casn

JEITY e def; RS 3 T > g 5
Ga(Pi io,m=0,n) == Ha(Pi io,n) = = (Pt io)
LT 2t Lt

(II’S;Z)
ove q € il numero d1 term1n1 negat1V1 d1 P

Le d15tr1buz1on1 H ’che sonno un analogo (causale ‘anticausale)’ del
nucleo ellittico d; Maxcel Riesz (cf. [6], p- 16),-hanno similari pro-
prietd interessanti (cf. [7]1; p:-323). Tome s

Nel caso particolare n=4, a—Z q 1 la (II 3 2) prende 1a forma

.34

e 2 |

Hz(Pi io,n = 4) = —————5———-(Pi io) . (I1,3;3)
4 w

Ora calcoleremo {O HZ(Pi‘io, n = 4)}2
Partiremo dalla relazione ben nota

= *
] H2 Os H2

Ricordando (I,1;7) e tenendo conto delle (I1,1;8) e (II,1;9), pp
323-324, da [7], risulta

OH, =H, *H, =H,=% . (I1,3;4)
Infine, dalle (II,1;2) e (II,3;4) si ricava

(o HZ}Z =6

L1}
o

(11,3;5)

NOTA. E possibile calcolare altri prodotti eterodossi, per esempio,
{43 Gz(Pi io,m,n = 4, q = 1)}2. In questo caso é un strumento essen-
ziale la formola per la parte finita di (P io)A, per » = - % -k,

k=0,1,2,... (cf. [8], formola (1,7); p. 252).
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