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SOBRE MULTIPLICADORES EN ESPACIOS DE HOLDER GLOBALES

N. E. Aguilera y E. 0. Harboure

Dedicado al Progesorn Luis A. Santald

RESUMEN. Se consideran operadores invariantes por traslaciones entre
clases Lg de Holder globales como las tratadas por N. M. Riviere, Se

dan condiciones bajo las cuales estos operadores son continuos entre
las clases LP de Lebesgue.

Damos primeramente un resumen de las definiciones y resultados que usa
remos, contenidos en el trabajo '"Classes of Smoothness, The Fourier
Method" de N.M. Riviére, el cual, creemos,no ha sido publicado.

LEMA 1 . Existe ¢ € CZ(Rn) con soporte en {x:1/4 < |xl <2} tal que
o(x) >0 y

+ oo

) 2(2™x) =1 para x€R® , x # 0

=—00

Diremos en este caso que ¢ es una "funcidén de HSrmander" (cf.[1]).

NOTACION. Dado a >0 y f una funcién definida sobre R®, denotamos
por fa la funcidn fa(x) = f(ax).

DEFINICION . Dada ¢ como en el lema 1, 1 <p <« y a € R, definimos

el espacto:

P ny _ 4P ny _ P pny . v -a -
Ha (RY) HQ’Q(R ) {f € L (R): sup Hf*@a" P a < =}

a>0 L
v .
donde g denota la antitransformada de Fourier de g.
Observamos que sup "f*¢:" ° a® = |lfl p no constituye una norma si

a>0 L
o

p =
.Los resultados siguientes prueban que en la definicidn de Hz(Rn) pode-
mos reemplazar a ¢ por otras funciones. Denotaremos por M(R™) ‘el espa

, A
cio de medidas de Borel sobre R® de variacién total finita y por M(Rn)
el espacio de sus transformadas de Fourier. (cf. [31).
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A
TEOREMA 1. Sea n € M(Rn), X € R, satisfaciendo alguna de las condi-

ciones:
- A n .
a) n(x)Ixl € M(R™) st 0<wao<T
r A n . .
b) n(x)IxI~ € M(R") sz ~r<a<.o0

A
) @ UxIT + IxI7T eMR®) s8¢ a=0,T1T>0

Entonces existe una constante C = C(n,r) tal que para toda f € Hz(Rn)t

1<p<ao, fnY * £l < cIfl _ a%.
a L_p

DEFINICION. ¢ € C(Rn\{O}) se dice tauberiana si dado X # 0 existe
A= Aa(x) >0 tal que ¢(Arx) # 0.

TEOREMA 2. Si n € M(R®) es una funcidn tauberiana y para toda

f e LP(R"), 1 <p < = vale "n: * £l » < Clau',entonces f e Hz(Rn) y
L

HfHHp‘< CO.C1 donde C0 = Co(n).

o

Para eliminar el problema de la norma en H:(Rn), asi como para complg
tarlos, independizindones de la condicién f € Lp(Rn), consideramos
el espacio S(R™{0}) definido como aquellas funciones de S(R™ que
se anulan junto con todas sus derivadas en el origen. El dual de este
espacio se denota por S'(R™{0}) 7y se puede identificar con el es-

pacio S'(R™)/s donde A indica el conjunto de distribuciones con so-
porte en el origen. Cabe observar que con esta identificacién tiene

sentido la transformada de Fourier para elementos en este espacio y

da un isomorfismo con S'(R®)/P , donde P es el conjunto de polino-
mios en n variables.

DEFINICION. Sea 1 < p < »,a € R. Dada una funcidn de Hérmander

definimos

Prply - P ny _ n . * &V o
Lu(R ) La,¢(R ) {(fe S*'(R)/P : If ¢8"LP <Ca'l

y denotamos por Ifll = sup a ® If » oVl .
L a>0 a P
[+]
v A on
Dando un sentido preciso a .f * n,» para una n € M(R") y
fe s (RY/P, podemos obtener los andlogos de los teoremas 1 y 2, con

lo que se ve que la definicién de Lg(Rn) no depende esencialmente de
°.
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.Enunciamos a continuacién algunas propiedades bdsicas de estos espa-
cios: '
TEOREMA 3. LE(R“) , 1 <p &= eg un espacio de Banach y

P,ph r,,n , - ; 1.1 . -
a) »La(R ) € LB(R ) sz B a + n(r p) gt p<T <
b) Lp(Rn) C Lg(Rn). En lo que sigue denotaremos por LP(R™) a1 espa
eto Lg(Rn).

c) Si p = »,a >0, L:(Rn) ‘coineide con el espacio de funciones £

que satisfacen, para k < a <k + 1

i) feck®R™ 5y (2)Y £(0) = 0 para todo Iyl < k
ox

i1) sup 10 ¥ 1 (Y B - () DI < =
x,h,| vyl =k 9x 9x

y s o =k+ 1,

i') £ € cC*RMY), (%—Jyf(O) = 0 para todo |yl < k y para
X
Iyl = Kk, (if]Y f(e,) = 0 donde {e.}?_. es la base candnica
ax k| j'i=1
de R".
ii') sup I hal ()Y £l o

x,h,l yl =k 0x

donde A% £(x) = £(x+h) + £(x-h) - 2£(x).

Los supremos en 1ii) y ii') dan cantidades equivalentes a Ifll

DEFINICION. Un operador T se dice un operador multiplicador si existe

A A
m € S'(Rn/A) (el multiplicador) tal que (Tf) = m f para toda f tal

que f € S(R™ {0}). Denotamos esta relacién escribiendo T = Tm.

Enunciamos ahora algunas propiedades bdsicas de estos operadores:

LEMA 2. Sea Tm un operador con multiplicador m, tal que

. (PR™Y 19 (Rpn
Tm. Lu(R )y — Lp(R ). Entonces

‘. 4P n q n .
a) T,: La+6(R ) — Lp+6(R ) si & €R.

b) T

E q' n P' n
nt Ly (RY) — Lp (R).

Estamos en condiciones ahora de enunciar el Teorema fundamental de es-

te trabajo, el cual da para el caso p = » un resultado andlogo al
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obtenido en [4].

TEOREMA 4. Supongamos que T ~—es un operador con multiplicador m.,

1

Tm: LP(R®) — Lz(Rn), donde 0 < % < oo p > 2. Entonces

a) T,: LE@RY) — LS(R™)  s7 max {% , o <%<min {1,%.+ =
1.1
Y T n °
: : P 1S) gz L>2 1.1 9
b) T es de tipo dévit (L¥,L%) s D > v =7 " n -
O T.: 1Y s BMO ez 1<
m P - n

Necesitaremos algunos lemas previos:

LEMA 3. Sz Tm como en el Teorema 4, dado t > 0 podemos escribir
m=m + mt donde

a
n-=—y

o q

. v q n
i) m € L® (R7) para q > =4

v
,q=>p' ¥ lImtIILq<C t

ii) mt es un multiplicador en LP (R™) con norma (como operador)

acotada por C t®.

k +1
Demostracidn. Sea ko tal que t € [2 °,2 ° 3y. Definimos:

t
m_ = ) m ¢ ; m"- = ] m?¢
£k 2K k=-w  2F

Ahora bien, siendo ¢ una funcién de Hormander se tiene

bt 2
e, =90 (] ¢...)°= ] e, @, .00 =
2k 2k it 2k+1 i,je-= 2k 2k+; 2k+J
%
= [} [} . 9 ..
1,5hop Tk Tokwi TykHd
Por lo tanto si 1. l, + 1. 1
q p' T
=D me OV < I I Ime o 00 0"
L9 k=k _+1 2 19 k=k +1 i,j=-2 2% 25T ¥ L
v 2 v v
< 5 * g
< 1 i_z"Tm(szH) e el g <
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- 2
: \ v v

< 7 TNt eV ) * eV L eY. Ll
kek_+1 i,j=-2 ™ ok*i 2k TPl ki gr
v % ko v v

< 2 Ile A, e Ll
K=k +1 i,j=-2 pkHiippt kg x

aque q=rp' or dualidad T : LP'(Rn — 1P (RYY.
yaque q>p'yp n ’

Ademis _
he¥ Il = (J« oV, (x) |5 ax)l/s - (J 8 (X9 |S ax)l/s
e (al® p (1 o oalt CP

nt nf
sV ST
2 Il all =C 27>
. s s

De este modo se obtiene

n . ‘n
© w SBlkri) =B, (ki)
Iyl <c ] o 2ka g 2t <
L k=k +1 i,j=-2
o
o k(a-2-2 ) @ n
<cJ 2 P ¢y 2k (a=gn)
k=ko+1 k=ko+1

Siendo q > s O - %, < 0 1y entonces

n-o
k (a-2 -2
( ql) ] q'

anu < C2 ° <Ct
L

lo cual prueba i).

Para demostrar (ii) consideremos f € LP(R™), entonces

| ;0 £V ;0 I v
T £ = me , HYI _ < t (f) * o <
nt P k=ee 2% P k=ew O 2k P
ko K k a o .
< C 7 2% 0fl _<cz2® £l <c t* Il
k=~ LP LP LP

puesto que a > 0.

LEMA 4. Seca Tm un operador con multiplicador m tal que Tm: P Lg

entonces para r < p, T : LY — ¢

Demostracidén del lema 4. Supongamos ae [Zk,2k+1) , entonces
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2w 2 i,je-w a k+i k+j

1
~—
o
=1
o

a k+i 2k+J'

i,j=-2 2

L}
=
+

NOx .
Sea ahora f & LT(R™) y q tal que 1< q<=y

o=

Entonces se tiene

3

IT, £ * el < [ IT £ * of *o¥ .
L i,j=-2 2 2

* oV | <
k+j L

N

3
VONT (£ * oY . .) * o'l He¥ . .1
i,j=-2 m 2k+1 a | p 2k+J LP

3
c a® TonE * eV o heY .,
i,j=-2 2RI P Tk e

N

3
<cC a® TOuEn eV oo eV,
i,j=-2 LT 2KFiga " okkip

—(k+i)2 z(k+j)n
2 g P

N

3
ca®ufl )
L° i,j=-2

a—n(l.+L) a-2
TP fl _=ca TIfl
r
L L

N

C a

Demostracidén del teorema 4. Primero demostraremos que el operador T,

es tipo débil (L",L®) para r y s tales que

p'<r<p , r<

Qs

0|
-
Q

Para ello descomponemos el multiplicador m en my n’ como en el lema
3) donde A serd elegido convenientemente.

Sea entonces f € LY,

I{x/]Tm f(x)| = t}| < |[{x/]|T \

m

£ | > t/2}] + /T £(x)]| > t/2}]
A |

Como r' > -2 y r' > p usando la parte i) del lema 3) -obtenemos:

n-o
i n
i | “ T
IT, £ <Imil 4 I€l < Ca e
A . L L
! n
o~y
Eligiendo entonces % =Cx, £l r tendremos
L

AT, £GO1 > FH

1]
(=]
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Por la parte ii) del lema 1) sabemos que T 5 €S un multiplicador aco-
m

tado de LP(R™) en LP(R™) con norma acotada por C A%, por lo tanto las

mismas conclusiones valen para r, si p' <r < p. En particular es ti-

po débil (L¥,LY) obteniendo asi

t C ar .
| {x/ Tm“ f(x)| = 7}' < ;? A ”f"Lr =

ar

N n
ol
e L N F LI
. L
£ ra Il £1l
r r(l——-—)
-L ra-n L .S
= C = C .
( " ) ( )

Usando ahora el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz concluimos

que
T ~es un operador de tipo fuerte (L¥,L%) para max { % ’ % } < % < %,,
1.1 _ ¢ ; &bi P s 1.1 _«a ; n

ST o Y que Tm es tipo débil (L*,L°) con 5D n sip < %

Aplicando un argumento de dualidad a los resultados fuertes se obtiene

que Tm: LY — L8 para

s o]
< =< min {5.+ , 1}

Bie

1
T

T =
=]

Interpolando nuevamente se obtiene el tipo fuerte en el intervalo de-
seado.

Resta entonces probar que si %‘< % » Tt Ln/“ — BMO es decir que

f e Ln/a » para cada cubo Q existe una constante C

Q tal que
1
o [ty e cpt oax<cua,
Q
C independiente de Q y de f.
Podemos suponer que Han/a = j.
Descomponemos ahora f = fl + f2 donde
‘ f(x)  si 1£(x)I= 2
fl(x) =
) 0 en . otro caso.
Ti n
I : 2rd i = n
De esta manzra fi €L , 1 =1,2 para r, < 3 rg T,.
Eligiendo entonces CQ ='Tm f2 (xo) donde X, es el centro de Q, se

obtiene



1T
—_ |IT £ - C, | (x)dx <
1ql J m o0
Q

< TéT l T, £,(x) |dx + TéT J 1T, £,(x) - T, £,(x,)|dx .

Q

Para estimar la primera integral haremos uso de la primera parte. de

este teorema.

. a .1 .. o 1
Sea T, tal que o < rl< min { a + P 1}, Como en este caso

r S

% < % , por lo ya demostrado T, es de tipo fuerte (L l,L 1) con
[P -1
S, L 0

Aplicando Holder el ler. sumando se acota por

1 ' C
—i7sC T, flnsl S =757 e, r

1 1
Q] 1Ql L
Ahora bien
1
T /rl n/a I/rl
SN |26 < _[[|£§zl| ] -
Lt {x:l £(x)|=> A} R
-
1-B_ ar n/a(® - l_) _ _n
= %T1o 0l = A noTr o= %%
n/a 4
L
" Por lo tanto serd suficiente elegir A tal que
A ¢ o= 1ql
Para acotar el segund6 sumando elegimos r, tal que 2 <71, <p yde

modo que si B = a- %r- se tenga 0 <8 < 1.
2

Para. un tal r

9 sabemos por el lema 2 que

Ahora bien, f, € L 2 y entonces T, f, €L
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Usando entonces la caracterizacién mencionada para los espacios L

P
en el lema 2, se tiene que si llamamos
= B o = - 4
h = X y a=lx-x]
ITljl fz(x) - Tm fz(xo)l = le fZ(xo + a h) - Tm fz(xo)l <
n
a-— a-—
r, r, .
< C-a T _ £, < Ca IH£ M .
m 2 2" r
L n 2
o=— L
T2
Pero, como antes,
1/r 1/x
L) 2 n/a 2
e . = I £ <[ |[E -
L 2 {x/|£(x)|<2} 0
1B n _-n TG 1l e
‘11'2 u.rz ocr2 n arz r, n
= A I £ = 2 = |qQ| = |q| .
Ln/a

Con estas estimaciones se obtiene entonces

C

—_ [Tm f,(x) - T, fz(xo)ldx < 1 <
Q] e
Q r n

2
lQl ¢
.lo cual completa la demostracidn del teorema.
El siguiente Teorema, cuya demostracién omitimos por ser andloga a la

anterior, generaliza los resultados del Teorema 4 al caso en que

. P n q n
T, lp R — 18 ®Y .

TEOREMA 5. Sea T_ un operador multiplicador, Tpill R — Lg (RM,
con q 2 p (de otro modo Tm = 0). Por el lema 2, podemos suponer que
1

Q' <p y q = 2. Entonces si 0 < ﬁﬁg < 5T el operador Tm es

a) acotado de Lr(Rn) en L°(R™) para

max {

D=

- 1 ) -
+B°"—%}<—I¢<m1n{ 1,;—,+B—°‘}



c) acotado de LY (R™) en BMO st

[1]

[2]

[3]

[ 4]
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