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RESUMEN. Se consideran operadores invariantes por traslaciones entre 

clases LP de Holder globales como las tratadas por N. M. Riviere. Se 
a 

dan condiciones bajo las cuales estos operadores son continuos entre 
las clases LP de Lebesgue. 

Damos primeramente un resumen de las definiciones y resultados que us~ 
remos, contenidos en el trabajo "Classes of Smoothness, The Fourier 
Method" de N.M. Riviere, el cual, creemos,no ha side publicado. 

LEMA 1 

Hx) ;> 0 

Existe ~ E C~(Rn) aon soporte en {x:1/4 ~ I xl ~ 2} 

Y 
+ .. 

para x E Rn , x ~ 0 
m=-OI) 

tal. que 

Diremos en este aaso que ~ es una "funaion de Hormander" (c£'[ 11). 

NOTACION. Dado a > 0 y f una funci6n definida sobre Rn, denotamos 

por fa la funci6n fa(x) = f(ax). 

DEFINICION Dada ~ aomo en eZ Zema 1. 1 ~ p ~.. y a E R , definimos 

eZ espaaio: 

donde'~ denota Za antitransformada de Fourier' de g. 

Observamos que sup II f*~ VII 
a>O a LP 

no constituye una norma si 

p = .... 

. Los resultados siguientes prueban que en la definici6n de H!(RD ) pode-

mos reemp1azar a ~ 

cio de medidas de 
e1 espacio de sus 

por otras funciones. Denotaremos por M(RD) "e1 esp.!! 
. II D 

Borel sobr.e RD de variad6n total fini ta y por M{R ) 

transformadas de Fourier. (cf. [3]). 
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" TEOREMA 1. Sea n E M(Rn) , x E R, satisfaaiendo alguna de las aondi-

aiones: 

n(x)1 xl- r " a) E M(Rn) si o <a < r 

b) r "n n (x) I xl E M (R ) si -.r < a < 0 

" c) n(x){1 xl r + I xl- r } E M(Rn) si a = 0, r > 0 

Entonaes existe una aonstante C 

1 .;;; p .;;; 00, II v * fll .;;; na LP 

DEFINICION. ~ E C(Ru\{O}) se diae tauberiana si dado x # 0 existe 

A = A(X) > 0 tal que $(AX) # o. 

TEOREMA 2. Si n E M(Ru) es una funai6n tauberiana y para toda 

II n v * fll .;;; 
a LP 

,entonaes 

IIfll '';;; CO,C l donde Co = CO(n). 
HP 

a 

Para e1iminar e1 problema de 1a norma en HOO(RU ), asi como para comp1e a . -

tar1os, independizandonos de 1a condici6n f E LP(Rn), consideramos 

e1 espacio S(Ru\{O}) definido como aque11as funciones de S(Ru) que 

se anu1an junto con todas sus derivadas en e1 origen. E1 dual de este 

espacio se denota por S'(Rn\{o}) y se puede identificar con e1 es

pacio S' (Rn)/6 donde 6 indica e1 conjunto de distribuciones con 50-
porte en e1 origen. Cabe observar que con esta identificaci6n tiene 

sentido 1a transformada de Fourier para elementos en este espacio y 

da un isomorfismo con S'(Ru)/P , donde P es e1 conjunto de polino
mios en n variables. 

DEFINICION. Sea 1.;;; p ~ oo,a E R. Dada una funaion de H8rmander 

definimos 

y denotamos pOl' II fll 
LP 

a 

Dando un sentido preciso a .f * n:, para una 

f E S' (Rn}/P, podemos obtener los an410gos de los teoremas 1 y 2, con 

10 que se ve que 1a defi~ici6n de LP(Rn) no depende esencia1mente de 
a 

~ . 
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. Enunciamos a·continuaci6n algunas propiedades basicas de estos espa
cios: 

TEOREMA 3. LP (Rn) , 1 .;;;; p ;,;;; co e,s un espaaio de Banaah y 
a 

si ( 1 1) . .;;;; .;;;; a = a + n r - p S1- P r co 

b) LP(Rn) C L~(Rn). En ~o que sigue denotaremos pOl' LP(Rn) a~ espE. 

aio L~(Rn). 

c) Si p = co j a > 0, L: (Rn) ·aoinaide aon e ~ espaaio de funaiones f 

que satisfaaen, para k < a < k + 1 

o para todo I yl .;;;; k 

ii) sup I hi k-a 
x,h,1 yl =k 

y si a = k + 1 , 

i') f E Ck(Rn) , 

C(~)y f)(x+h) - ((~)y £) (x)1 < 
ox I ox 

(~)Y f (0) = 0 para todo 
ox 

Iyl .;;;; k y para 

I yl k, (~)Y f(e.) = 0 donde {e j }j=1 es la base aanoniaa 
ox J 

de Rn. 

ii') sup I hi -11 ~~ (~)y f(x)l< co 

x,h,lyl=k 'ax 

donde ~~ f(x) = f(x+h) + f(x-h) - 2f(x). 

Los supremos en ii) y ii') dan aantidades equiva~entes allfll Lco 
a 

DEFINICION. Unoperador T se diae un operador mu~tipliaador si existe 
1\ 1\ 

.(e~ mu~tip~iaador) tal que (Tf) = m f para toda f ta~ 

que f E S(Rn\{O}). Denotamos esta relaai6n esaribiendo T = T . 
m 

Enunciamos ahora algunas propiedades basicas de estos operadores: 

LEMA 2. Sea Tm un operador aon mu~tip~iaador m, tal que 

a) Tm: L:+o(Rn) -+ L~+o(Rn) si & E R. 

b) T . Lq' eRn) -+ LP' (Rn). 
m' a p 

Estamos en condiciones ahora de enunciar el Teorema fundamental de es
te trabajo, elcual da para el caso p = '" un resul tado analogo al 
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obtenido en [41 • 

TEOREMA 4.·Supongamos que Tm es un operador aon muZtipZiaador m., 

P n P n a 1 Tm: L (R ) --+ La(R), donde 0 < n < p' , p ~ 2. Entonaes 

si max {-! 
p 

~} <' 1 < . {1 1 ~} n r m1n,p'+ n 

y 1 
5 

a 
r n 

c) T : Ln/a --+ BMO 
m si .!<~ 

p n 

Necesitaremos algunos lemas .previos: 

.!>~ y 1 
p n 5 

.! _ a 
p n 

LEMA 3. Si Tm aomo en eZ Teorema 4. dado t > 0 podemos esaribir 

m = mt + mt donde 

y 

ii) mt es un muZtipZiaador en LP(Rn) aon norma (aomo operador) 

aaotada por eta. 

k k +1 
Demostraaion. Sea k tal que t E [2 0,2 0 ). Definimos: 

o 

L m ~ k 
k=k +1 2 

o 

k 
o 

L m~. k 
k=-co 2 

Ahora bien, siendo ~ una funci6n de Hormander se tiene 

~ k 
2 

2 

L ~2k ~2k+i ~2k+j i,j=-_oo 

L ~ k ~2k+i ~ k+' 
i,j=-2 2 2 J 

Por 10 tanto si 1 
q 

co 

L 
k=k +1 

o 

* -v * <P k 
2 



157 

00 2 
.;;; * q,v I . I liT (q,v k+') II ,II q, v k+ .11 

k=k +1 i,j=-2 m 2 1. 21<; LP 2 J L r 
0 

2 
ZkCL .;;; I I II w v k+ .11 , II w v k+ .11 

k=k +1 i,j=-2 2 1. LP 2 J Lr 
0 

ya que q ;;;. p' y por dualidad T : LP' (Rll) ---->- LP' (Rll) . 
m CL 

Ademas 

II w V.ell (J Iw VR (x)1 8 dx)l/s 1 (J I ~ (x.e) 18 dx) l/s 
2 L S Rll 2· Zll.e Rll Z 

n.e n.e 
-"5' v -~ 

z II wll c z 
L8 8 

De este modo se obtiene 

I I 
-~(k+i) -~, (k+j) 

ZkCL z P Z r 

Siendo q 

IIm~1I .;;; 
Lq 

k=k +1 
o 

c I 
k=k +1 

o 

>~ n-CL , 

i,j=-2 

k(CL-~-~ ) 
2 P r' 

n < 0 CL - q' 
II k (CL-~ ) 

C Z 0 q' .;;; C 
CL-q, 

t 

10 cual prueba i). 

y 

C L 
k=k +1 

o 

entonces 

k(CL-~ ) 2 q' 

Para demostrar (ii) consideremos f E LP(Rll ), entonces 

k k 

II T t fll 
m LP 

0 1\ 0 

I (m w f) vII .;;; I II t m (f) * wV II 
k=-oo 2.e LP k=-oo 2k LP 

k k CL 0 
zka .;;; C I II fll .;;; C Z 0 II ff! .;;; C t CL II fll 

k=-'" LP LP 

puesto que a > O. 

.;;; 

L P 

.;;; 

LEMA 4. Sea Tm un operador can muZtipZicador m tal que Tm: LP --4 L; 

entonces para r < p, T : LX: --+ Loo 

m II CL-
r 

Demostraci6n del lema 4. Supongamos a E [Zk,Zk+l) ,entoncl'S 
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I L <Ii 
a i=-oo i., j =_co 

3 

L <Ii a <li 2k+ i ~2k+j' 
i,j=-2 

..... " 
Sea ahora f 6 L r CRn) y q tal' que 

Entonces se tiene 

3 
lIT 

m L 
i,j=-2 

liT 
m 

3 

1 
P 

1 + 1 - 1 rq 

.;;;; C all L II f * <Ii v k+ ,II II <Ii v k+ .11 , .;;;; 
i,j=-2 2 1 LP 2 J L P 

3 
.;;;; C all L II fll II <Ii v k+ .11 II <Ii v k+ .11 , .;;;; 

i,j=-2 Lr , 2 1 L q 2 J LP 

3 
.;;;; C all IIfll L 

Lr i,j=-2 

-(k+i).!!., 
2 q 

n a--

-(k+j)n 

2 P 

Car II fll 
L r 

Demostracion deL teorema 4. Primero demostraremos que el operador.T 

es tipo d~bil (Lr,L s ) para r y s'tales que 

p' .;;;; r .;;;; p 1 a 
S r n 

Para, ella descomponemos el multiplicador m en rnA y rnA como en el lema 

3)donde A sera elegido convenientemente. 

Sea entonces f E Lr, 

l{x/lTm f(x) I ~ tll .;;;; l{x/lT A f(x) I ~ t/2l1 + j{x/lT f(x)1 > tlZll 
m rnA I 

Como'r' >....!!....- y r' ~ p usando la parte i) del lema 3)obtenemos: n-a 

f (x) I ) II m~1I rt 
: L i , ! I 

n a--
11£11 .;;;; CAr 

L r 

n a-, r 
Eligiendo entonces t 

4' C A tendremos 

I {xii T f(x)1 > ill o. 
rnA 
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Por la parte "ii) del lema 1) sabemos que T A es un multiplicador aco
m 

tado de LP(Rn ) en LP(Rn) con norma acotada por C Aa , por 10 ~anto las 

mismas conclusiones valen para r, si p' < r < p. En particular es ti-

po d€bil (Lr,L r ) obteniendo as! 

I{xl T 
a 

m 
f(X)/;;;'}}/< Aar 

n 
C 

a--
(_t_) r IIflir 

t r II fll r " L r 
L 

IIfll r r(1-~) 
C ( ___ "_L_) ra-n 

t 

II fll 
r 

C ( __ L_)S 
t 

Usando ahora el teorema de interpolacion de Marcinkiewicz concluimos 

que 

Tm es un operador de tipo fuerte (Lr,L s ) para max { ~ , * } < ~ < ~" 

-s r 
~ y que T es tipo d€bil (LP ,L s ) con n m S p 

a 
n si P < !!. a 

Aplicando un argumento de dualidad a los resultados fuertes se obtiene 

que Tm: Lr -+ LS para 

1 + a < 1 < min {1 + ~ 1} 
P n r p' n' 

Interpolando nuevamente se obtiene el tip~ fuerte en el intervale de
seada. 

Resta entonces probar que si 1< ~ T: Ln/a -+ BMO 
p n' m es decir que 

n/a f E L ,para cada cuba Q existe una constante CQ tal que 

1 

I QI 
J 1Tm f - CQ I (x)dx<C IIflin/a 

Q 

C independiente de Q y de f. 

Podemos suponer que IIflin/a 1. 

Descomponemos ahora f f1 + f2 donde 

f1 (x) 
r f(x) 

1 0 

si I f (x) I;;;. A 

en.otro caso. 

r. 
De esta manera f. E L ~ i =1,2 

~ 
para r 1 

Eligiendo entonces CQ = T f2 (xo) don de 
m 

obtiene 

< !!. < a 

x es el 
0 

r 2 · 

centro de Q, se 
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I QI 

1 

IQI 

J ITm f- CQ I (x)dx';;; 

Q 

16Q 

Para estimar la primera integral haremos uso de la primera parte. de 

este teorema. 

Sea r 1' tal 

l<~ , por p n 

L _ a 
n 

que ~ <: 1 < min· n r 1 

10 yademostrado 

{ ~ + p' n , 1 }. 

T es de tipo 
m 

Aplicando Holder el ler. sumimdo se acota por 

1 liT f II .;;; _.C-,-_II fIll 
l/sl m 1 s l/sl r 1 

I Q I 1 I I Q L 

Ahora bien 

Como en este caso 

fuerte (L r1 ,L s1 ) cpn 

]

1 /r 1 r 1 

.. I f(~) I .;;; A 

f{x:, f(x)l;;;. A} 
[ U'f'lf'°j'hl 

n 

n/a(~ 
A n 

Por 10 tanto sera suficiente elegir A tal que 

n 

A a I QI 

Para acotar el segundo sumando elegimos r 2 tal que !!< r 2 .;;; p y de 
a 

modo que si a = a- n tenga 0<13<1. r 2 
se 

Para. un tal r 2 sabemos por el lema 2 que 

r 2 
Ahora bien, £2 ELy entonces 



16.1 

Usando entonces la caracterizaci6n mencionada para los espacios 
en el lema 2, se tiene que si llamamos 

IT. f2 (x) m 

n 
(l--

.;;; C'a 
r 2 

Pero, como 

h 
x-x o 

- T f 2 (xo) I m 

liT f211 m LO> n 
a--r 2 

antes, 

IT 

.;;; 

y a = I x-x '1 
o 

m 
f 2 (xo + a h) -

n a-
C a 

r 2 
II f211 r2 

L 

T f 2 (xo)1 .;;; 
m 

LO> 
p 

Of " "' [) 2 L r2 {x/lf(x)I<).} 

]", If(~)lr2 2 .;;; [ ]'" ). J
Rn 

IffX) In/a 2 

Con estas estimacioneS se obtiene entonces 

' .. 

1 

IQI 
I n(~-~) 

Ix-xol 2 dx .;;; C, 

Q 

. 10 cual completa la demostraci~n del teorema. 

El siguiente Teorema, cuya demostraci6n omitimos por ser analoga a la 
anterior, generaliza los resultados del Teorema 4 al caso en que 

aon q ;;;. p (de o.tro modo Tm - 0). Por eZZema 2. podemos suponer que 

q.1 .;;; p y q ;;;. 2. Entonces si o < a-a < 1 eZ operador T es n pr m 

a) acotado de Lr(Rn) en LB(Rn) para 

max 1 1 + a- a . l} < ~ < min 1 , 1 + a-a - qr p p n q n 

1 1 1 + 1 a-a y. - -s r p q n 

p B 1 > a-a 1 1 a-a b) de tipo debiZ (L ,L ) si y q n s q n 
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