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TRUNCACIONES DE INTEGRALES SINGULARES
POR FAMILIAS DE RECTANGULOS

H.A. Aimar

INTRODUCCION. E1 objeto del presente trabajo es estudiar la convergen-
cia de las integrales singulares de Calderén y Zygmund, cuando éstas
son truncadas por familias de rectingulos.

Resultados en este sentido fueron obtenidos en [ 2] asumiendo suavidad
en el nlicleo sobre la esfera unitaria. Aqui s6lo se supondrd que la
parte par del nicleo pertenece a la clase L 1og+ L(Z) y se probari la
acotacién en LP, 1 < p < =, del operador maximal asociado a las trun-
caciones por rectdngulos de lados paralelos a los ejes. (1. y 2.)

En 3. se obtiene la existencia de limite para funciones buenas y en 4.
se derivan los correspondientes teoremas sobre convergencia.

En 5. se consideran posibles extensiones al caso en que los rectédngu-
los pueden tener cualquier direccidn.

Es interesante destacar que estas técnicas pueden aplicarse a familias
de conjuntos simétricos que, en cierto sentido, sean equivalentes a
rectdngulos, como es el caso de las familias de elipsoides que corres-
ponden a métricas parabdlicas.

1. R® denota el espacio euclideo n-dimensional, I es la esfera unita-
taria de R". Sea K(x) un nticleo de Calderdn-Zygmund en Rn, K(x) =%£?%
con @ una funcién homogénea de grado cero, par y perteneciente a la
clase L 1og+ L(Z) con la propiedad J Q(x')dx' = 0.

i I

Sea F la familia de todos los rectdngulos centrados en el origen de
R™ con lados paralelos a 165 ejes. Para R en F se define

TE) = [ K) £y .y
yE¢R

con f en LP(R®) y 1 <p <.

Que la integral que define Tpf(x) es finita para casi todo x de R", se
deduce del resultado andlogo para la truncacién por bolas (Ver [1]).

. TEOREMA 1. 872 T*(f)(x) = sup ITRf(x)l es el operador maximal asociado
ReF
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a la familia {TR}R€F°

Entonces T* es de tipo fuerte sobre LP para 1 <p < =.

Demostracién. Para k un niimero natural entre 1 y n, definir F, como

la familia de rectdngulos R centrados en el origen y lados paralelos

a los ejes tales que, si los lados de R tienen longitud ay,...,3 , S€
verifica que a, < a, vi.
n n
Como F = U F, se tiene T*(f)(x) < ) sup |T f(x)| por lo tanto es
R
k=1 k=1 ReFk

suficiente probar que cada uno de los operadores T;(f)(x) =

= sup ITRf(x)I satisface la tesis.
ReF
‘ k
"El nicleo X3 que se obtiene de K intercambiando la primera’y j-ésima
variables, tiene las mismas propiedades que K, por lo tanto es sufi-

ciente probar el resultado para la familia F,.

Sea R un rectdngulo con lado menor 2a en la direccién del eje coorde-
nado X,y B(0,a) la bola de centro en 0 y radio a

K. £Gey) dy - | K(y) . £(x-y)dy

TRf(x) = J
yeR-B(0,a)

y#B(0,a)
de donde

T#(£) (x) < TE(£)(x) + sup IK(y) |1 £(x-y)|dy (M

REF1 IysR-B(O,a)

con Tg(f)(x) el operador maximal de .las truncaciones por bolas de la
integral singular, que, bajo las presentes hipftesis para Q, es de

tipo fuerte sobre Lp(Rn) para 1 <p <o (Ver [1]).
Para el segundo término del miembro derecho de (1) es conveniente
usar coordenadas polares en R™. CH designard el dngulo entre el radio

vector del punto y el eje de la coordenada x;. Se designard con 0 la
parte angular del Jacobiano de esta transformacién.

Si para cada k entero no negativo, se considera el conjunto
R, = {y e R™: ly,l <a; lyl <a 2%} es claro que la unién de todos los
R, cubre R y que R, es B(0,a).

Con la notacién

| K €y dy < | KO | [ £(x-y) [dy  +
R-B(0,a) RI—B(O,a)

_ 1K) | [£Goy) [dy <
k=2

k k-1

<[ KO EGey) lay +
R1~B(0,a)
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bt 1
+ kzz ;E—EETE:T) JR X le(y) | £(x-y)]| dy (2)

k k-1

El primer término en el miembro derecho de (2), se acota superiormen-
te por

Lnf lay) [ £(x-y)| dy
2R

que a su vez estd dominado, salvo factor constante, por

el 1200 | [£(x-y) | dy

|B(0,2a)| ‘B(0,2a) k

como la funcién maximal para estos promedios con "peso" [2(y)] es de
tipo fuerte sobre L? (Ver [1]), resta estudiar el segundo término en
el miembro derecho de (2).

Observando que Rk - Rk_1 estd incluido en el conjunto

{y € R": % - arc sen EE%T <6< % + arc sen Zkll , a2kl <o < a2y
e introduciendo la notacién siguiente
y' = T%T = (cos ©,, sen 9, cos.oz, <., Sen 9, ...rsen On_l) ,
dy' = 0 den_1 cen d@2 dO1 , oL = % - arc sen %1

) 1
B. = % + arc sen w1 y 0, ={y'e] : a, <0, <B.} (x=1)

X

[NE]

la k-&sima integral en la serie del miembro derecho de (2) puede mayo-
rarse por

aZk -1
101 [Tty ot g gy <
0 a
k .

n-1 k(n-1) a2k
[ raenn et KD e oy 0 aye
0y 0
De todo lo anterior, se concluye que
k
o a2
o Eo Mg lay <2 1 [ daolcde [T sy lanay @)
- k= (o] a

k

: .
Si My.(f)(x) = sup %»J.|f(x—py')|dp es la funcidén maximal de Hardy-
h>0 0

Littlewood en la direccidén -de y', de (3) se obtiene:

sup [ (KO £Gem ey <c ] [ laon M Doy @)
ReF 7R-R; k=2 0, : .

Aplicando la desigualdad de Minkowski para series y para integrales al
miembro derecho de (4), y como la funcidén maximal My,(f)(x) es de tipo
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fuerte en LP con constante‘Cp que no dépende de y', resulta:

s [ Ko Eeey) Lyl <
ReFl R—Rl P

)

<C | J laty) ] M ()N, dy' <
. k=2 Ok

<c, (1] I laty')| dy') . Il
k=2 70, .

Para obtener el teorema es, por tanto, suficiente demostrar que la se-

rie ) J |Q(y')|dy' es convergente.
k=2 0k

La funcién I de la variable redl x > 1, que se obtiene integrando |2
sobre la banda esférica O, es no creciente. De aqui que

k
I(k) < I I(x) dx y en consecuencia:
k-1

) [ k oo
L[ teoniay < 1o 1eaax - [ 100 o -
k=2 ‘o, k=2 Jk-1 1

I“ JB(X) I" JW f2ﬂ| ol
= v 2(cos®,,...,senb....send Yl |e|de ...de. dx
1 Ja(x) 0 0 Jo 1 1 n-1 n-1 1

Cambiando el orden de integracidn en las variables 0, y X, efectuando
la integracién en esta Gltima y denominando g(Ol) a la integral mGlti-
ple interior respecto de las variables angulares 0,,...,0,_; se€ tiene:

® w
) f laly)ldy' < ¢ J g(e,) 1n — 1 _——de, <
k=1 ‘0, 0 |sen(o, -7) |
i 2
<C j g(01) 1In — dOl (5)
-0 le, -3l

Para acotar el Giltimo miembro de (5), partir la esfera unitaria } como
unidén de los conjuntos

2 1/2
Ay =1yt el / ey = ( =)}
. lo, -7l
~ 1/2
Ay = el / lan] < () )
' tey, -3l
y volviendo a la definicidn de g, es
¥4
I g(0) In —2—— do = f laty')| In —2— dy' <
0 le, -3l t le, -3l
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| , 12 )
< 2 J lety")| 1n [@(y')ldy' + f (——=) I
: Al AZ Iel'-z—l

donde las dos filtimas integrales son finitas.

2. Si ahora el nfcleo K(x) es tal que su restriccién a la esfera unita
ria Q estid en la clase LI(Z) y es impar. Y si F denota la familia de
todos los rectingulos centrados en el origen (o atGn familias. de conjun
tos mids generales con simetria respecto del origen), adaptando,con 1li-
geras modificaciones, el método de las rotaciones de [1] , se obtiene
que:

(6 () = sup || KO EGe-y)dy]
ReF y¢R

es de tipo fuerte sobre LP para 1 <p < =,

3. Se probari en esta seccién, que las familias monoparamétricas de
rectingulos introducidas en [2], para las cuales existe el limite de

las truncaciones, puntual y en LP(R") y para funciones de Cé(R“), si-
guen teniendo esta propiedad aln con las condiciones débiles sobre K.

Se supone, entonces, que K satisface las propiedades de la seccidn 1.
y que F es una familia a un pardmetro (t > 0) de rectdngulos del tipo:

- n ) . . .
R, ={y eRrR" : |Yi| <t ; IYJ.I <¢j(t) j # i}

donde i es un indice fijo y ¢j : R¥ — R son funciones con las pro-

¢, (t)
piedades lim+ ¢j(t) =0 ; ¢j(t) =t vy —lf—— tiene limite (posible .
t->0

mente infinito) para t — o*. Suponiendo que i=1, que f € Cé(Rn) y

denotando por Qt el cubo de arista t con centro en el origen y lados
paralelos a los ejes, la truncacién de la integral singular por el rec
tdngulo Rt valuada en el punto x, puede escribirse asi:

K(y)[£(x-y)-£(x)]1dy + I y

K EGx-y)dy + £60 [ KO) ay
y Q1

Q=R Q-R,

La convergencia del primer término se obtiene de la manera habitual
(ver [2]). E1 segundo:sumando estd en LP(R™), pues, es una truncacién
de la integral singular para f e LF(RM).

Observando que K(y)dy = I K(y)dy - J K(y)dy y que
Q,-Q R

Qy-Ry t
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K(y)dy = 0, se concluye que es necesario y suficiente que exista
Q;-Q, :
y sea finito el limite lim+[ K(y)dy, para que exista limite pun-
t+0 ‘R _-Q
t °t

tual y en LP(R™) de las truncaciones por la familia F, aplicadas a
1,.,n
feco(R).

Si P denota el conjunto de las partes no vacias de {2,3,...,n}, es

f K(y)dy =
R, _-Q

[ (| xmay, .oav) (6)
. JeP |y1|<t A (t) '

donde A (t) = {(y,,...,y)) / t < ijl < ¢J.(t) sijed; ]yjl <t sij@&J}

Por un cambio de variables, el segundo miembro puede llevarse a la

forma:

[K(1,V,,een,V) + K(-1,V,, .00,V )14V, .. ,dV_}du (7)

=

1
IR
JeP ‘0 BJ(t,U)

¢, (t)
= 1 j 1l osi s .
con By(t,u) = {(V,,...,V)) / <|Vj| <=5 g si e |Vj| <
<l sijea.
' ¢, (t) ) o
Como por hipdtesis el limite de —l?—— existe, es suficiente probar la

finitud de

jl : I

ut

0 Vvie. avist
2 n u

que acota a cada sumando de (7).

[KCT1,Vy 5 VI HK(-1,V, 500,V ) Y, L LdV ) du (8)

. n-1 2 2 .
Se introducen coordenadas polares en R 0, mds geométricamente, en

el hiperplano H = {(1,V2,...,Vn):(V2,...,Vn) € R“-l}, 1lamando

92,...,6n_1 a los dngulos polares, A a su dominio de variacién y
r? = Vg L Vﬁ. ©' denota la parte angular del Jacobiano de este

cambio de coordenadas. 0, 8,y o significan lo que en el teorema 1.

La integral (8) estd mayorada por la suma de las integrales

(-] - i ' '
. Jl I I [e((-1) ,rcosez,rsen92c0593,...,rsenez...senen_l)l
1odoly ) 1+ 12
u
. ' s 1 =
o] do__,... d6,dr} du ; i = 1,2. (9

Invirtiendo el orden en las integrales respecto de u y de r, efectuan
do la integracién respecto de u, e invirtiendo nuevamente el orden en
tre r y las variables angulares, se obtiene
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J Iw [Q((-l)i,rcosez,rsenezcose3,...,rsenez...senen_l)l
A

1 1 + r2

Jdnr dr|9'|d6n ..de, 5 io=1,2.

-1

Para I,, es natural el cambio de variables r = tg6; y por la homogenei
dad de Q estd mayorado por

A3
2 N
IA Jn lﬂ(cosel,senelcosez,...,senel...senen_l)Iln cose le'] de

A
s
2

..de__, < C(n) IAI" lfz(cosel,...,sene.1 .send_ 1)Ilncose lelde ..de__

%

cuya finitud se comprueba de manera anidloga a la de (5).

Para I, puede procederse de un modo similar.

OBSERVACION 1. Si K estd en las hip6tesis de 2. es claro que

f K(y)dy = 0, luego también en este caso existe limite puntual y
Q,-R
1 7t

en LP(R®) de las truncaciones aplicadas a f € Cé(R“).

4. Los resultados 1., 2. y 3. conducen, procediendo del modo habitual
al teorema de convergencia puntual y en LP(R"):

TEOREMA 2. Sea K un nideleo tal que la parte par de Q estd en la clase
L log* L(Z) y tiene media nula, y su parte impar es integrable sobre
L. F = {Ré}t>0 eomo en 3.

Entonces

a) 11m T f(x) existe para casi todo x y para f € LP (R™) con 1<p<e,
t>ot t

b) 1lim TR f existe en el sentido de LP(R®) para f € LP(R™) con
e+0t Rt

1 <p <o,

5. Cuando se trunca la integral singular por la familia F de todos los
rectingulos con centro en el origen, puede obtenerse un andlogo del
teorema 1 si se exige.que @ € L¥(Z) para algln r > 1.

TEOREMA 37 Si Q@ € L¥(I) para algin v > 1, tiene media nula y es par.
Entonces:
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T(H ) = sup ]TRf(x)| es de tipo fuerte sobre LP(R™) con 1 <p < o,
' ReF

Demostracidén. Dado R € F, sea pp una rotacién de R" que lleva R a un

rectdngulo R' de lados paralelos a los ejes y con el lado de longitud
minima 2a en la direccién de X

1

Con esta notacidn T f(x) = I K(pg y)f(x'9£1Y)dY
\]

yéR

Procediendo como en el teorema 1, se advierte que sdlo requiere un tra

tamiento diferente el término general de la serie

-]

1

L I
L n,(k-1)n _pt
k=2 a2 Ry-Ryp g

-1 -1
l2Cog " y) [ £(x-0p"y) | dy

Con tal objeto, se consideran los operadores

- -1
l2Cox'y) |1 £(x-p3'y) | dy

LE(£) (x) = sup
R 1_p!
k k-1

1
eF anz(k—l)n JR
que estdn mayorados salvo factor constante por

sup [ Jaceply I M, ()0 ay!
ReF ‘0, P v'

usando esta acotacidén y la desigualdad de H6lder, para f € L”(R™) se
1 £l donde r' es tal que L l, = 1.

Kl T T

2°r

; *
tiene nkaHm <C HQHr

Dado p tal que 1 < p <=, se elige q con 1 < q < p. Sea £ € LY(R™).
Es claro que

1

L (f)(x) < C. —
k S |B(0,a2%) | [B(O,aZ

e e THEG-y) | dy
)

luego

HLEqu <C Hfﬂq para alguna constante C > 0 independiente de k.

La norma LP de estos operadores puede acotarse, entonces, por el teo-
rema de Marcinkiewicz:

1

"szﬂp <K —I .
2k -;l(l-p)

£
P

el resultado sigue de la convergencia de la serie | —_—
1 -4
k ok 2, (1 p)

OBSERVACION 2. Con el método del teorema 3 pueden obtenerse resultados,
que son parciales en cuanto al rango de variacién de p, pero ‘con condi
ciones mds débiles sobre Q. Por ejemplo, si © € L(log*L)® (I) para al-
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gn o > 1, la serie es convergente para p > _*lT' y por lo tanto el re
’ o
sultado se obtiene sdlo para estos valores de p.

OBSERVACION 3. El1 teorema 3 permite obtener resultados de convergencia

puntual para familias de rectidngulos del tipo Rt = pt(R't), donde R't
son rectdngulos como los de 3. y P, son rotaciones de R™ que, cuando

t > 0+, tienden a una rotacidn fija p.

En cuanto a la convergencia en norma p, es claro que se obtiene ain en
el caso general Q € L log* L(Z).

OBSERVACION 4. Las mismas técnicas se aplican si en lugar de rectdngu-
los se tienen otros conjuntos simétricos, con la propiedad de contener
una bola y estar contenidos en una banda de ancho equivalente al dii-
metro de dicha bola. Asi, podrian elegirse las familias de elipsoides
correspondientes a métricas parabdlicas y obtener también convergencia

de las integrales singulares elipticas consideradas aqui.
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