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INTRODUCCION. El objeto del presente trabajo es estudiar la convergen
cia de las integrales singulares de Calder6n y Zygmund, cuando estas 
son truncadas por familias de rectangulos. 

Resultados en este sentido fueron obtenidos en [2] asumiendo suavidad 
en el nucleo sobre la esfera unitaria. Aqui 5610 se supondra que la 
parte par del nucleo pertenece a la clase L log+ L(E) y se probara la 

acotaci6n en LP , 1 < P < 00, del operador maximal asociado a las trun
caciones por rectangulos de lados paralelos a losejes. (1. y 2.) 

En 3. se obtiene la existencia de limite para funciones buenas y en 4. 
se derivan los correspondientes teoremas sobre convergencia. 

En S. se consideran posibles extensiones al caso en que los rectangu
los pueden tener cualquier direcci6n. 

Es interesante destacar que estas tecnicas pueden aplicarse a familias 
de conjuntos simetricos que, en cierto sentido, sean equivalentes a 
rectangulos, como es el caso de las familias de elipsoides que corres
ponden a metricas parab61icas. 

1. Rn denota el espacio euclideo n-dimensional, E es la esfera unita

taria de Rn. Sea K(x) un nucleo de Calder6n-Zygmund en Rn , K(x) = S1(xl 
Ixl 

con S1 una funci6n homogenea de grado cero, par y perteneciente a la 

clase L log+ L(E) con la propiedad JEn(x')dx' o. 

Sea F la familia de todos los rectangulos centrados en el origen de 
Rn con lades paralelos a 1;5 ejes. Para R en F se define 

TRf(x) = J K(y).f(x-y).dy 
y¢R 

con f en LP(Rn) y 1 < p < 00. 

Que la integral que define TRf(x) es finita para casi todo x de Rn , se 
denuce del resultado analogo para la truncaci6n por bolas (Ver [11). 

TEOREMA 1. Si T*(f) (x) sup I T R f (x)1 es e 1. operador maxima 1. asociado 
REF 
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a la familia {TR}REF. 

Entonces T* es de tipo fuerte $obre LP para 1 < P < 00. 

Demostraci6n. Para k un numero natural entre 1 y n, definir Fk como 

la familia de rectangulos R centrados en el origen y lados paralelos 

a los ejes tales que, si los lados de R tienen longitud a l , ... ,an' se 

veri fica que ak ~ a j I:J j . 
n n 

Como F = U Fk se tiene T*(f)(x) ~ L sup ITRf(x) 1 
k=l k=l REFk 

por 10 tanto es 

suficiente probar que cada uno de los operadores T~(f)(x) = 

sup ITRf(x)1 satisface la tesis. 
REFk . 

El nucleo Kj que se obtiene de K intercambiando la primeray j-esima 

variables, tiene las mismas propiedades que K, por 10 tanto es sufi

ciente probar el resultado para la familia Fl. 

Sea R un rectangulo can lado menor Za en la direcci6n del eje coorde

nado xl y B(D,a) la bola de centro en D y radio a 

TRf(x) = J K(y) .f(x-y) dy - J K(y) .f(x-y)dy 
yiB(O,a) yER-B(O,a) 

de donde 

Ti(f)(x) ~ T~(f)(x) + sup f jK(y)llf(x-y)ldy (1) 
REFl yER-B(O,a) 

can T8(f)(x) el operador maximal de .las truncaciones par bolas de la 
integral singular, que, bajo las presentes hipotesis para Q, es de 

tipo fuerte sobre LP(Rn) para 1 < p < 00 (Ver [1]). 

Para el segundo terminG del miembro derecho de (1) es conveniente 
usar coordenadas polares en Rn. 8 1 designara el angulo entre el radio 

vector del punta y el eje de la coordenada xl. Se designara con 8 la 
parte angular del Jacobiano de esta transformaci6n. 

Si para cada k entero no negativo, se considera el conjunto 

Rk = {y ERn: Iy 11 ~ a; Iy 1 ~ a Zk} es claro que la uni6n de todos los 

Rk cubre R y que RO es B(D,a). 

Con la notaci6n 

J IK(y)1 If(x-y)\dy ~ 
R-B(O,a) 

J iK(y)l\f(:c-y)ldy + 
Rl-B(O,a) 

+ y J 1 K(y) Ilf(x-y) \ dy ~ 
k=2 Rk-Rk_l 

~ J . IK(y) \ \f(x-y)\dy + 
Rl-B(O,a) 
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+ L 1 f In(y) II f(x-y) I dy (2) 
k=2 an 2n (k-1) Rk-Rk_1 

El primer termino en el miembro derecho de (2), se acota superiormen

te por 

~'f In(y) Ilf(x-y) I dy 
a R1 

que a su vez esta dominado, salvo factor constante, por 

1 f In(x) II f(x-y) I dy 
IB(O,2a) I B(0,2a) 

como la funcion maximal para estos promedios con "peso" In(y)1 es de 

tipo fuerte sobre LP (Ver (11), resta estudiar el segundo terminG en 
el miembro derecho de (2). 

Observando que Rk - Rk _1 esta incluido en el conjunto 

{ n 7f 1 y E R : -2 - arc sen ----
2k - 1 

< ° < ~ + arc sen 1 1 2 2k-1 

e introduciendo la notacion siguiente 

y' = m = (cos 01' sen 01 cos 02' ... , sen 01 

dy' ° dO d0 2 dOl 
7f 

= ... ct 2 - arc sen 
2x - 1 n-1 x 

f\ = ~ + arc sen 1 y 0 {y' E L < °1 < Sx} (x ;;;;. 1 ) 
2x - 1 

ct 2 x x 

la k-esima integral en la serie del miembro derecho de (2) puede mayo
rarse por 

2k 
f In(y') I r k_1If(x-py') l.pn-1 dp dy' .;;; 

Ok a2 
a2k 

fo If(x-py') Idp dy' 

De todo 10 anterior, se concluye que 
k 

f IK(y)llf(x-y)ldy';;; 2n I f In(Y')I(~ r2 If(x-py')ldp)dy' (3) 
R-R 1 k=2 Ok a2 0 

1 fh Si My' (f) (x) = sup h If(x-py')ldp 
h>O 0 

es la funcion maximal de Hardy-

Littlewood en la direccion de y', de (3) se obtiene: 

sup f IK(y)i"lf(x-y)ldy.;;; C I f In(y')IMy,(f)(x)dy' (4) 
ReF 1 R-R 1 k=2 Ok 

Aplicando la desigualdad de Minkowski para series y para integrales al 

miembro derecho de (4), y como la funcion maximal M ,(f)(x) es de tipo 
y 
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fuerte en LP con constante C que no depende de y', resulta: 
P 

II sup f I K(y) II f{x-y) Idyll· .,;;'. 
REF 1 R-R 1 P 

.,;;C L f 1>l(y')IIIM,(f)(x)ll dy' .,;; 
k=2 ° Y P 

k 

.,;; C ( L f I >l (y ') I dy').!If II 
P k=2 ° P k 

Para obtener el teorema es, por tanto, sufitiente demostrar que la se

rie Y f l>l(y') Idy' es convergente. 
k=2 Ok 

La funci6n I de la variable real x ~ 1, que se obtiene integrando l>ll 

sobre la banda esferica Ox es no creciente. De aqui que 

l(k) .,;; fk lex) dx y en consecuencia: 
k-1 

L f In(y') Idy''';; E r l(x)dx = r1 lex) dx = 
k=2 Ok k=2 k-1 

Cambiando el orden de integraci6n en las variables 81 y x, efectuando 
la integraci6n en esta ultima y denominando g(8 1) a la integral mUlti
ple interior respecto de las variables angulares 82 , ..• ,8n _ 1 se tiene: 

L f l>l(y') Idy' .,;; C r g(8 1) In d8 .,;; 
k=l Ok 0 I sell(8 1 _ I) I 1 

(5) 

Para acotar el ultimo miembro de (5), partir la esfera unitaria L como 
uni6n de los conjuntos 

1/2 
A1={Y'EL/ln(Y')I~( 211') } 

18 1 - II 

2 1/2 
{Y'EL/ln(y')I« 11') } 

18 1 - 21 

y volviendo a la definici6n de g, es 

d8 = f In(y') I In 2 
1 E 18 1 -II dy' .,;; 
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2 J In(y')1 In In(y')ldy' 
Al 

donde las dos ultimas integrales son finitas. 

2. Si ahora el nucleo K(x) es tal que surestricci6n a la esfera unit~ 
ria n esta en la clase LI(~) y es impar. Y si F denota la familia de 
todos los rectangulos centrados en el origen (0 aun familias de conju~ 

tos mas generales con simetria respecto del origen), adaptando,con li
geras modificaciones, el metodo de las rotaciones de [1] , se obtiene 
que: 

T* (f) (x) sup IJ K(y) .f(x-y)dyl 
REF ytR 

es de tipo fuerte sobre LP para 1 < p < m. 

3. Se probara en esta secci6n, que las familias monoparametricas de. 
rectangulos introducidas en [2], para las cuales existe el limite de 

las truncaciones, puntual y en LP(Ru) y para funciones de C5(Rn), si
guen teniendo esta propiedad aun con las condiciones debiles sobre K. 

Se supone, entonces, que K satisface las propiedades de la secci6n 1. 

Y que F es una familia a un parametro (t > 0) de rectangulos del tipo: 

donde i es un indice fijo y ~j : R+ --+ R+ son funciones con las pro-

piedades lim ¢. (t) 
t+O+ J 

~. (t) 
o ; ~j(t) > t Y ~ tiene limite (posibl~ 

mente infinito) para t -+ 0+. Suponiendo que i=l, que f E C~(Rn) y 

denotando por Qt el cubo de arista t con centro en el origen y lades 
paralelos a los ejes, la truncaci6n de la integral singular por el rec 
tangulo Rt valuada en el punto x, puede escribirse aSl: 

J K(y)[ f(x-y) -f(x)] dy + J . K(y)f(x-y)dy + f(x) J K(y) dy 
QI-R t ytQI QI-R t 

La convergencia del primer termino se obtiene de la manera habitual 

(ver [2]). El segundo·sumando esta en LP(Rn), pues, es una truIlcaci6n 

de la integral singular para f E LP(Rn). 

Observando que J K(y)dy J K(y)dy 
QI-R t QI-Qt 

- J K(y)dy 
Rt-Qt 

y que 



f K(y)dy = 0, se concluye que es necesario y suficiente que exista 
Q1- Qt 

y sea finito el limite 

tual y en LP(Rn) 

f E C~(Rn). 

de las 

lim+f K(y)dy, para que exista limite pun-
t+O Rt-Qt 

truncaciones por la familia F, aplicadas a 

Si P denota el conjunto de las partes no vacias de {Z,3, ... ,n}, es 

Por un cambio de variables, el segundo miembro puede llevarse a la 

forma: 

L f 1 1 {f [ K (1 , V2 ' ... , V ) + K ( -1 , V 2' ... , V ) I dV 2' ... , dV } du (7) 
Je:P 0 u () n n n BJ t,ll 

cp. (t) 
con BJ(t,u) = {(V2 ' ... ,Vn) / ~ <IV j I < ~ u 

si j E J ; Iv·1 < 
J 

< 1 si j e J}. 
u 

cp.(t) 
Como por hip6tesis el limite de ~ existe, es suficiente probar la 

finitud de 

que acota a cada sumando de (7). 

Se introducen coordenadas polares en Rn- 1 0, mas geometricamente, en 

el hiperplano H = {(1 ,V2 , ... ,Vn) :(V2 ' ... ,Vn) E Rn- 1}, llamando 

82 , ... ,8 n_1 a los angulos polares, ~ a su dominio de variaci6n y 

2 2 2 r = V2 + ... + Vn ' 0' denota la parte angular del Jacobiano de este 

cambio de coordenadas. 0, 81 Y p significan 10 que en el teorema 1. 

La integral (8) esta mayorada por la suma de las integrales 

1. 
l. 

II 

In ( ( -1) i ,rcose 2' rsen8 2 cos8 3' ... ,rsen8 2' .. 5 en8 n-1) I 

1 + r2 

i = 1, Z • (9) 

Invirtiendo el orden en las integrales respecto de u y de r, efectuan 

do la integraci6n respecto de u, e invirtiendo nuevamente el orden en 

tre r y las variables angulares, se obtiene 
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!O((-1)i,rcos92,rsen92cos93,···,rsen92···sen9n_l)1 

+ r2 

i 1 ,2 • 

Para 12 , es natural el cambio de variables r = tg9 1 y por la homogenei 
dad de 0 esta mayorado por 

1f 

It> f: IO(COS91,sen91coS92,···,sen91···sen9n_l)lln cos9 1 le'l d9 1 ... 

7; 
1f 

d9n _ l oe;; C{n) IJ: 
7; 

cuya finitud se comprueba de manera analoga a la de (5). 

Para 11 puede procederse de un modo similar. 

OBSERVACION 1. Si K esta en las hip6tesis de 2. es claro que 

I K(y)dy 
QcRt 

0, luego tambien en este caso existe limite puntual y 

en LP(Rn) de las truncac~ones aplicadas a f E C~(Rn). 

4. Los resultados 1., 2. Y 3. conducen, procediendo del modo habitual 
al teorema de convergencia puntual y en LP(Rn): 

TEOREMA 2. Sea K un nucZeo taZ que Za pa~te pa~ de 0 esta en Za clase 

L log+ L(~) y tiene media nuZa. y su pa~te impa~ es integ~able sob~e 

E. F = {R~}t>O como en 3. 

Entonces 

a) 

b) 

lim TR f(x) existe pa~a casi todo x y pa~a f E LP(Rn) con 1 <p<ex>. 
t-+-O+ t 

lim TR f existe en el sentido de LP(Rn) pa~a f E LP(Rn) con 
t-+-O+ t 

1 <p <ex>. 

5. Cuando se trunca la integral singular por la familia F de todos los 
rectangulos con centro enel origen, puede obtenerse un analogo del 
teorema 1 si se exige.que 0 E Lr(E) para algun r> 1. 

TEOREMA 3. Si 0 E Lr(E) pa~a aZgun r > '. tiene media nuZa y es pa~. 
Entonaes: 



r(f)(x) = SUI? ITRf(x) I es de tipo fuerte sobre LP(Rn) 
Re:F 

eon 1 < p < 00. 

Demostraaion. Dado REF, sea PR una rotaci6n de Rn que lleva R a un 

rectangulo R' de lades paralelos a los ejes y con el lado de longitud 
,minima 2a en la direcci6n de xl. 

Con esta notaci6n TRf(x) = f K(p;l y)f(x-p;ly)dy 
y¢R' 

Procediendo como en el teorema'l, se advierte que 5610 requiere un tra 
tamiento diferente el termino general de la serie 

00 

Con tal objeto, se consideran los operadores 

que estan mayorados salvo factor constante por 

usando esta acotaci6n y la desigualdad de Holder, para f E Loo(Rn ) se 

tiene IIL~flloo .0;; C linn 1 II flloo donde r' es tal que 1 + = 1. -I- T' r 
2kr' 

r 

Dado p tal que 
Es claro que 

< p < 00, se elige q con 1 < q < p. Sea f E Lq(Rn). 

1 Lk(f)(x).o;;,'C. sup k 
a>O IB(D,a2)1 

f k In(y)llf(x-y)1 dy 
B(O,a2 ) 

luego 

nL~fOq .0;; C OfO q para alguna constante C > D independiente de k. 

La norma LP de estes operadores puede acotarse, entonces, por el teo
rema de Marcinkiewicz: 

Of! 
P 

el resultado sigue de la convergencia de la serie L 1 
k 2k .!. (1 - .!l) 

r' P 

OBSERVACION 2. Con el metoda del teorema 3 pueden obtenerse resultados, 
que son parciales en cuanto al rango de variaci6n de p, pero 'con condi 
ciones mas debiles sobre n. Por ejemplo, si n E L(log+L)Cl (I:f'p';r'~ill-
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1 gun a > 1, la serie es convergente para p > ----1 y por 10 tanto el re 

a 
sultado se obtiene solo para estes valores de p. 

OBSERVACION 3. El teorema 3 permite obtener resultados de convergencia 

puntual para familias de rectAngulos del tipo Rt = pt(R't)' donde R't 

son rectAngulos como los de 3. Y Pt son rotaciones de Rn que, cuando 

t + 0+, tienden a una rotacion fija p. 

En cuanto a la convergencia en norma p, es claro que se obtiene aun en 

el caso general Q E L log+ L(~). 

OBSERVACION 4. Las mismas tecnicas se aplican si en lugar de rectAngu

los se tienen otros conjuntos simetricos, con la propiedad de contener 

una bola y estar contenidos en una banda de ancho equivalente al diA

metro de dicha bola. Asi, podrian elegirse las familias de elipsoides 

correspondientes a metricas parabolicas y obtener tambien convergencia 

de las integrales singulares elipticas consideradas aqui. 
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