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RESUMEN. En P3 (e) con la ~eometria hermitiana eliptica, se obtienen 

las densidades invariantes respecto del grupo hermitiano, de pares de 

subespacios lineales, pares de cadenas normales y pares entre cadenas 

normales y subespacios lineales. 

1. INTRODUCCION. 

Sea Kn un fibrado de n-esferas sobre Pn(e) y en el cadenas normales 

n-dimensionales y r-dimensionales definidas originalmente por Blaschke, 

Ill, en espacios hermi tianos elipticos. 

De [11 y [51 es bien conocida la densidad invariante de estas cadenas 

normales y subespacios lineales. 

EI objetivo de esta nota es generalizar a P3(e) el trabajo de H.Rohde, 

[4J, de densidad de pares de subespacios lineales, de pares de cade
nas normales y de pares entre cadenas normales y subespacios lineales. 

La notacion sera: A(B) = A en el elemento B fijo, A[BI = A que pasa 

por B fijo; Ejemplos: peE), GIPI seran punto P en el plano E fijo, rec 
ta G que pasa por P fijo, respectivamente. 

2. DEFINICIONES. 

Sea Pn(e) el espacio proyectivo complejo de dimension n con la geome

tria hermitisna eliptica, donde si x = (xo'···'xn) e y = (YO'·· .'Yn) 
se define 

(x,y) 
n 

LX] • • y]. 
j=O 

siendo y complejo conjugado de y. 

La distancia d entre dos puntos x,y se define 

d cos "2 = I (x,y) I 

y el elemento de arco 

ds 2 = 4 {(dx,dx) - (dx,x)(x,dx)}. 
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Sobre Pn(C) consideremos la variedad F(Cn+1) de las referencias orto

normales (zO, ... ,zn), [3], es decir, que satisfacen (zj,zk) = 0jk e 

indiquemos por ~l la proyecci6n 

~l: F(Cn+1 ) 

(zO, ... ,zn) 

Sobre F(Cn+1 ) valen las ecuaciones de estructura 

r- n k I wjk z wjk + wkj 
k=O 

(1 ) 
n 

dwjk I wjh Whk 
h=O 

0 

donde wjk son formas diferenciales lineales complejas en Pn(C). 

Sea, ahora, Kn un fibrado de n-esferas sobre la variedad F(Cn+1), es 

decir, 

n n 

I I 
j=O j=O 

2 a. 
J 

F(Cn +1 ) 

(ZO, ... ,zn) 

1 , a. E R , 
J 

o sea,la fibra es el conjunto de n-esferas que pasan por zOo 

Recalcamos: Cn [zO] = ·es una esfera respecto de la referencia 

(zO, ... ,zn); variando (zO, ... ,zn) en la fibra ~~l(ZO), es el conjunto 

de esferas que pasan por el punto fijo zOo 

DEFINICION 1. Llamamos cadena n-dimensional C a una secci6n del fi
n 

brado 

~ 1 0 ~ 2: Kn 

es decir al conjunto de puntos 
n n 

I I 2 a. 
J 

1 , a. E R 
J 

y (zO, ... ,zn) referencia ortonormal 
j =0 j=O 

fija. 

DEFINICION 2. Si en la definicion 1, a r +1 = ... 

una cadena normal r-dimensional Cn en P (C). 
r n 

3. DENSIDADES. 

De las ecuaciones de estructura (1) se tiene que 

a 
n 

o se obtiene 



104 

n 

L 
(2) h=O 

Si llamamos Lr a un subespacio lineal de dimensi6n r, es bien.sabido 

de [5], que su densidad en Pn(C) es 

(3) dL 
r 

En [1] se estableci6 que la densidad para cadenas normales n-dimensio 
les en Pn(C) es 

n 
(4) dC A 6jk A 6hh n O:S:j<k:s:n h=l 

y que la densidad para cadenas normales r-dimensionales en Pn(C) es 

(5) 

donde el subindice, como antes, indica la dimensi6n del elemento con

siderado y el superindice la dimensi6n del espacio al cual es referido. 

4. DENSIDAD DE PARES DE ELEMENTOS EN P3 (C) 

a) Subespacios lineales. 

1) Par de puntos. 

Sean PI Y P2 dos puntos dados. Supongamoslos referidos a las referen

cias (xO,x l ,x 2 ,x 3) e (yO,yl,y2,y3) respectivamente, con (xk,x j ) 

= 0kj' Sin perdida de generalidad podemos suponer PI = xO, P2 = yO 

° I ° I . I 2 2 x3 3 x ,x ,y ,y col~nea es, x = y, = y . 

Asi, de (3), para n=3 se obtiene, salvo un factor constante, 

(6) dP I A dP 2 = (dxO ,xl) A (dxO ,x2) A (dxO ,x 3) A (xl ,dxO) A (x 2 ,dxO) A 

A (x 3 ,dxO) A (dyO,yl) A (dyO,y2) A (dyO,y3) A (yl,dyO) A (l,dyO)A (y3,dl) 

Teniendo en cuenta la linealidad mencionada hacemos 

yO A xl + Il xO de donde 

(dyO,x 2) A (dxl,x2) + Il (dxO,x2) 

(dyO,x 3) A (dx l ,x3) + Il (dx O,x3) 

Sea r = dist (P I ,P 2) dist(xO,yO) entonces H = 1 
2 r - Illl sen "2 

reemplazando en (6) y llamando Gala recta que pasa por PI' P2 
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(7) sen4 f dG" dP I (G)" dP 2 (G). 

2) Punto y recta. 

Sean respectivamente, P y G punto y recta dados. Llamemos E al plano 
que ellos determinan y Q al polo de dicho plano. Como antes P = xO y 

consideremos las referencias ortonormales (xO ,xl ,x2 ,x 3), (yO, yl, y2 ,y3) 

donde, sin perdida de generalidad, x 2 = y2 = Q, xl = yl Y los puntos 
yO, yl en G. 

De (3) 

dP = (dxO,XI)A (dxO,x 2)" (dxO,x 3)A (xl,dxO) A(x 2,dx O)A (x 3 ,dxO) y 

dG = (dyO,i)" (dyO,y3) A (i ,dyO) " (y3, dyO) " (dyl,i) "(dyl,y3)" (i,dyl) A (y3,dyl) 

Como' en 1) por la colinealidad 

P = A yO + ~ y3 si r = dist(P,yO) se obtiene 

De Rohde [4], y (3), salvo un factor constante, queda 

dP" dG ~1l dE" dG(E)" dP(E) , equivalentemente, 

(8) dPA dG sen 2 f dE A dG (E) " dP (E) . 

3) Punto y pLano; 

Sean P y E punto y plano dados, respectivamente; llamemos Q al polo de 
E y H al pie de la normal G a E por P. 

Entonces P, H, Q son colineales. Tomemos como referencias ortonormales 

(P,H,x 2,x3 ) y (Q,h,y2,y3) con y2,y3,x 2,x 3 colineales. 

Para ser consecuentes con la notaci6n anterior llamaremos P xO 
H = xl , Q = yO , d = dist(Q,H). 

Ahora, 

dP(G) 

dH(G) 

(dxl,xO) " (xO,dx l ) 

(dxl,yO) A (yO ,dxl) 

dP" dE (dxO ,Xl) A (xl,dxO) A (dxO ,x2) " (x 2 ,dxO)" (dxO ,x3) " ex 3 ,dxO) " 

A (yO,dx l ) A (dx1,yO) A (dx 2,yO) " (yO,dx2)" (yO,dx3) 

Tomando 

reemplazando queda 

dP"dE = l~1l)2 dP(G) "dH(G)" (dxO,x2) A (x2 ,dxO) A (dxO,x 3) A (x 3 ,dxO) A 

" (dx2,xl) " (xl ,dx2) A (dx 3,x l ) " (x l ,dx3). 

De (3) obtenemos 

(9) dP "dE cos 4 ~ dPeG) ". dH(G) A dG. 
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4) Par de reetas. 

Sean G1 , Y Gz las rectas dadas, llamemos N a la recta normal a G1 y 

Gz en P y Q respectivamente; E1 el plano determinado por G1 y Q ; Ez 
el plano determinado por GZ y P. Tomemos las referencias ortonormales 

(P,x1,xZ,x3) y (Q,y1,yZ,y3). 

331 1 A partir de la nocion de polaridad se obtiene que x ,y ,x,y son co-

lineales. De (3), 

dG 1 (dP,xz) /\(xz,dP)/\ (dP,x3) /\(x3,dP)/\ (dx1,xz)/\ (dx1,X3) /\(xZ,dx1)/\ (x3,dx1) 

dG z (dQ,/) /\(/,dQ)/\ (dQ,l) /\(l,dQ)/\ ldy1,/)/\ l/,dy1) /\ldy1,l)/\ (l,dy1) 

Es conveniente tener presente la expresion de dN y por colinealidad 

1 ay3 + by z Z Ay2 + \lQ x x 

P 2 + sQ 3 ay3 + 13y 1 ry x 

Considerando solo los factores que intervendran en dG 1 /\ dG 2 se tiene 

(dx1,x2) /\ (x2,dx1) /\ (dP,x3) /\(x3,dP) = (A5:"aai3Sss - V)lbbaarr) (dy 3 ,y2) /\ 

/\ (y2,dy 3) /\ (dQ,y1) /\ (y1,dQ) 

Reemplazando con estos d"atos, salvo signo, 

dG 1 /\ dG 2 = (AIaa13Sss - V)lbbaarr)dP(N) /\ dQ(N) /\ dN /\ dG 1 [Pl /\ dG 2[ Ql 

donde dG 1[P] es la densidad de las rectas G1 que pasan por P fijo, 
analogamente, dG 2[Q]. 

Llamando d: dist(P,Q) y e: angulo de los pIanos E1 , E2 se obtiene 

sen2 e 13S sen 2 e 2 e 2 d aa "2 "2 aa cos "2 ss cos 2 

AI z d 2 d bb 2 8 2 d cos "2 rr sen "2 cos "2 VV sen "2 

Ahora, reemplazando queda 

5) Recta y plano. 

El resultado debera ser dual del caso 2). 

Si G Y E son la recta y plano dados, P el polo de dicho plano y se to

rna la perpendicular a G porP, sea T el pie de dicha perpendicular. 

Llamando d: dist(T,P) se obtiene 

(11 ) dG /\ dE = cos 2 % dG[ R]/\ dEl R]/\ dR 

donde R: G n E. 
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6) Par de ptanos. 

Al igual que en los casos anteriores puede obtenerse la expresi6n de 

densidad de par de pIanos eligiendo convenientemente las referencias 

ortonormales a que estan referidos. 

Pero este resultado debe ser dual de par de puntos, de donde, si El y 

E2 son los pIanos dados Y PI Y P2 los polos de dichos pIanos y G la 
recta de intersecci6n de El Y E2 , r = dist(P l ,P 2) se obtiene: 

(1 2) 
2 r sen 2 dG A dEl [G] A dE 2 [G] 

donde dEk[G] es la densidad de Ek que pasa por G fija, segGn [2]. 

b) Cadenas normates. 

1) Par de l-cadenas. 

Sean las l-cadenas normales Cl Y c1 respecto de las referencias 

( ° 1 2 3) (0 1 2 3) . S· d I· x ,x ,x ,x , Y ,Y ,Y ,Y respectlvamente. lempre pue en e eglrse 

de modo que xO.x 3 ,y2 ,y3 al igual que yl,y2,xl,x2 sean colineales, como 

en pares de rectas. Llamando Gala recta que pasa por xO,xl,G# a la 

que pasa por yO,yl , de (5) y (10) queda, segGn la notaci6n de a) 4) 

(13) 4d 48 48 4d # # (cos 2 sen 2 - cos 2 sen 2) dCl (G) A dCl (G ) A 

A dP(N) A dQ(N) A dN A dEl IN] A dE 2 [N] . 

2) Cadena unidimensionat y bidimensionat. 

Sean, ahora, Cl y C2 las cadenas normales referidas a los tetraedros 

° 1 2 3 ° 1 ° 1 203 1 (x ,x ,x .x ),(x ,x ,y ,y ) donde x ,y ,x ,y son colineales. 

De (5) vemos que ahora apareceran densidad de rectas y densidad de pl~ 

nos en donde se determinan C1 y C2 respectivamente. 

Luego de (5) y (11), con la notaci6n del caso a) 5) queda 

3) Par de 2-cadenas normates. 

Sean C2' C~ dos cadenas normales bidimensionales, de (5) y [4] se tiene 

can la notaci6n de a) 6) y (12) 

(15) dC 2 A dC~ = sen4 I dG A dE [G] A dE# [G] A dC 2 (E) A dC 2 (E#) .. 

c) Subespacios tineaZes y cadenas normates. 

1) Punto y cadena normat unidimensionat. 
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De (5) Y (8), con la notaci6n de a) 2) 

(16) dP" dC l = senZ I dE" dG(E) "dP(E) "dC l (G). 

2) Punto y cadena normal bidimensional. 

Nuevamente, de (5) y (9) con la notaci6n de a) 3) 

(1 7) dPAdC Z = cos z ~ dPlG) "dH(G) "dG"dCz(E). 

3) Recta y cadena normal unidimensional. 

Segan (5) y par de rectas, con la notaci6n de este caso q~eda 

(18) dG" dC l = (cos 4 ~ sen4 ! - cos 4 ! sen4 ~) dP(N) "dQ(N) "dN 

dG [P] " dG [Q] "dC l (G). 

4) Recta y 2-cadena normal. 

De (5) Y (11) con la notaci6n de a) 5) 

( 19) dG"dC z = cos 2 ~ dE[R]"dG[R]" dRAdC 2 (E). 

5} Plano y l-cadena normal. 

Como en los casos anteriores, de (5) y (11) con la notaci6nde a) 5) 
queda 

(20) cos 2 ~ dE [R] " dG [R] A dR" dC l [G] 

Finalmente, 

6) Plano y 2-cadena normal. 

De (5) Y par de pIanos, con la notaci6n de a) 6) y [4], se obtiene 

(21) 
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