Revista de la ’ 102
Unidn Matemdtica Argentina
Volumen 30, 1981-82.

DENSIDAD DE PARES DE ELEMENTOS EN P3(C)

Graciela S. Birman

RESUMEN. En P3(C) con 1a'geometria hermitiana eliptica, se obtienen
las densidades invariantes respecto del grupo hermitiano, deé pares de
subespacios lineales, pares de cadenas normales y pares entre cadenas
normales y subespacios lineales.

1. INTRODUCCION.

Sea K, un fibrado de n-esferas sobre P,(C) y en €1 cadenas normales
n-dimensionales y r-dimensionales definidas originalmente por Blaschke,
[1], en espacios hermitianos elipticos.

De [1] y [5] es bien conocida la densidad invariante de estas cadenas
normales y subespacios lineales.

El objetivo de esta nota es generalizar a P53(C) el trabajo de H.Rohde,
[4], de densidad de pares de subespacios lineales, de pares de cade-
nas normales y de pares entre cadenas normales y subespacios lineales.

La notacidn serd: A(B) = A en el elemento B fijo, A[B] = A que pasa
por B fijo; Ejemplos: P(E), G[P] serdn punto P en el plano E fijo, rec
ta G que pasa por P fijo, respectivamente.

2. DEFINICIONES.

Sea P (C) el espacio proyectivo complejo de dimensién n con la geome-
tria hermitiana eliptica, donde si x = (xo,...,xn) ey = (yo,...,yn)
se define

(x,y) = xj.§5 siendo y complejo conjugado de y.

h]

I~

0

La distancia d entre dos puntos x,y se define
cos $ = x|

y el elemento de arco

as? = 4 {(dx,dx) - (dx,x)(x,dx)}.
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n+l

Sobre P (C) consideremos la variedad F(C ) de las referencias orto-

normales (zo,...,zn), [3], es decir, que satisfacen (zj,zk) = éjk e
indiquemos por m, la proyeccién
+1
m: F(CTT) ——— PL(C)

(z9,...,28) — & 30
Sobre F(Cn+1) valen las ecuaciones de estructura

W, 2k w +w.. =0

i
dz jk ikt Vi

"
o~

m

Wy = Yin Yhk

I~

h=0

donde wjk son formas diferenciales lineales complejas en Pn(C).

Sea, ahora, K, un fibrado de n-esferas sobre la variedad F(Cn+1), es

decir,
My K —— EF(C™h)
Cn[zol —_— (zo,...,zn)
0 3 i T2 0 -1,.0
donde C_[z'] = ] a 2z, J a%=1,a er, (z%...,2" = (2)
j__.o J j=0 J J

o sea,la fibra es el conjunto de n-esferas que pasan por 20.
Recalcamos: Cn[ZQ] = -es una esfera respecto de la referencia

(zo,...,zn); variando (zo,...,zn) en la fibra nIl(zo), es el conjunto

de esferas que pasan por el punto fijo 20,

DEFINICION 1. Llamamos cadena n-dimensional Cn a una seccién del fi-
brado

Tyo Myt Kn —_— Pn(C)

es decir al conjunto de puntos

n . n

I a. 2z, 7 aZ = 1 , a, ER y (zo,...,zn) referencia ortonormal
j20 3 j20 3 j

fija.
DEFINICION 2. Si en la definicién 1, a = ... =a = 0 se obtiene

r+l n
una cadena normal r-dimensional C: en Pn(C).

3. DENSIDADES.

De las ecuaciones de estructura (1) se tiene que
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Si llamamos L, a un subespacio lineal de dimensién r, es bien sabido

de [5], que su densidad en P_ (C) es

dL_ = A AW,
(3) r 0<jsr Yik " Yik

r+l<ksn

En [1] se establecidé que la densidad para cadenas normales n-dimensio
les en P_(C) es

n

4 dc_ = A X A
(4) n O0<j<k<n BJk h=1 B

hh
y que la densidad para cadenas normales r-dimensionales en Pn(C) es

(5) dc® = dact adL?
r r r

donde el subindice, como antes, indica la dimensi6én del elemento con-

siderado y el superindice la dimensidn del espacio al cual es referido.

L. DENSIDAD DE PARES DE ELEMENTOS EN P3(C)

a) Subespacios lineales.
1) Par de puntos.

Sean Pl y P2 dos puntos dados. Supongdmoslos referidos a las referen-

cias (x%,x%,x2,x%) e (v%,y',y%,y?) respectivamente, con x¥,x3y =
= ij- Sin pérdida de generalidad podemos suponer P, ='x0, P, = yo ;
XO,Xl,YO,yl colineales, xz = y2 , x3 = y3.

Asi, de (3), para n=3 se obtiene, salvo un factor constante,
(6) dPl A sz = (dxo,xl) A (dxo,xz) A (dxo,x3) A (xl,dxo) A (xz,dxo) A
2
A (x3,ax%) A @y Y A @y%y ) A @0y A ot ay®) A R 00,80

Teniendo en cuenta la linealidad mencionada hacemos

y0 = A xl + U x° , de donde
(ay%,x?%) = 1 (ax!,x?) + w (@x%xH
(@y%,x% = a (ax!,x3) + u @x%x%

Sea r = dist (P;,P,) = dist(xo,yo) entonces AX = 1 - uj = sen’

[N

reemplazando en (6) y llamando G a la recta que pasa por P,, P,
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4 r
(7) dPlA sz = sen’ > dGa dPl(G)A sz(G).

2) Punto y recta.

Sean respectivamente, P y G punto y recta dados. Llamemos E al plano
que ellos determinan y Q al polo de dicho plano. Como antes P = x0 y

1

consideremos las referencias ortonormales (xo,x ,xz,x3), (yo,yl,yz,y3)
2

donde, sin pérdida de generalidad, x¢ = y2>= Q, x! = y1 y los puntos
yo, yl en G.

De (3)

ap = (ax%x)a (ax0,x2) a (dx0,x3) a (x!,dx0) a (x2,dx%) a (x3,dx0) y
6 = @y A @2y A 0hay% A 62,0 A @D Aty a ofayha o3arh
Como en 1) por la colinealidad

P =2 yo + U y3 , Si r = dist(P,yo) se obtiene nn

"
]
]
=]

N

De Rohde [4]1, y (3), salvo un factor constante, queda

dPA dG = ypu dEA dG(E) A dP(E) , equivalentemente,

(8) dPA dG = sen? % dE A dG(E) A dP(E).

3) Punto y plano.

Sean P y E punto y plano dados, respectivamente; llamemos Q al polo de
E y H al pie de 1a normal G a E por P.

Entonces P, H, Q son colineales. Tomemos como referencias ortonormales

(P,H,xz,x3) y (Q,h,yz,yB) con yz,y3,x2,x3 colineales.

Para ser consecuentes con la notacién anterior llamaremos P = x0 ,

H=x',Q=y%, d = dist(Q,H).
Ahora,

dP(G) = (dx!,x%) a (x9,dx1)

aH(G) = (ax',y%) a (v0,axh)

dP A dE = (dxo,xl)A (xl,dxo)A (dxo,xz) A(xz,dxo)A(dxo,x3) A(xa,dxo)A
a % axt) A (axt,y%)a (@x?,y%) a %, ax?) & 0, ax?)

Tomando yo =2 x0 + u x! , up = cos? %

reemplazando queda

dPAdE = (1% dP(G) A dH(G) a (dx°,x%) & (x%,dx%) a (dx%,x) A (x3,dx%) A
A (dx?,x1y A (xt,ax?) A (dx3,x!) A (xb,dx3).

De (3) obtenemos

9) dP AdE = cos4 %

dP(G) A dH(G) A dG.
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4) Par de rectas.

Sean Gy, y G, las rectas dadas, llamemos N a la recta normal a G; y
G, en P y Q respectivamente; E; el plano determinado por G; y Q ; E;

el plano determinado por G, y P. Tomemos las referencias ortonormales
1 .2 .3 1 .2 3
(P,x ,x%,x7) ¥y (Qy Yy hy7)-

A partir de la nocidn de polaridad se obtiene que x3,y3,xl,y1 son co-
lineales. De (3),

dG (dP,x2) A (x2,dP) A (dP,x3) AG3,dP)A (dxt,x?) A (axt,x®) A (P ax)a (3,

1
46, = @YD) a0 A @Y%) a0 A @y s 0 Aty A 7Y

Es conveniente tener presente la expresién de dN y por colinealidad

1
X

ay’ +’byz ) x2 = ay? + uQ

3

1

P

ryz + sQ P x aY3 + By

Considerando sélo los factores que intervendrdn en dG; A dG, se tiene
(@xt 52 a (2, axh) A (@2,x3) A(x3,dP) = (AXa@BBss - wpbbaart) (dy>,y®)
A (y2,dy3) a (dQ,y1) A (v, dQ)
Reemplazando con estos datos, salvo signo,
dG, A dG, = (A\%aaBBss - pubbooarr)dP(N) A dQ(N) A dNA dGI[P]A dGZ[Q]

donde dG,[P] es la densidad de las rectas G; que pasan por P fijo,
andlogamente, dG,[Q].

Llamando d: dist(P,Q) y 6: dngulo de los planos E; , E, se obtiene

2
aa = sen? % s 8F = sen? % , oa = cos? % , SS = cos? %
A% = cos? % , IT = sen? % , bb = cos? % ,  Up = sen’ % .
Ahora, reemplazando queda
(10)  dG, AdG, = (cos” dsen® & - sen’ d cos® 8y ap(n) A dQ(N) A AN

A dGl[P] AdG2[Q].

5) Recta y plano.
El resultado deberd ser dual del caso 2).

Si G y E son la recta y plano dados, P el polo de dicho plano y se to-
ma la perpendicular a G porP, sea T el pie de dicha perpendicular.

Llamando d: dist(T,P) se obtiene

(11) dG AdE = cos? %dG[ R]A dE[ R]A dR

donde R: G N E.
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6) Par de planos.

Al igual que en los casos anteriores puede obtenerse la expresidén de
densidad de par de planos eligiendo convenientemente las referencias
ortonormales a que estdn referidos.

Pero este resultado debe ser dual de par de puntos, de donde, si E; y
E; son los planos dados y P; y P, los polos de dichos planos y G 1la
recta de interseccidn de E; v E;, v = dist(P;,P,) se obtiene:

(12) dE) AdE, = sen’ T dGa dE, (6] A dE, [G]

donde dEk[G] es la densidad de E, que pasa por G fija, segin [2].

b) Cadenas normales.
1) Par de 1-cadenas.

Sean las 1-cadenas normales C; v Cf respecto de las referencias

(xo,xl,xz,x3) , (yo,yl,yz,y3) respectivamente. Siempre pueden elegirse

de modo que xo.x3,y2,y3 al igual que yl,yz,xl,x2 sean colineales, como

0

en pares de rectas. Llamando G a la recta que pasa por Xx ,xl,G# a la

que pasa por yo,y1 , de (5) y (10) queda, segin la notacién de a) 4)

(13)  dc; adch = (cos* & sen® § 4 4

d #oa#
sen’ 3 - COs sen 7) dCl(G)A dCl(G ) A

N @

A dP(N) A dQ(N) A dN A dE, IN] A dE, IN] .

2) Cadena unidimensional y bidimensional.
Sean, ahora, C; vy C, las cadenas normales referidas a los tetraedros

1

(xo,x ,xz.x3),(xo,x1,y0,yl) donde xz,yo,x3,y1 son colineales.

De (5) vemos que ahora apareceran densidad de rectas y densidad de pla
nos en donde se determinan C; y C, respectivamente.

Luego de (5) y (11), con la notacién del caso a) 5) queda
) _ 2 d 2 2 2
(14) dC1 AdC2 = cos” 3> dG [x“1 A dE[x“] A dx“A dCl(G)A dCZ(E)
3) Par de 2-cadenas normales.
Sean C2, Cg dos cadenas normales bidimensionales, de (5) y [4] se tiene
# - # # #
dCZAdC2 dCZ(E)/\dEAdC2 (E™) A dE

con la notacidn de a) 6) y (12)

(15) dc, ndct = sen® T dGadaEfcl » B [6] A dc, (E) a dc, (E¥) ..

N =

¢) Subespacios lineales y cadenas normales.

1) Punto y cadena normal unidimensional.
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De (5) y (8),.con la notacién de a) 2)

(16) dP AdC, = sen? L dE AdG(E) AdP(E) AdC;(G).

2) Punto y cadena normal bidimensional.

Nuevamente, de (5) y (9) con la notacidn de a) 3)

(17) dp adC, = cos® § dP(G) ndH(G) A dG A dC, (E).

3) Recta y cadena normal unidimensional.

Seglin (5) y par de rectas, con la notacién de este caso queda

(18) dG adC; = (cos4 % sen® % - cos®* % sen® %) dP(N) A dQ(N) adN
dG [P] A 4G [Q] A dC, (G).

4) Recta y 2-cadena normal.

De (5) y (11) con la notacidén de a) 5)

(19) d6 adC, = cos® § dEIRIAAG Rl dR A dC,(E).

5) Plano y l-cadena normal.

Como en los casos anteriores, de (5) y (11) con la notacidn de a) 5)
queda

(20) dEAdC, = cos’ % dE[R] A dG[R] A dR A dC, [G]

Finalmente,

6) Plano y 2-cadena normal.

De (5) y par de planos, con la notacidn de a) 6) y [4], se obtiene

(21) dE A dC, = sen® Z dG A dE[G] ae* 161 A ac, 8").
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