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ELEMENTOS ALGEBRAICOS EN ALGEBRAS TOPOLOGICAS

Gustavo Corach (*)

ABSTRACT. In this note we study algebraic and analytic equations in com
mutative topological algebras. We present a generalization of a theo-
rem of Shilov concerning idempotents in Banach algebras and, in the sa
me order of ideas, we obtain some results relating different objects,
introduced by Novodvorski and Taylor, in the study of homotopical and .
topological invariants of the spectrum of Banach algebras.

1. E1 teorema de Shilov sobre idempotentes.en dlgebras de Banach conmu
tativas fue quizds el primer resultado profundo relacionando la estruc

tura algebraica con la topologia del espectro del dlgebra. Si pensamos

a un idempotente como cero de un polinomio (a saber, de p(X) = X2 - X-=
= X.(X-1)) el teorema de Shilov nos induce a estudiar el objeto

Ap = {a € A: p(a) = 0}
siendo p un polinomio complejo; mds generalmente, se trata de estudiar
Af = {a € A: f(a) = 0}

siendo f una funcidén holomorfa definida en el entorno del espectro de
un elemento a € A y siendo f(a) el elemento de A asociado a f por el
morfismo del cdlculo funcional holomorfo (véase el pardgrafo 2). En es
ta nota estudiamos los comnjuntos Ap y Ag, asi como ciertos objetos mis
generales que permiten plantear mejor los problemas relacionados con
las ecuaciones analiticas en las dlgebras de Banach y en sus extensio-
nes.

El pardgrafo 2 contiene los resultados conocidos de la teoria que uti-
lizaremos. En el pardgrafo 3 estudiamos los conjuntos mencionados ; de-
mostramos,entre otros, una generalizacidén del teorema de Shilov de 1los
idempotentes. En 4. continuamos ese-estudio, aunque utilizando métodos
que permiten considerar dlgebras no conmutativas; en particular exten-
demos algunos resultados de Zemanek [ 18] sobre idempotentes‘y estudia-
mos las propiedades que restan invariantes por ciertos morfismos; en

[8] se encuentra la "versién idempotente" de un resultado de este pa-

rdgrafo. Finalmente, en 5. definimos ciertos objetos, de los que Ap y
A; constituyen esencialmente la versién unidimensional, y extendemos a

(*) El autor realizd este trabajo durante su permanencia en Francia,
gracias a una beca del Consejo Nacional de Investigaciones Cien-
tificas y Técnicas (CONICET).



este contexto los resultados del pardgrafo 3. Es interesante sefialar
que ciertos teoremas de Soltysiak [12] ganan claridad al ser enfocados
desde la Sptica que proponemos aqui.

2. Salvo mencidn contraria, todas nuestras élgebras.son conmutativas,
complejas, con identidad. Para aligerar las hipdtesis supondremos que
todas son dlgebras de Banach, aclarando mediante notas aparte cudles
son los resultados que valen en un contexto mids general. El espectro
de una tal dlgebra A, es decir el espacio de morfismos (continuos) no
nulos de A sobre el cuerpo de los complejos C con la topologia débil
del dual A', serid denotado X(A). Es un espacio compacto; C(X(A)) denota
el dlgebra de las funciones complejas continuas de X(A), con la norma
del supremo; C(X(A)) es entonces un dlgebra de Banach y la transforma-
cién de Gelfand de A

g: A — C(X(A)) g(a) =4 , 4a(h) = h(a) (h € X(A))

es un morfismo continuo, de norma 1. Por lo tanto, el nficleo de g, que
coincide con el radical de Jacobson de A (es decir, con la interseccién
de los ideales maximales de A), es un ideal cerrado. Diremos que A es
semisimple cuando g es inyectiva, o sea cuando rad A = 0. Denotaremos
con A° el grupo de elementos inversibles de A; es un subconjunto abier
to de A. Definimos el espectro de a € A como

spa={z€C: z-a¢A"}

Es un compacto no vacio del plano que coincide con la imagen de la apli
cacién a. Mds generalmente, si a = (al,...,an) e A" sp a =

= {(zl,...,zn) e c™: z,-a;,...,Z -2 pertenecen a un mismo ideal propio de A}

(el espectro simultineo de a) es un compacto de C® que coincide con 1la
imagen de 3 = (ﬁl,...,ﬁn): X(A) — CB.

Si U es un abierto de C® 0(U) es el dlgebra de funciones holomorfas
sobre U; con la topologia de la convergencia uniforme sobre los compac
tos de U es un 4dlgebra de Fréchet. Dado un compacto K de C" y abiertos
U DV DK existe naturalmente un morfismo continuo de restriccién

— 0(U) — 0(V). Esto define un sistema inductivo de dlgebras de

Fréchet y de morfismos continuos, lo que nos permite definir, algebrai
ca y topoldgicamente, 0(K) = 1im{0(U),rUV}.

En particular, podemos aplicar esta construccidén al compacto sp a; para
un a € A", El teorema fundamental del cdlculo funcional holomorfo, ob-
tenido con mejoras sucesivas por Shilov, Arens y Calderén, Waelbroeck .
y Zame, es el siguiente:

TEOREMA 2.1. Para cada a € A" existe un dnico morfismo continuo

o, : O(sp a) — A

que satisface

(1) s< Zi es el germen de la i-ésima funcidn coordenada GA(;i) = a;.
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(ii) s £ € O(sp a) y £ € 0(U) es un representante de f Ga(f) = f,4.
Ademds de estas propiedades caracteristicas, valen
tiii) f(sp a) = sp(ea(f)) st £ € 0(U) representa a f.

(iv) sin<my p C® — C" es la proyeceidén sobre las primeras n

coordenadas Oa.(?) = Oa(f.pmn) st a' = (al,...,an).
(v) 82 T: A — B es un morfismo céntinua

OTa(f) = T(Oa(f)) st Ta = (Tal,...,Fan).

Usualmente se denota f(a) = fl[al = 0.

Una demostracién completa de este teorema se encuentra, por ejemplo,
en Bourbaki [5]; con las modificaciones introducidas por Zame [16] la
hip6tesis de compatibilidad (iv) resulta ser consecuencia de las dos
primeras. Hay versiones 'no banachizables' de este teorema, como las
de Rosenfeld [11] y Bonnard [ 3] para dlgebras localmente m-convexas,
Zelazko [17] para élgebras'p-normadas, Allan, Dales y Mc Clure [2] pa
ra 4dlgebras pseudo-Banach, Waelbroeck [14], [15] para b-dlgebras. Ter
minamos este pardgrafo con un teorema de Craw [6] (siguiendo una idea
de Allan [1]) que reune en un Gnico morfismo las propiedades fundamen
tales de la familia {6,: a € A" = y A"},

Dados un abierto V de A' (con la topologia débil) y f: V — C diremos
que f es holomorfa si para todo subespacio afin S de A' de dimensién
finita £|SNV es holomorfa y si f es localmente acotada. Denotaremos
0(V) el algebra de funciones holomorfas sobre V y H*(V) la subdlgebra
de las funciones acotadas. Diremos que un abierto V de A' es finitamen
te determinado si existen a;,...,3 € A linealmente independientes ta-

les que V = v'l(v(V)) si v: A' — C" estd dado por
v(h) = (h(al),...,h(an)).

Allan prueba que si f: U — C es holomorfa, siendo U un entorno abier
to de X(A) en A', existe un entorno abierto V de X(A) finitamente de-

terminado y f |V € H°(V). Esto permite construir un epimorfismo conti-

nuo
0: 0(X(A)) = 1im {0(U), ruv} — A (2.2)

tal que para todo a € A ve(§)= a; nétese que cada a € A determina una
funcional lineal continua sobre A' con la topologia débil y en particu
lar una funcién holomorfa sobre cada abierto débil.

3. Dados un abierto U de C y £ € 0(U) definimos
A ={ae€A: spacUy fla] =0} y Z; = {z € U: £(z) = 0}.

Dado un subconjunto M de C definamos AM = {a € A: sp a C M}.

LEMA 3.1. sz £ € 0(U), Ag C Azf. 57 A es semisimple, vale la igualdad.

-Demostracién. Por la definicibén de sp a resulta claro que si fl[a]l = 0
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fod = flal = 0, de donde sp a = im ac Zg.

Como A es semisimple ffal = 0 implica fl[al = 0, de modo que basta pro-
bar que sp a C Z; = ffa] = 0, lo que es evidente.

Para precisar este resultado, consideremos primero el caso de un poli-
nomio.

PROPOSICION 3.2. SZ p es un polinomio la transformacidén de Gelfand de

A Znduce una aplicacidn continua y suryectiva

g," AP — C(X(A))p

Si p tiene sélo ceros simples gp es biyectiva.

Demostracién. Como g es un morfismo, p(a) = pta), de modo que podemos
poner gp = g[Ap. Como C(X(A)) es semisimple, por (3.1) vale

C(X(A))p = C(X(A))Zp ={f eCcX()): im £ C Zp},
Sea f € C(X(A))p, Zp = {zl,...,zn} y Xy = f‘l(zk). Entonces X(A) es la
unién disjunta de los cerrados X;5.005X 5, ¥ por lo tanto en A' con la
topologia débil existen abiertos disjuntos dos a dos U, O Xy
k=1,...,n. Sea U =0U; U...UuU, y ¢: U— C definida por ¢|U = z-

Es evidente probar que, con la definicién de holomorfia que dimos en
el pardgrafo 2., ¢ es una funcidén holomorfa y acotada. Por (2.2) pone-
mos a = O($). Como p($) = 0 y como © es un morfismo, resulta p(a) = 0.
Obtenemos asi un a € Ap tal que 4 = £, 1o que prueba la suryectividad
de gp.

Cuando p tiene sdlo ceros de multiplicidad 1, en el dlgebra de polino-
mios p y su derivado p' son coprimos. Existen asi polinomios u,v tales
que p.u + p'.v=1, Aplicando esta identidad al elemento a € Ap, resulta
p'(a).v(a) = 1, de modo que p'(a) € A*. Ahora, dados a y r € A el desa
rrollo

pla+r) = p(a) + p'(a).r + ... + ;% p(“’)(a).rm (m € N)

permite deducir que, si a y a+r pertenecen a A, para un r € rad A
0 =7r.(p'(a)+r1), para un cierto r; € rad A. Como A" +rad A C A* debe
ser r=0, lo que prueba la inyectividad de gp-

COROLARIO 3.3. S2 A es semisimple, cualquiera sea el polinomio p, la
aplicaidn g, es biyectiva.

COROLARIO 3.4. Dados un dlgebra de Banach conmutativa y un polinomio P
vale

A + rad A = A
P Zp

Demostracidén. Si a € Ap y r € rad A h(a+r) = h(a) para todo h € X(A),
de modo que sp (a+r) = sp a CA, por (3.1). Reciprocamente, si
P
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Z
AP

a€hA, 3€C(X(A), =C(X@A), (3.1). Por (3.2) existe b € A, tal
n P
que b = a y asi a = b+a-b, conb € Ap y a-b € rad A.

EJEMPLO 3.5. Cuando p admite ceros m@ltiples g, puede no ser inyectiva.
Por ejemplo se toma un dlgebra A con un nilpotente no nulo (A no pue-
de ser semisimple, por 3.3); sea a#0 tal que a™ = 0; entonces 3“ =0

y por ser C(X(A)) semisimple resulta a=0, de modo que para p(X) = xn
los elementos distintos a y 0 tienen igual transformada de Gelfand, .es
decir la misma imagen por g,.

NOTA 3.6. Aunque la existencia del morfismo O: 0(X(A)) — A no es in-
mediata para dlgebras no banachizables (Craw prueba su existencia para
dlgebras de Fréchet), todos los resultados anteriores son vidlidos para
dlgebras que admiten cdlculo holomorfo, en particular para las local-
mente m-convexas completas, las p-normadas, las pseudo-Banach, las b-
dlgebras. La utilizacién del morfismo 6 simplifica las demostraciones
pero no es indispensable.

LEMA 3.7. Sea U un abierto de C, a € AU’ f € 0(U). Entonces Af = U AP

donde p recorre el conjunto de polinomios con ceros comunes a £, conta

dos con su multiplieidad.

Demostracién. Si a € Ag, sp a C Zg; como sp a es compacto y Z¢ es dis-
creto sp a es un conjunto finito {zl,...,zn}. Veamos que existen un en

torno abierto D de sp a contenido en U, un polinomio p y una funcidn
g € 0(D) tales que £ = p.g en D: para ello, basta tomar D; bolas dis-
juntas dos a dos de centros respectivos z; (i = 1,...,n) y observar

k. .
que en D £(z) = (z-z;) 1 g;(z) para una g € 0(D;) nunca nula; defi-
i -k 1 ~ -ki "kn .
niendo g(z) = (z-2;) ee. (2z-23) eee (2-2) .gi(z) si ; €D,
(el signo v indica la supresién de ese factor) y p(z) = (z-zl) 1
k
e (z-zn) D es ficil ver que f = p.g en la unidn de las bolas Di'
Gracias a esta factorizacién, como a € Ag, 0 = f[a] = p(a).glal] y como
glal] € A* (pues g no se anula en ningtn punto de sp a), debe ser p(a) =

= 0. Esto prueba una inclusién, la otra es inmediata utilizando la mis
ma factorizacidn.

PROPOSICION 3.8. Sea U un abierto de C, £ € 0(U). Entonces la transfor
macién de Gelfand induce una suryeccidén gg: Ag — C(X(A))¢ . S los

ceros de f son simples o si A es semisimple, g¢ -es una biyeccidn.

Demostracidén. La propiedad (v) de (2.1) muestra la existencia de la a-
plicacién; por otra parte, la factorizacién de (3.7) permite ver facil
mente la suryectividad. Obviamente g¢ es ihyectiva si A es semisimple;
si los ceros de f son simples, el polinomio p de la factorizacidn de
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(3.7) también tiene ceros simples, y en consecuencia g, es inyectiva,
como en (3.2).

COROLARIO 3.9. 5% U es un abierto de C y f € 0(U) vale A; + rad A =
= A, .
Zg

Demostracién. Basta combinar (3.4) y (3.8).

NOTA 3.10. El1 hecho de que Z; puede ser infinito puede inducir, err6-
neamente, que el resultado anterior es falso ya que todo elemento de
A + rad A tiene espectro finito. Lo que ocurre es que también todo e-
lemento de Azf tiene espectro finitaes los finicos subconjuntos de Zg¢

"alcanzables" (como espectros) por elementos de A son sus compactos,
es decir, los finitos (recordar que Zy es discreto).

Esto es, probablemente, el momento apropiado para insistir en la impor
tancia que tienen los elementos del radical en la férmula (3.9), asi
como la estructura de los ceros de §. En efecto vale el siguiente re-
sultado:

PROPOSICION 3.11. SZ A es semisimplé o 81 f tiene sblo ceros simples,
Ag es un subconjunto discreto de A.

Demostracion. Sean a,b € Ag, a#b; con cualquiera de las hipdtesis re-
sulta a2 # b (3.8) y asi

la-bl > jja-bll, > min |z,-2,| = C

|
itk k

NOTA 3.12. Esencialmente es la compacidad de sp a (a € A) la propiedad
que nos ha permitido obtener los resultados posteriores a (3.6). En
consecuencia, agregando esta hipétesis, todo lo probado vale para las
clases de dlgebras mencionadas en (3.6). Sin embargo, debe notarse que
las dlgebras p-normadas y las pseudo-Banach tienen todos sus elementos
con espectro compacto (ver [17] y [2]).

4. La propiedad (v) de (2.1) muestra que todo morfismo T: A — B in-
duce, por restriccién, una aplicacién continua Tp: Ap — Bp.

En este parigrafo estudiaremos esta aplicacién cuando T es un morfis-
mo con imagen densa y plena (recordemos que una subdlgebra S de A es
plena cuando A* NS C S°).

LEMA 4.1. Sea A un dlgebra de Banach no necesariamente conmutativa.

Sea p un polinomio con ceros simples Zyseees2 . Entonces existen idem-
potentes no nulos CPERERL N tales que

et ... re =1, e;,.e = 0 si i#k vy a.e; = z ;.e; vi

£ > 0 (donde z; indican los ceros de f).
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Demostracidén. Ver [4] Proposicisn 8.11.

LEMA 4.2. Sea A un dlgebra de Banach no necesariamente commutativa, P

un polinomio con ceros simples zl,...,zn. Entonces Ap es retracto (ho

lomorfo) de un abierto de A y en consecuencia es localmente conexo por

arcos.,

Demostracién. Para cada z; sea Di una bola que lo contiene de modo tal
que D, N Dk = @ si i#¥k. Sea D la unidn de los Di y sea £ € 0(D) la fun
cidén que vale z; en D, . Para cada a € AD (recordar su definicidén en el

comienzo de 3.) podemos definir fl[al. Esto define una aplicacidn holo-
morfa (sobre esta nocién de holomorfia, véase por ejemplo [ 14])

f: AD — A,

Es fdcil ver que para todo abierto U de C, Ay es abierto. Ademds, como
p(£f) = 0, p(flal) = (pf)lal = 0, de modo que la imagen de T estd conte
nida en Ap. Tomemos ahora a € Ap; sean el,...,enlos idempotentes de

(4.1). Entonces (ver [4] Ch.1)
n n
fla] = izl z,e; = E a.e, = a

Esta Gltima igualdad muestra que f es una retraccidn sobre Ap.

PROPOSICION 4.3. Sea T: A —> B un morfismo continuo de dlgebras de Ba
nach commutativas. Supongamos que T es inyectivo y que su imagen es

densa y plena. Entonces la aplicacidn traspuesta
T': X(B) — X(A) T'(h) = hoT

es un homeomorfismo.

Demostracién. Siendo X(A) y X(B) compactos basta probar que la aplica-
cién continua T' es biyectiva. La densidad de la imagen de T prueba la
inyectividad. Para la suryectividad probaremos un hecho mds fuerte: si
I es un ideal propio de A, T(I) genera un ideal propio de B. Si no es
asi, existen a; € A, bi € B tales que ZTai‘bi = 1. Como B° es abierto

y la imagen de T es densa existen c; € A tales que ZTai.Tci € B*. Por
la hip6tesis de plenitud Xai.ci € A°. Pero este elemento pertenece al

ideal I lo que contradice la hipdtesis de que I es propio. Probado es-
to, la suryectividad de T' es evidente: si h € X(A), su nlcleo M es un
ideal (maximal) propio, por lo tanto h(M) debe estar contenido en un
ideal maximal N, que es el nficleo de un cierto k € X(B). Es claro que
T'(k) = h.

PROPOSICION 4.4, Sea T: A —> B como en (4.3), U un abierto de C,
f € 0(U) con ceros simples. Entonces T = TIAf es una biyeceidén de Ag
sobre Bg.
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Demostracién. Por (4.3) X(A) es homeomorfo a X(B) y por (3.8)

Af ~ C(X(A))f ~ C(X(B))f ~ B

£
NOTA 4.5. Cuando A y B no son conmutativas, se puede probar que la i-
magen de T; es densa en B;; en efecto, podemos considerar el caso de

un polinomio, por (3.7); si b € BP existen ay € A tales que Ta;, —> b;

sea V un entorno de sp b = {zl,...,zn} como el de (4.2), £ € 0(V) co-

mo en (4.2); entonces f[gm] € Ap, Tf[am] € Bp y Tf[am] — b.

COROLARIO 4.6. Sea T: A — B un morfismo inyectivo con imagen densa y
plena, A y B no necesariamente conmutativas. Entonces T induce isomor-
fismos wn(Ap).——+ wn(Bp) (n=0).

Demostracidén. Obsérvese que para todo espacio compacto X y toda dlge-
bra de Banach C, C(X,C) = dlgebra de funciones continuas sobre X a va-
lores en C, con la topologia de la convergencia uniforme, es un dlge-
bra de Banach y C(X,C)p = C(X,Cp); por lo tanto T induce, como en (4.5)

una aplicacidn continua con imagen densa C(X,A)p — C(X,B)p. Ahora,

para el caso LS basta tomar X = [0,1] y observar que las componentes
conexas por arcos de Ap coinciden con las componentes conexas, y lo
mismo para Bp. Para el caso T basta tomar X = S® (n > 1).

5. En este paridgrafo estableceremos ciertas relaciones entre algunos
objetos, de los que Ap es un caso particular, cuyo estudio ha demostra
do ser fructifero en los problemas de ecuaciones analiticas en dlge-
bras de Banach conmutativas ([101), [9] , [13]).

Dado un subconjunto M de C®, definimos Ay = {a € A®: sp a C M}. Dados
un abierto U de C® y un ideal J de 0(C™), definimos

A; = {a € A": fla] = 0 para toda f € J}.

Si M es una subvariedad holomorfa de un abierto de C" podemos hacer una
construccién andloga a la descripta en el pardgrafo 2 y obtener una
aplicacién continua Oy O(X(A),M) — A", Llamaremos K& a la imagen de
esta aplicacidn.

PROPOSICION 5.1. Sea J un ideal de 0(U), M = {z € U: f(z) = 0 V £ € J}.

Entonces A; + (rad At c Ay-

Demostracidén. Sea a €A;yr € (rad A)"; entonces flal] =0 v f€Jy
por (2.1) (iii) f(sp a) = sp fla] = {0} V £ € J, de donde sp a CM; fi
nalmente sp (a+r) = sp a C M.



126

PROPOSITION 5.2. Sea M una subvariedad compleja cerrada de un abierto
n ~
U de C". Entonces AM C AM'

Demostracidn. (Ver f13]) Si a € Ay existe un germen E € 0(X(A),M) tal
que,eM(E) = a; basta observar que para todo representante g de g,
sp a = g(X(A)) C M.

PROPOSICION 5.3. Sea M una éubvariedad compleja cerrada de U, Jel

ideal de 0(U) de las funciones nulas sobre M. Entonces

e n
K ,CA cay+ (vad O
87 ademds M estd definida por ecuaciones globales
| | K, CA; CA; + (rad A"C Ay,
Si A es semisimple XM = AJ = AM'
Demostracidn.Sea a = GM(E) € KM, f € J; entonces flal = @M(foﬁ) =
= OM(f:Q) = 0 pues f|M = 0 y g(X(A)) C M. Esto prueba que Kﬁ CA;.
SispacCcMy f€J f(spa) = {0} y por lo tanto sp fla]l = {0}. Cuan-
do A es semisimple esto significa que ffal = 0. Taylor [13] prueba que

en este caso AM = AM'

Supongamos que M = {z € U: fl(z) = ... = fk(z) = 0}; entonces fi €EJy

asi todo a € A" tal que f;lal = 0 para todo i debe tener espectro si-
multidneo contenido en M.

OBSERVACIONES 5.4. i) Cuando el ideal J es principal, digamos generado
por f, entonces A; = A; y, al menos para n=1, podemos aplicar a A; los
‘resultados de 3.

m
ii) Cuando J es finitamente generado, AJ es de la forma tWAT_ y ademis

i=1 "1
la matriz jacobiana (afi/azj) tiene rango m sobre M = lugar de ceros

de fl""’fm’ entonces M es una subvariedad compleja cerrada de U y va

ie la cadena de inclusiones de (5.3).

iii) Si M es una subvariedad cerrada de un abierto U existe un entorno
abierto .V de M en U y una retraccién holomorfa de V sobre M (véase [71
Ch.VIII Sec. C Th.8) que a su vez permite definir una retraccidén holo-
morfa de Ay sobre A,. Como A, es un abierto de A", resulta fdcil de es

to probar que A, es una variedad de Stein modelada en un A-médulo de

tipo finito.Consideraciones andlogas se pueden hacer sobre AM aunque
las demostraciones son mds dificiles.

iv) Como lo hemos destacado antes, no es imprescindible que las &dlge-
bras consideradas en los dos Gltimos paridgrafos sean de Banach: alcan-
za con que tengan, ademids de cdlculo holomorfo, espectro compacto o,
en el caso de (4.5) y (4.6), que el grupo de elementos inversibles sea
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abierto.
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