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ESTIMACION DE ALGUNOS OBJETOS GEOMETRICOS
RELACIONADOS CON HOROESFERAS

Guillermo G. R. Keilhauer

ABSTRACT. Let M be a Hadamard manifold of dimension n+1 (n = 1), with
sectional curvature K satisfying -b2 < K < -a? for some positive cons-
tants. We first give a comparison theorem for Jacobi fields, then we
apply this theorem to obtain some estimates for geometric objects rela
ted to horospheres (e.g.: sectional curvature, mean curvature and geo-

desic curvature if n=1).

INTRODUCCION. Sea M una variedad de Hadamard de dimensién n+1 (n > 1);
es decir, una variedad de Riemann conexa, completa y simplemente co-
nexa con curvatura seccional K< 0. Sea c: R — M una geodésica paramge
trizada por su longitud de arco e Y un campo de Jacobi a lo largo de ¢
que satisface Y(0) = 0 e Y'(0) L &¢(0), donde L denota perpendicular.

Es sabido ver [ 1], que si K= -b? para alguna constante b > 0, enton-
ces |Y'(t)]| < b.Coth(b.t).]Y(t)| si t > 0; luego también se verifica
(Y'(t), Y(t)) b.Coth(b.t). |Y(t)|2 si t > 0. Dado que una estimacidn
andloga a la anterior (aunque posiblemente conocido) no aparece en la
literatura suponiendo K < < -a? para alguna constante positiva, en esta
nota mostramos que a.Coth(a.t). |Y(t)|2 CY'(8),Y(t)) sit > 0. La
combinacién de ambas desigualdades permite en el caso que-b K<§—a2,
comparar la curvatura seccional de las horoesferas (si n = 2), curva-
tura geodésica (en valor absoluto si n=1), curvatura media y el lapla-
ciano de las funciones de Busemann con sus respectivos, en el caso de
curvatura constante negativa. Una comparacidén con respecto a la curva-
tura media y al laplaciano ha sido obtenida en [3], en variedades sim-
plemente conexas, sin puntos focales y con curvatura de Ricci acotada
superior e inferiormente por constantes no positivas. La estimacidn de
la curvatura media y del laplaciano que obtenemos (Corolario 2.3) son
mids finas que las obtenidas en [ 3], pues las condiciones que le impone
mos a la métrica de M son mids fuertes que las impuestas en [3].

1. CAMPOS DE JACOBI ESTABLES Y FUNCIONES DE BUSEMANN.

En lo que sigue, sea M una variedad de Hadamard de d1men51on n+1
(n> 1), I: SM — M el fibrado unltarlo tangente, d la funcién distan-
cia en M inducida por la métrica (,) de M y para cada p € M, sea My el
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espacio tangente a M en p. Las geodésicas de M se considerarédn no cons
tantes y parametrizadas por su longitud de arco. Un campo de vectores
Y a lo largo de una geodésica ¢ se dice un campo de Jacobi si satis-
face

Y"(t) + R(Y(t),é(t))c(t) =0 m

para todo nfimero real t. El acento denota derivacidn covariante a lo
largo de c, R es el tensor de curvatura y ¢ es el campo tangente a c.
Un campo de Jacobi Y queda determinado univocamente por sus valores
Y(0) e Y'(0). '

Debido a las propiedades de simetria del tensor de curvatura, si X e Y
son campos de Jacobi a lo largo de c, entonces
(X' (t),Y(t)) - {(X(t),Y'(t)) = constante (2)
para todo real t. Si Y es un campo de Jacobi que satisface Y(0) = 0,
Y'(0) L ¢(0) con Y'(0) # 0, por ser K < 0 de (1) se obtiene
(Y(B),Y(t))y >0 y (Y'(t),Y(t))Y >0 (3)
para todo t > 0.

DEFINICION. Sea c una geodésica e Y un campo de Jacobi a lo largo de c;
Y se dice estable si |Y(t)| estd acotado para todo t = 0.

PROPOSICION 1.1. Sea ¢ una geodésica y u € M, con p = c(0). Entonces
existe un Unico campo de Jacobi estable Y a lo largo de ¢ con Y(0) = u.
Si para todo s > 0, Yg denota al dnico campo de Jacobi a lo largo de c
que satisface Y (0) = u e Y (s) =0, entonces YL(0) converge a Y'(0)
para s — =,

Demostracidén. Ver [4].

Para v € SM con II(v) p, denotemos con c, a la geod&sica que satisfa

ce c,(0) =py ¢y(0) =v. Siue vi (subespacio ortogonal a v en MP),
sea Yv u el Ginico campo de Jacobi estable a lo largo de c, que verifi-

ca Yv u(0) = u. Como u E,vl, entonces Y; u(0) € vl; luego queda defini
do un endomorfismo Dv: vl — vl por Dv(u) = Y; u(0). Denominamos a DV

el endomorfismo estable determinado por v.
LEMA 1.2. El endomorfismo D, es simétrico y semi-definido negativo.

Demostracidén. Sean u,w € vl y para s >0, sean Xg e Yg los finicos cam-
pos de Jacobi a lo largo de c, que satisfacen Xg(0) = u, Xg(s) = 0,
Ys(0) = we Yg(s) = 0. Por (2) es (X2(0),Y (0)) = (X5(0),YL(0)); luego
por la proposicién anterior tomando limite se obtiene (D, (u),w) =

= (u,D, (w)).

Sea ahora Zg(t)=Xg(s-t); luego Zg4(0) = 0, Zé(s) = -X;(O) y Zs(s) = u.

Como X  es perpendicular a c,, entonces Zg es perpendicular a la geodg
sica g definida por g(t) = cv(s-t); luego Z.(0) L g(0). Por (3) se ve-
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rifica (Z4(s),Zg(s)) = 0; es decir, (X4(0),uy < 0. Tomando limite re-
sulta (Dy(u),u) < 0 y el lema queda demostrado.

Concluimos la seccidn, relacionando los campos de Jacobi estables con
las funciones de Busemann. Para cada v € SMy s > 0, sea bs vt M — R

la funcién definida por bs,v(q) = s-d(q,c,(s)); bs,v es diferenciable

en todo punto excepto en c_(s) Yy debido a la desigualdad triangular la
funcién s — bs’v(q) es creciente y acotada en valor absoluto por
d(a,cy (0)).

En consecuencia, b,(q) = %13 bs’v(q) existe para todo q € M. La fun-
cién b, se denomina la funcién de Busemann determinada por v y los con
juntos H, = b;l(O) y B, = b;l([O,W)) se denominan rcspectivamente la

horoesfera y el horodisco determinado por v. Si n=1, las horoesferas
se llaman horociclos.

Si w,v € SM con I(w) = q, w se dice asintdtico a v, si los gradientes
grad b.

s..v| ~convergen a w para alguna sucesién s, — .
i’’lq

La siguiente proposicidn reune resultados conocidos que aplicaremos en

la préxima seccidn.

PROPOSICION 1.3. Para todo v € SM se verifica

i) b, es de clase C? y cdéneava

ii) Para todo q € M, grad b, . = iiﬂ grad bs’vlq (convergencia en Mq)
iii) $%¢ w € SM, w es asintdtico a V st ¥ sélo si by-by es constante

sobre M.

iv) Sea N: Hy, — SM el campo unitario de vectores definido por
N(q) = grad b,

5% V denota la conexidén de Levi-Civita, para cada veetor u tangente a

Hv en q € H, se satisface VuN = DN(q)(u).
Demostracidén. Ver [2] o [4].

OBSERVACION. Debido a la proposicién anterior, las horoesferas con la
métrica inducida por M son hipersuperficies de clase C y los horodis-
cos son conjuntos convexos . Ademds, si N es el campo unitario normal a
H, definido seglin iv) y w = N(p) con p € Hy, entonces H, = H, ¥ el cam
po de vectores q — grad bw| (q € H) coincide con N.

q

El campo de vectores N apunta debido a ii) al horodisco B; es decir,
si w = N(p) con p € H,, el rayo geodésico cy: [0,°) — M estd conteni-
do en B,. Al campo N (respect. V = -N) lo llamaremos el campo normal
unitario interior (respect. exterior) a la horoesfera H,.
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2. COMPARACION DE CAMPOS DE JACOBI Y ALGUNAS CONSECUENCIAS.

En esta seccifén asumimos que la curvatura seccional K de M satisface
la acotacién -b% < K < -a? para ciertas constantes 0 < a < b.

PROPOSICION 2.1. Sea Y un campo de Jacobi a lo largo de una geodésica
C parametrizada por su longitud de arco tal que Y(0) = 0 e Y'(0) L &(0).

Entonces para t > 0 se cumple
i) a.Coth(él.«'c).]Y(t)]2 <(Y'(t),Y(t)) < b.Coth(b.t).IY(1:)|2
ii) a.Coth(a.t).|Y(t)| < |Y'(t)| < b.Coth(b.t).

Y(t)|

Demostracidén. Sea El(t),...,En+1(t) una base ortonormal de campos para

lelos a lo largo de c, con En+1(t) = ¢(t) para todo t € R. Sea B(t) =

(bij(t)) la matriz simétrica de orden nxn, definida por bij(t) =

(Ej(t),R(Ei(t),é(t))é(t)) con 1 <i,j <ny donde R es el tensor de
curvatura. A efecto de simplificar notacién, denotemos también con (,)

al producto usual de R" y para cada (x,t) € R+

con [x] =1 vy

X = (xl,...,xn), sea 0(x,t) el plano contenido en Mc(t) generado por
é(t) y _f xi.Ei(t). Si K(x,t) representa la curvatura §ecciona1 de M
en la direccién o(x,t), por construccién de B(t) se cumple (x.B(t),x)=

= K(x,t); luego -b? < (x.B(t),x) < -a2. En consecuencia, B(t) es defi-

nida negativa para todo t € R y satisface —bZ.I < B(t) < -az.I, donde
I es la matriz identidad de orden nxn y (<) la relacién de orden usual
entre las matrices simétricas. Para cada i = 1,...,n sea Y; el Gnico

campo de Jacobi a lo largo de ¢ con Yi(O) 0 e Yi(O) = Ei(O). Como Yi

n
.. E.(t). D t
jzl aj; (t) EJ( ) enotan

do con A(t) = (aij(t)) , la matriz satisface la ecuacién matricial de

resulta perpendicular a c, entonces Yi(t)

Jacobi A"(t) + A(t).B(t) = 0, con A(0) = 0 y A'(0) = I. Por (2) y (3)

es A(t) inversible si t > 0 y U(t) = A_l(t).A’(t) simétrico y definido
positivo (ver también apéndice). Sea ahora Y un campo de Jacobi a lo
largo de c tal que Y(0) = 0 e Y'(0) = ul ¢(0). Por unicidad en las so
n

luciones de la ecuacién (1), si u = ) u, Ei(O), se tiene

n i=1
Y(t) = ) ui.Yi(t) para todo t € R. Luego, representando con

i=1
u = (ul,...,un) es [Y(t)] = |Ju.A(t)|, |Y'(®)] = |u.A'(B)] ¥
(Y'(t),Y(t)) = (u.A'(t),u.A(t)) para todo t € R. Para t > 0 fijo, sea

z = u.A(t); luego (Y'(t),Y(t)) = (z.U(t),z). Debido a la proposicién
’ 2
del apéndice, es a.Coth(a.t).|zl2 <{z.U(t),z) < b.Coth(b.t).|z]|° 1o

que prueba i) por ser |z| = |Y(t)|. Debido a i), para mostrar ii) es
suficiente mostrar que |Y'(t)| < b.Coth(b.t).|Y(t)|. En efecto, por
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ser U(t) simétrico y definido positivo, la norma o)l =

= max{{x.U(t),x) con |x| = 1} < b.Coth(b.t).

Luego, |Y'(t)| = |u.A'(t)] = lz.U(t)] < |z].10CE)N < |Y(t)]|.Db.Coth(b.t)
y la proposicién queda demostrada.

COROLARIO 2.2. Para todo v € SM el endomorfismo estable Dv satisface

a.|u|2 < (D, (u),u) < b.|u|2 para todo u € v,

Demostracidén. Como en el lema 1.2, para s > 0 sea g el inico campo de
Jacobi a lo largo de la geodésica g(t) = cv(s-t) que satisface

2,(0) =0y Z,(s) = u.

Como Z!(0) 1 g(0), entonces a.Coth(a.s).Iul2 <(Zi(s),u) <

< b.Coth(b.s).lulZ. La desigualdad es ahora consecuencia del hecho que
Z;(s) converge a —Dv(u) para s — ©.

LEMA (previo). Sea (V,{,)) un espacio euclideano de dimensién n (n > 2)
y f: V — V un endomorfismo simétrico que satisface a.|v|2 <
<(f(V),v) < b.|v|2 para ciertas constantes 0 < a <b y todo v € V.

87 6 CV es un subespacio de dimensidén 2 generado por dos vectores or-
tonormales u y W, sea b; = (f(u),u).(£(w),w) - (f(u),w)z. Entonces
a? < Ay < b2.

Demostracidn. Sea A = Ag, o = (£(u),u) , B = (£(W),w) y § = (£(u),w).
Si v =-6.u+ a.w, la desigualdad a.|v|2 < (f(v),v) implica a.(62+a2) <
< a.A; con lo cual a.a < A. Luego, por ser a < a resulta a? < A; la
otra desigualdad es inmediata.

COROLARIO 2.3. Sea H una horoesfera de M con curvatura seceional K y
curvatura media B respecto al campo unitario normal exterior V st
n = 2.

si n =1, sea p la curvatura geodésica -en valor absoluto del horoeciclo
H. '

Si f es una funcién de Busemann, sea Af el laplaciano de f. Entonces
i) a<N<b y a<p<hb
ii) |X| < b2-a?

iii) n.a < -Af < n.b

Demostracidén. Sea v € SM tal que H = b;l(O); N(q) = grad bvl (q € H)
q

y V = -N el campo normal exterior a H. Si SV es el segundo tensor fun-
damental de H respecto a V, Sv evaluado en q € H es por definicidn el

endomorfismo S de Hq = N(q)l (espacio tangente a H en q) definido

v(q)
por Sv(q)(u) = VuV

-VuN. La curvatura media ® evaluada en q es por

definicién R(q) = = . Tr(S y sin=1, p(q) .= |(VuN,u)| <con u € Hq y

v(q))

Bi=
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|u] = 1. Debido a la proposicién 1.3 parte iv) y al lema 1.2, resulta
=1 - = -
N(Q) - n’ TI‘( DN(q)) y O(Q) (DN(q) (u) sud.

La parte i) es ahora consecuencia inmediata del corolario 2.2, por ser
q un punto arbitrario de H. A efecto de mostrar ii), para q € H sea
ZV(q) la forma bilineal definida por Lv(q)(u,w) = (Sv(q)(u),w) para

todo u,w € Hq.

Si 0 es un plano tangencial a H contenido en Hq, denotemos con Kg y K,
la curvatura seccional de Hy de M en la direccién 0. Debido a 1la ecua
cién de Gauss se tiene Ko = Ky + Ay, donde Ay = Zv(q)(u,u).KV(q)(w,w)-
- lé(q)(u,w) Yy u,w son dos vectores ortonormales que generan o. Debi
do al corolario 2.2 y al lema previo aplicado al endomorfismo S =

()
2 2 2 2 .
< A, <b”. Por ser -b” <K, < -a“ se obtiene

= -DN(q), resulta a
]i;| < b2-a? 1o cual prueba ii).

Finalmente probemos iii). Sea f = bw para algln w € SM; luego si p € M,
Af(p) = traza del endomorfismo u — Vugrad f de Mp. Si v = grad f p ¥
g = by, por la proposicién 1.3 parte iii) es g-f constante sobre M;
luego grad f = grad g. Siendo |grad g| = 1 en todo punto de M, enton-
ces v, grad g L v para todo u € Mp; luego Af(p) = traza de u -

>V, grad g de Vl.

Debido a la misma proposicién parte iv), el endomorfismo u - V. grad g

de Vl coincide con el endomorfismo estable D,; luego Af(p) = Tr D,. -

La desigualdad iii) es ahora consecuencia inmediata del corolario 2.2.

OBSERVACION. Si M tiene curvatura constante K = -az, la desigualdad ii)
implica el hecho conocido que las horoesferas con la métrica inducida
son espacios euclideanos. '

APENDICE.

Sea n > 1y B(t) € R™" una matriz simétrica y definida negativa que

depende diferenciablemente de t € R. Sea A: R — R™*™ 1a Gnica solu-
ci6én de la ecuacién matricial de Jacobi (J).

J) A"(t) + A(t).B(t) =0

con A(o) = 0 y A'(o) = I (identidad). Por ser B(t) simétrico y defini-
do negativo, para todo t >0 es A(t) .inversible y la matriz U(t) =

= A_l(t).A'(t) es simétrica y definida positiva. Como A satisface (J),
entonces U satisface para t > 0, la ecuacidén matricial de Riccati (R).

(R) U'(t) + U%(t) + B(t) = 0
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NOTACION:-Si A es una matriz de orden nxn, denotamos con Al a la nor-

"ma de A; luego IIAl = max{|x.A| con [x| = 1} y si A es simétrico y defi-

do positivo Al = max{{x.A,x) con |x|] = 1}. Si A y B son simétricos, es
cribimos A < B (respect. A < B) si A-B es definido (respect. semi-defi-
nido) negativo.

Para t > 0, sea A(t) el menor autovalor de U(t); luego por ser U(t) si-

-1

métrico y definido positivo es A(t) = HU(t)—IH y por lo tanto

ACt) > HA' () 1 LAt ™!, Dado A(0) = 0 y A'(0) = I, resulta
1im A(t) = +w,

t>0

LEMA. Sean Bi(t) e R™™ (i = 1,2) matrices simétricas y definidas nega
tivas que dependen diferenciablemente de t € R, taZes,queBl(t)<:B2(t)
para todo t € R. Sean Ui soluciones simétricas de la ecuacidén (R) co-
rrespondientes a Bi, definidas para todo t € Recon t=>s >0. 52

Uz(s) < Ul(s) entonces Uz(t) < Ul(t) para todo t = s.

Demostracidén. Sea f(t) Uy (t) - U, (t) para t > s; debemos mostrar que
f(t) < 0 para todo t > s. Por continuidad de f existe un € > 0 tal que
f(t) <0 si t €[s,s+e); sea entonces £ el supremo de todos los € > 0
con dicha propiedad. Si £ = +=, nada hay que probar; supongamos enton-
ces que £ < +» y sea s = s+f. Por continuidad es £(s) < 0 y por defini-
cidén de s debe existir un vector unitario x € R® tal que x.f(s) = 0.

Por otro lado, como ‘las Uj satisfacen (R) se tiene
fr(t) = Ué(t)-Ui(t) = rf(t).(Ul(t)+Uz(t)) + Bl(t) - B2(t)
Luego x.f'(s) = x.(Bl(g) - B,(5)) y por lo tanto (x.f'(s), x) <0.

Si g(t) = (x.f(t),x), entonces g(t) <0site€ [s,s), g(s) =0 ¥y
g'(3) = (x.£'(s),x) < 0; esto es una contradiccidén y en consecuencia
debe ser £ = +=,

PROPOSICION. Con las hipétesis y motaciones introducidas, eean a,b € R
con 0 < a <b. Si para todo t € R se verifica -p2.1 < B(t) < -aZ.1 B
entonces a.Coth(a.t).I <U(t) <b.Coth(b.t) st t > 0.

Demostracidén. Dado que 0 < a, es suficiente demostrar la proposicidn
suponiendo que 2.1 < B(t) < -a2.1 para todo t € R. Como lig A(t) =+,
t->

para cada natural n existe un s >0 con s < % tal que a.Coth(a.%).I <

< U(sn).

2

- sy para todo t € R sea Bl(t) = B(t-en) y Bz(t) = -a”.I.

Sea € = 1
n 1
Si para t >0 es Uz(t) = a.Coth(a.t) y para't = % es Ul(t) = U(t-sn) ,
1 1
entonces Uz(ﬁ) < UI(H)‘

Luego por el lema anterior resulta Uz(t) < Ul(t) = U(t-en) para todo

t>:—l-
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ahora t > 0 fijo y m natural con t > % ; dado que para n =>m es

Uz(t) < U(t—an) y e, > 0, resulta Uz(t) < U(t). La otra desigualdad se

demuestra de manera andloga, usando el hecho que 1im b.Coth(b.t) = +x.

[11

[21]

[4]

t>0
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