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ABSTRACT. Let M be a Hadamard manifold of dimension n+1 (n ~ 1), with 
sectional curvature K satisfying -b 2 ~ K ~ -a2 for some positive cons
tants. We first give a comparison theorem for Jacobi fields, then we 
apply this theorem to obtain some estimates for geometric objects rela 
ted to horospheres (e.g.: sectional curvature, mean curvature and geo
desic curvature if n=1). 

INTRODUCCION. Sea M una variedad de Hadamard de dimensi6n n+1 (n ~ 1); 
es decir, una variedad de Riemann conexa, completa y simplemente co
nexa con curvatura seccional K ~ O. Sea c: R -+ M una geodesica param~ 
trizada por su longitud de arco e Y un campo de Jacobi a 10 largo de c 
que satisface yeO) = 0 e Y'(O) 1 teO), donde 1 denota perpendicular. 

Es sabido ver [ 1], que si K ~ _b 2 para alguna constante b > 0, enton
ces IY'(t)1 ~ b.Coth(b.t).IY(t)1 si t> 0; luego tambien se verifica 
(Y'(t),Y(t» ~ b.Coth(b.t).IY(t)1 2 si t> O. Dado que una estimaci6n 
analoga a la ante-rior (aunque posiblemente conocido) no aparece en la 
literatura suponiendo K ~ _a2 para alguna constante positiva, en esta 
nota mostramos que a.Coth(a.t).IY(t)1 2 ~ (Y'(t),Y(t» si 't > O. La 
combinacion de ambas desigualdades permite en el caso que _b2 ~ K~ _a2 , 
comparar la curvatura seccional de las horoesferas (si n ~ 2), curva
tura geodesica (en valor absoluto si n=l), curvatura media y el lapla
ciano de las funciones de Busemann con sus respectivos, en el caso de 
curvatura constante negativa. Una comparacion con respecto a la curva
tura media y al laplaciano ha sido obtenida en [3], en variedades sim
plemente conexas, sin puntos focales y con curvatura de Ricci acotada 
superior e inferiormente por constantes no positivas. La estimacion de 
la curvatura media y del laplaciano que obtenemos (Corolario 2.3) son 
mas finas que las obtenidas en [3], pues las condiciones que Ie impon~ 
mos a la metrica de M son mas fuertes que lasimpuestas en [31. 

1. CAMPOS DE JACOBI ESTABLES Y FUNCIONES DE BUSEMANN. 

En 10 que sigue, sea M una variedad de Hadamard de dimension n+l 
en ~ 1}, IT: SM -+ M el fibrad,o unitario tangente, d la funci6n distan
cia en M inducida por"la metrica (,> de My para cada p EM, seaMp el 
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espacio tangente a M en p. Las geodesicas de M se considerar~n no con~ 
tantes y parametrizadas por su longitud de arco. Un campo de vectores 
Y a 10 largo de una geodesica c se dice un campo de Jacobi si satis
face 

Y"(t) + R(Y(t) ,c(t))c(t) = 0 (1) 

para to do numero real t. El acento denota derivaci6n covariante a 10 

largo de c, R es el tensor de curvatura y c es el campo tangente a c. 
Un campo de Jacobi Y queda determinado univocamente por sus val ores 
yeO) e Y' (0). 

Debido a las propiedades de simetria del tensor de curvatura, si X e Y 
son campos de Jacobi a 10 largo de c, entonces 

(X' (t), Y(t") - (X(t), Y' (t) ) = constante (2) 

para todo real t. Si Y es un campo de Jacobi que satisface YeO) = 0, 

Y' (0) I c(O) con Y'(O) # 0, por ser K ~ 0 de (1) se obtiene 

(Y(t),Y(t) > 0 y (Y'(t),Y(t) > 0 (3) 

para todo t > O. 

DEFINICION. Sea c una geodesiaa e Y un aampo de Jaaobi a Lo Largo de c; 
Y se diae estabLe si IY(t) I esta aaotado para tudo t ;> O. 

PROPOSICION 1.1. Sea c una geodesiaa y u e Mp aon p = c(O). Entonaes 

e:x:iste un uniao aampo de Jaaobi estable Ya Lo Largo de c aon Y(O) = u. 

Si para todo 5 > O. Ys denota aL uniao aampo de Jaaobi a Lo Largo de c 

que satisfaae Ys(O) = u e Ys(s) = O. entonaes Y~(O) aonverge a Y'(O) 
para 5 -+- co. 

Demostraai6n. Ver [4]. 

Para v e SM con n(v) = p, denotemos con Cv a la geodesica que satisf~ 

ce cv(O) = p y cv(O) = v. Si u evl (subespacio ~rtogonal a v en Mp), 
sea Y el unico campo de Jacobi estable a 10 largo de Cv que verifi-v,U 

ca Y (0) = u. Como u evl , entonces Y' (0) e vI; luego queda defini v,u v,u -

do un endomorfismo Dv: ~ -+- vI por Dv(U) = Y' (0). Denominamos a D v,u v 

el endomorfismo estable deter~inado por v. 

LEMA 1.2. EL endomorfismo Dv es simetriao y semi-definido negativo. 

Demostraai6n. Sean u,w e ~ y para 5 > ·0, sean Xs e Ys los unicos cam

pos de Jacobi a 10 largo de Cv que satisfacen Xs(O) = u, Xs(s) = 0, 
Ys(O) = w e Ys(s) = O. Por (2) es (X~(O),Ys(O» = (Xs(O),y~(())); luego 
por la proposici6n anterior tomando limite se obtiene (Dv(u),w) = 
= (u,Dv(w) ). 

Sea ahora Zs(t)=Xs(s-t); luego Zs(O) = 0, Z~(s) = -X~(O) y Zs(s) = u. 

Como Xses perpendicular a cv,entonces Zs es perpendicular a la geod!. 
sica g definida por get) cv(s-t); luego Z~(O) I &(0). Por (3) se ve~ 
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rifica (Z~(s),Zs(s) > ~ 0; es decir, (X~(O),u>.~ O. Tomando limite re
suI ta (Dv (u) ,u > ~ 0 y el lema queda demostrado .• 

Concluimos la secci6n, relacionando. los campos de Jacobi estables con 
las funciones de Busemann. Para cada v E SM Y s ~ 0, sea b : M -+ R 

S,v 

la funci6n definida por bs,v(q) = s-dCq,cv(s)); bs,v es diferenciable 

en todo punto excepto en cv(s) y debido a la desigualdad triangular la 

funci6n s -+ bs,v(q) es creciente y acotada en valor absoluto por 

d(q,cv(O)) • 

En consecuencia, bv(q) = lim bs v(q) existe para todo q E M. La fun-
.8-+-00 , 

ci6n bv se denomina la funci6n de Busemann determinada por v y los con 

juntos ~ = b~l(O) Y Bv = b~l([O,oo)) se denominan respectivamente la 

horoesfera y el horodisco determinado por v. Si n=1, las horoesferas 
se llaman horociclos. 

Si w,v E SM con new) = q, w se dice asint6tico a v, si los gradientes 

grad bsi,vl q convergen a w para alguna sucesi6n si -+ 00. 

La siguiente proposici6n reune resultados conocidos que aplicaremos en 
la pr6xima secci6n. 

PROPOSICION 1.. 3. Para todo v E SM se verifica 

i) bv es de clase C2 y c6ncava 

ii) Para todo q EM, grad bvlq lim grad bs,vl (convergencia en Mq) 
s+oo q 

iii) Si w E SM, w es asint6tico a v si y s6lo si bv-bw es constante 

sobre M. 

iv) Sea N: ~v-+ SM el campo unitario de vectores definido por 

N(q) = grad b I . 
v q 

Si V denota la conexi6n de Levi-Civita, para cada vector u tangente a 

Hv en q E Hv se satisface VuN = DN(q)(U). 

Demostraci6n. Ver [2] 0 [4]. 

OBSERVACION. Debido a la proposici6n anterior, las horoesferas con la 
metrica inducida por M son hipersuperficies de clase C2 y los horodis
cos son conjuntos convexos.Adem~s, si N es el campo unitario normal a 
~ definido segun iv) y w = N(p) con p E Hv ' entonces Hv = Hw y el cam 
po de vectores q -+ grad bwl (q E H ) coincide con N. 

q v 

El campo d~ vectores N apunta debido a ii) al horodisco Bv; es decir, 
si w = N(p) con p E~, el rayo geodesico cw: [0,00) -+ M est~ conteni
do en Bv. Al campo N (respect. V = -N) 10 llamaremos el campo normal 
unitario interior (respect. exterior) a la horoesfera Hv. 
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2. COMPARACION DE CAMPOS DE JACOBI Y ALGUNAS CONSECUENCIAS. 

En esta seccion asumimos que la curvatura seccional K de M satisface 
la acotacion _b 2 ~ K ~ _a2 para ciertas constantes 0 < a ~ b. 

PROPOSICION 2.1. Sea Y un aampo de Jaaobi a lo largo de una geodesiaa 

c parametrizada por su longitud de arao tal que yeO) = 0 e Y' (0) 1 c(O). 

Entonaes para t > 0 se aumple 

i) a.Coth(a,t) .IY(t) 12 ~ (Y' (t) ,Y(t) ~ b.Coth(b.t) .IY(t) 12 

ii) a.Coth(a.t).IY(t)! ~ IY'(t)1 ~b.Coth(b.t).IY(t)1 

Demostraaion. Sea EI(t), ... ,En+l(t) una base ortonormal de campos par~ 

lelos a 10 largo de c, con En+l(t) = c(t) para todo t E R. Sea B(t) 

(bij(t)) la matriz simetrica de orden nxn, definida por bij(t) = 

(E.(t),R(E.(t),c(t))c(t)) con 1 ~ i,j ~ n y donde R es el tensor de 
J l. 

curvatura. A efecto de simplificar notacion, denotemos tambien con ( , ) 

al producto usual de Rn y para cada (x,t) E Rn+ l con Ixl = 1 y 

x = (xl" .. ,xn), sea o(x,t) el plano contenido en Mc(t) generado por 
• n 
c(t) y L x .. E.(t). Si K(x,t) representa la curvatura seccional de M 

i=l l. l. 

en la direccion o(x,t), por construccion de B(t) se cumple (x.B(t),x) = 

= K(x,t); luego _b 2 ~ (x.B(t),x) ~ _a2 . En consecuencia, B(t) es defi

nida negativa para todo t E R Y satisface -b 2 .1 ~ B(t) ~ _a2 .I, donde 
I es la matriz identidad de orden nxn y (~) la relacion de orden usual 
entre las matrices simetricas. Para cada i = 1 , ••• ,n sea Yi el dnico 

campo de Jacobi a 10 largo de c con Yi(O) 0 e Yi(O) = Ei(O). Como Yi 
n 

resulta perpendicular a c, entonces Yi(t) L a iJ· (t) .Ej (t). Denotan 
j = I 

do con A(t) = (aij(t}) , la matriz satisface la ecuacion matricial de 

Jacobi A"(t) + A(t) .B(t) = 0, con A(O) = 0 y A' (0) = 1. Por (2) y (3) 

es A(t) inversible si t > 0 y U(t) = A-I(t).A' (t) simetrico y definido 
positivo (ver tambien apendice). Sea ahora Y un campo de Jacobi a 10 

largo de c tal que YeO) = 0 e Y'(O) = u 1 c(O). Por unicidad en las so 
n 

luciones de la ecuacion (1), si u = L u. E.(O), se tiene 
n i=l l. l. 

yet) = L u .. Y.(t) para todo t E R. Luego, representando con 
i=l l. l. 

U = (ul, ... ,un) es IY(t)1 = lu.A(t)l, IY'(t)1 = lu.A'(t)1 y 

(Y'(t),Y(t) = (u.A'(t),u.A(t) para todo t E R. Para t > 0 fijo, sea 

z = u.A(t); luego (Y'(t),Y(t) = (z.U(t),Z). Debido a la proposicion 

del apendice, es a.Coth(a.t).lzI 2 ~ (z.U(t),z) ~ b.Coth(b.t). Izl2 10 

que prueba i) por ser Izl = IY(t)l. Debido a i), para mostrar ii) es 
suficiente mostrar que IY' (t)1 ~ b.Coth(b.t). IY(t)l. En efecto, por 
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ser U(t) sim6trico Y definido positivo, la norma IIU(t)1I -
= max{(x.U(t),x) con I~I = 1} c b.Coth(b.t). 

Luego, IY'(t)1 = lu.A'(t)1 = Iz.U(t)1 C Izl.IIU(t)1I C IY(t)l.b.Coth(b.t) 
Y la proposici6n queda demostrada. 

COROLARIO 2.2. Papa to do v E SM eL endomopfismo estabLe Dv satisface 

a.lul 2 C -(Dv!(U)'u) cb.lul 2 papa todo u E vi 

Demostpaci6n. Como en el lema 1.2, para s > 0 sea Zs el tinico campo de 
Jacobi a 10 largo de la geod6sica get) = cv(s-t) que satisface 
Zs(O) = 0 Y Zs(s) = u. 

Como Z~(O) 1 &(0), entonces a.Coth(a.s).luI 2 C (Z~(s),u) C 
C b.Coth(b.s).luI 2. La desigualdad es ahora consecuencia del hecho que 
Z~(s) converge a -Dv(u) para s -+ =. 

LEMA (previo). Sea (V,(,») un espacio eucLideano de dimensi6n n (n;;;. 2) 

y f: V -+ V un endomorfismo sim6trico que satisface a.lvl 2 C 
C (f(v),v) C b.lvl 2 papa cieptas constantes 0 < a C by todo v E V. 

Si u eVes un subespacio de dimensi6n 2 genepado pop dos vectopes OP

tonopmaLes u y w, sea 6u = (f(u),u).(f(w),w) - (f(u),w)2. Entonces 

a 2 C 6u C b 2 • 

Demostpaci6n. Sea 6 = 6u , a = (f(u) ,u) , a = (f(w),w) y tS = (f(u) ,W). 

Si v = -tS.u + a.w, la desigualdada-.lvI 2 C (f(v),v) implica a.CtS2+a2)C 
C a.6; con 10 cual a.a C 6. Luego, por ser a C a resulta a2 C 6; la 
otra desigualdad es inmediata. 

COROLARIO 2 •. 3. Sea H una hOPo6sfepa de M con cupvatupa seccionaL K" y 

cupvatupa media N pespecto aL campo unitapio nopmaL e:x:tepiop V si 
n ;;;. 2. 

Si n = 1, sea p La cupvatupa geod4sica ~n vaLop absoLuto deL hopocicLo 
H. 

Si f es una funci6n de Busemann, sea 6f eL LapLaciano de f. Entonces 

i) a C NCb y a C pCb 

ii) IK"I C b2 _a2 

iii) n.a C -6f C n.b 

Demostpaci6n. Sea v E SM tal que H = b-1(0); N(q) = grad bvl (q E H) 
v q 

Y V = -N el campo normal exterior a H. Si Sv es el segundo tensor fun-

damental de H respecto a V, Sv evaluado en q E H es por definici6n el 

endomorfismo SV(q) de Hq N(q)i (espacio tangente a H en q) definido 

por SV(q)(u) = VuV = -VuN. La curv~tura media N evaluada en qes por 

definici6n N(q) = ~. Tr(SV(q»)Y si,n=l, p(q) = I(VuN,u)1 <on u E Hq Y 
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lui = 1. Debido a la proposicion 1.3 parte iv) y al lema 1.2, resulta 
1 

N(q) = n· Tr(-DN(q») y p(q) = -( DN(q) (u) ,u). 

La parte i) es ahora consecuencia inmediata del corolario 2.2, por ser 
q un punto arbitrario de H. A efecto de mostrar ii), para q E H sea 

iV(q) la forma bilineal definida por iV(q) (u,w) = (SV(q)(u),w> para 

todo u,w E H . 
q 

Si a es un plano tangencial 

la curvatura seccional de H 

cion de- Gauss se tiene Ka = 

a H contenido en H , denotemos con Ka y Ka 
- q 

y de M en la direccion a. Debido a la ecua 

Ka + ~a' donde ~a = iV(q)(u,u).iV(q)(w,w)-
2 - iV(q) (u,w) y u,w son dos vectores ortonormales que generan a. Deb! 

do al corolario 2.2 r al lema previo aplicado al endomorfismo S(q) 

= -DN(q)' resulta a 2 ~ ~a ~ b2 . Por ser _b 2 ~ Ka ~ _a 2 se obtiene 

IKal ~ b2_a 2 10 cual prueba ii). 

Finalmente probemos iii). Sea f = bw para algfin w E SM; luego si p EM, 

~f(p) = traza del endomorfismo u -+ vugrad f de Mp. Si v = grad flp y 

g = bv ' por la proposici6n 1.3 parte iii) es g-f constante sobre M; 

luego grad f = grad g. Siendo Igrad gl = 1 en todo punto de M, enton

ces Vu grad g 1 v para todo u E Mp; luego ~f(p) = traza de u + 

+ Vu grad g de v1 . 

Debido a la misma proposicion parte iv), el endomorfismo u + Vu grad g 

de v1 coincide con el endomorfismo estable Dv; luego ~f(p) 

La desigualdad iii) es ahora consecuencia inmediata del corolario 2.2. 

OBSERVACION. Si M tiene curvatura constante K _a 2 , la desigualdad iD 

implica el hecho conocido que las horoesferas con la metrica inducida 

son espacios euclideanos. 

APEN[)ICE. 

Sea n ;;:;, Y B(t) E Rnxn una matriz simetrica y definida negativa que 

depende diferenciablemente de t E R. Sea A: R -+ Rnxn la finica solu

ci6n de la ecuacion matricial de Jacobi (J). 

(J) A"(t) + A(t) .B(t) = 0 

con A(o) = 0 Y A' (0) I (identidad). Por ser B(t) simetrico y defini

do negativo, para todo t > 0 es A(t) inversible y la matriz U(t) = 

= A-1(t).A'(t) es simetrica y definida positiva. Como A satisface (J), 

entonces U satisface para t > 0, la ecuaci6n matricial de Riccati (R). 

(R) U' (t) + U2 (t) + B(t) = 0 
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NOTACION;~Si A es una matriz de orden nxn, denotamos con IIAII a 1a nor-
- ma de A; 1uego IIAII = max{ Ix.AI con Ixl = 1} y si A es simetrico y defi

do positivo IIAII = max{(x.A,x) con Ixl = 1}. Si A y B son simetricos, e!. 
cribimos A < B (respect. A ~ B) si A-B es definido (respect. semi-defi
nido) negativo. 

Para t > 0, sea X(t) e1 menor autova10r de U(t); 1uego por ser U(t) si

metrico y definido positivo es let) = IIU(t)-lll-l y por 10 tanto 

let) > IIA'(t)-lll-l.IIA(t)lI- l . Dado A(o) = 0 Y A'(o) = I, resu1ta 
lim let) = +00. 
t+O 

LEMA. Sean Bi(t) E Rnxn- (i = 1,2) matrices sim6tricas y definidas neg~ 

tivas que dependen diferenciablemente de t E R. tales _ que Bl (t) < B2(t) 

para todo t E R. Sean Ui soluciones sim4tricas de la ecuaci6n (R) 00-

rrespondientes a Bi • definidas para todo t E R con t > s > o. Si 

U2 (s) < U1 (s) entonces U 2 (t) < Ul(t) para to do t > s. 

Demostraci6n. Sea f(t) = U2 (t)- Ul(t) para. t > s; debemos mostrar que 
f(t) < 0 para todo t > s. Por continuidad de f existe un E > 0 tal que 
f(t) < 0 si t E [S,S+E); sea entonces l e1 supremo de todos los E > 0 

con dicha propiedad. Si l = +00, nada hay que probar; supongamos enton
ces que l < +00 Y sea s = s+l. Por continuidad es f(s) ~ 0 y por defini
ci6n de s debe existir un vector unitario x E Rn tal que x.f(s) = O. 
Por otro 1ado, como -las Ui satisfacen (R) se tiene 

f'(t) = Ui(t)-Ui(t) 

Luego x.f'(s) = x.(Bl(S) - B2 (s)) y por 10 tanto (x.f'(s), x) < O. 

Si get) = (x.f(t),x), entonces get) < 0 si t E Is,s), g(5) = 0 y 
g'(s) = (x.f'(s),x) < 0; esto es una contradicci6n y en consecuencia 
debe ser t = +00. 

PROPOSICION. Con las hip6tesis y notaciones introducidas. sean a,b E R 
con 0 < a ~ b. Si para todo t E R se verifica -b 2 .I ~ B(t) ~ -a2 .I • 
entonc.es a.Coth(a.t).I ~ U(t) ~ b.Coth(b.t) si t > O. 

Demostraci6n. Dado que 0 < a, es suficiente demostrar 1a proposici6n 
suponiendo que -b 2 .I < B(t) < -a2 .I para todo t E R. Como lim let) =+00, 

t+O 
para cada natural n existe un sn > 0 con sn < k tal que a.coth(a.k).I < 

< U(s ). 
n 

Sea En = k - sn y para todo t E R sea Bl(t) = B(t-En) y B2(t) = _a 2.I. 

Si para t > 0 es U2 (t) a.Coth(a.t) y para-t > k es Ul(t) = U(t-En) , 
1 1 entonces U2(n) < Ul(n)' 

Luego por·e1 lema anterior resu1ta U2(t) < Ul(t) 

t > 1 n 

U(t-E ) para todo 
n 
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Sea ahora t > 0 fijo y m natural con t > ~ ; dado que para n ~ m es 

U2 Ct) < UCt-En) y En 7 0, resu1ta U2 Ct) ~ UCt). La otra desigua1dad se 

demuestra de manera ana1oga, usando e1 hecho que lim b.CothCb.t) = +00. 
t70 
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