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RESUMEN. Se prueba en dos dimensiones espaciales y a tiempo fijo 4ue; 

en un pequeno entorno de un punto singular de la frontera libre, exis

te una direcci6n y un conjunto simetrico respecto a ella y de forma 

cuspidal que contiene al conjunto de coincidencia: el hielo. Entonces 
el hielo tiende asint6ticamente a un segmento de recta. 

En el trabajo se emplean tecnicas desarrolladas por Caffarelli y Ri
viere para obtener una estimaci6n asint6tica de la frontera libre en 

problemas elipticos, que son adaptadas a las mls debiles condiciones 
que resultan al considerar el problema parab6lico a tiempo fijo (se 

deb en relajar las hip6tesis sobre la no homogeneidad ¢ para un probl~ 
ma con el operador Laplaciano: ~u = ¢). 

1. ~RESENTACION DEL PROBLEMA. 

Consideremos el Problema de Stefan de una fase y exterior, vale decir 

el agua se ubica en el exterior de un conjunto acotado fijo, segun se 

propone en [F-K] y [e-F]. Llamamos GO a este conjunto y B a una bola 

de radio suficientemente grande (Go ,B eRn) . Mediante tecnicas variaciQ 
nales se prueba en [F-K] la existencia y unicidad de soluci6n para la 

siguiente formulaci6n debil del Problema de Stefan: 

"Hallar u definida en D = (B\G O) x (0, T), T > 0, tal que 

i) u E L2 (0,T;H 2 (B\G o)) , u t E L2 (0,T;L 2 (B\G o)) 

ii) u - ~ u ~f , u ~O, u(u t - ~ u - f) = 0 c.t.p en D. t x x 

iii) u(x,t) <p(x,t) en dGox(O,T) u(x,t) 0 en dBx(O,T) 

iv) u(x,O) 0 si x E B\G o " 

Ademls la funci6n u resulta continua en D y tiene sentido descomponer 
el dominic Den: 

n {(x,t) E D / u(x,t) > O} 

A {(x,t) E D / u(x,t) O} (conjunto de coincidencia) 

FdA n D (frontera libre) 

y restringiendo estos conjuntos a tiempo to (0 < to < T), vale decir 

considerando la variable t fija, resultan: 
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S"lt . el agua 
0 

At el hie10 
0 

FtO la interfase hielo-agua 

Un estudio posterior de regularidad global demuestra que "u" tiene se

gundas derivadas espaciales acotadas (u E C1,l(S"l)), derivada temporal x 

acotada (u E C~,l(S"l)) , u = 0 y "xU = 0 en F, y "u" verifica en S"l la 

ecuaci6n diferencial del calor 

donde f = -1 cerca de F. 

Posteriormente fue obtenido en [C-F] un m6dulo de continuidad para la 
temperatura: u t • En efecto se prueba: 

"Para todo compacto K en B\Go y 0 < a < T, resulta ut uniformemente 

continua en K x [ a, T] con m6dulo de continuidad 

0y(r) = Cy 2- 110g rlY (0 < y < t) 
donde Cy depende de K,a,T y y". 

Consideremos un punto singular de la front era libre, esto es un punto 
(xo,to) E F tal que xo tiene densidad de Lebesgue cero respecto al con 

junto Ato (ver IC1]). Nos interesa caracterizar geometricamente al con 

junto At o en las inmediaciones de xO' para 10 cual localizamos el es-

tudio.Sea B rO 
pequefia de manera que se verifique: 

i) 

ii) 

u ;;. 0 en B 
rO 

/':; u 
x 

u = 0 "u = 0 en F t n B , x 0 ro 

iii) ~ es continua en Bro' con m6dulo de continuidad 0y' ~ ;;. A > O. 

Para este mismo problema local, excepto que la funci6n ~ se supone 
Holder, se obtiene en [C-R] una interesante descripci6n geometrica del 
conjunto de coincidencia en dos dimensiones espaciales. El prop6sito 
de este trabajo es emplear las tecnicas.exhibidas en [C-R] , previa a
cotaci6n por abajo de las derivadas segundas puras (espaciales) de la 
soluci6n en las hip6tesis mas debiles para el m6dulo de continuidad de 
~, para obtener la siguiente estimaci6n asint6tica de la frontera li
bre: 

2 "Sea (xo,to) un punto singular de la frontera libre (xo E R ), es de-

cir Xo tiene densidad de Lebesgue cero con respecto a At • Entonces o 
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existe una direcci6n 10 tal que en un peq~efio entorno de Xo resulta 

At c rO = {x E R2 / d(x,lo) ~ a(lx-xol). Ix-xol} 
o 

donde (0 < y' < y)". 

Asi queda resuelto el problema de estimar, a tiempo fijo, el comporta
miento asint6tico (espacial) de la frontera libre para el Problema de 
Stefan en dos dimensiones espaciales. Cohrespecto al comportamiento 
temporal no cabe esperar evoluci6n de un punto singular, como 10 de
muestra el siguiente resultado probado en [C2]: 

"Supongamos que (xu,tu) E F para u E [0,1] es una familia de puntos 

singulares tales que (xu) es una curva rectificable. Entonces tu es 

constante para u E [0,1]". 

2. ESTIMACIONES PARA LAS DERIVADAS SEGONDAS PURAS Y COMPORTAMIENTO 

ASINTOTICO. 

Haremos un an1ilisis local de la soluci6n "u", en el cual obtendremos 
una cota por abajo para las derivadas segundas puras de u (Lema 4) en 
un entorno de un punto de la frontera libre. Para ello es necesario 
construir una funci6n auxiliar (Lemas 1 y 2) que permite probar una 
desigualdad de tipo Harnack (Lema 3) y luego por aplicaci6n recurs iva 
de esta se obtiene el Lema 4. La estimaci6n asint6tica de la frontera 
libre es una consecuencia del Lema 4. 

Cort la misma notaci6n que en el par1igrafo anterior sea Xo E Ft y 
o 

B 
rO 

B(xo,ro) con 0 < ro«1 a fijar. Consideremos Bp = B(xl,p) C 

C Br Y supongamos por simplicidad que xl = O. Indicamos con u .. la de o 1J 

rivada segunda de la funci6n u en las direcciones espaciales i,j. Si 
i=j llamamos a uii derivada segunda pura. 

En los dos primeros lemas se construye en Bp una funci6n auxiliar "v" 

de forma tal que ~v Wii (y por ende Uii - v es arm6nica en 

Bp n nto) v=O en oBp y con un adecuado m6dulo de continu1dad. En es

te contexto se puede suponer sin perdida de generalidad que W(O) = 0, 
y que la funci6n W definida en Bro y en particular en Bp est1i extendi 

da a todo R2 manteniendo el mismo m6dulo de continuidad y soporte en 
la bola B2p • Por comodidad continuamos llam1indola W. Los argumentos 

son n-dimensionales. 

Denotamos con E a la soluci6n fundamental para el Laplaciano 
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r log 

1 si 2 TXT n = 

E(x) 

IXI~~2 si n > 2 

y con Cn a cualquier constante 5610 dependiente de la dimensi6n. 

LEMA 1. Sea W una funci6n continua en Rn con soporte en Bp(p«1). y 

m6duZo de continuidad a(r) que satisface Za condici6n de Dini 

Jl Ql..!.L J o r dr < "". Entonces Za funai6n f(x) = E(x-y)W(y)dy tiene 

IYI<1 
segundas derivqdas continuas 

fij(x) = J Eij(x- y) (W(Y)-w(x))dy -W(x) J Ei(x-y)yjda(y). 
lyl<1 lyl=1 

con m6duZo de continuidad Cnw(r) • donde 

w(r) = a(r) . log l + Jr ~)dt 
rot 

NOTA 1. Observese que una funci6n creciente a que satisface la condi
cion de Dini veri fica 

1 
aCr) log r ~ o. 

En efecto para 1 > r > 0 tenemos 

1 2" a(r) log r 

Dem. Lema 1. En [C-Hl (pag.249 - Tomo II) ~e prueba que f ij es la se
gunda derivada de f bajo la hip6tesis: W Holder. La misma demostra
cion se extiende a este caso, luego de observar que W puede ser aproxi 
mada uniformemente por funciones suaves con el mismo m6dulo de conti
nuidad a (por ejemplo haciendo la convoluci6n con aproximaciones de 
la identidad suaves), y que a satisface la condici6n de Dini. 

En consecuencia solo es necesario hallar el m6dulo de continuidad w. 
En primer termino obtendremos w en B1 . Para ello escribimos 

'4 

g(x) J E .. (x-y)CW(Y) w(x))dy 
1J 

11'1 <1 

J + C J J gl(x) + g2(x) 
B(x,l) B(O,I) B(x,l) 
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Y trataremos cada sumando separadamente. Sea n(x') la funci6n definida 

en la esfera unitaria Ll de Rn tal que 

si y = (r,x') en coordenadas esfericas. 

Por comodidad hacemos un cambio de variables que transforma a gl en 

gl(X) = J E .. (y)(~(x-y)-~(x))dy . ~J 

Iyl<l 

Ahora podemos estimar Ig l (x l )-gl(x2)1 con x l ,x2 E Bl. 
'4 

Ig l (x l )-gl(x2)1 .;;; J\n-l dr J In(~')II~(Xl-rX')-~(Xl)-~(x2-rx')-~(X2)ldx'';;; 
° 1: 1 r , 

+ r d: J In(x')I(I~(xl-rx')-~(x2-rx')I+I~(Xl)-~(X2)I)dx' .;;; 
Ix l - x2 1 1:1 

Para obtener una expresi6n analoga con g2, observemos que los puntos 
de Bl/4 estan pr6ximos al origen, en tanto que la region de integra-

cion esta lejos del mismo. Con esta idea en mente, escribimos: 

J J )Eij (xl-y) (~(x2) -~(xl))dy + 
B(O,l)\B(xl,l) B(xl,l)\B(O,l) 

+ (J J )E ij (xl-y) (~(y) -~(x2) )dy + 
B(x 2 ,l)\B(x l ,l) B(x l ,1)\B(x2,l) 

+ (J J) (E ij (xl -y) -Eij (X 2 -y)) . 
B(O,l)\B(x2 ,l) B(x 2,l)\B(O,l) 

(~(y) -~ (X2)) dy. 

En el primer sumando sabemos que IXl-yl > 1 0 Iyl > 1 y como IXll <.Jr 
resulta en cualquier caso Ixl-yl > l y IEij(x1-y) I < en' El mismo r~ 

zonamiento puede emplearse para acotar IEij(x l -y ) I en el segundo suma!!. 

do, en tanto en el tercero aplicando el teorema del valor medio tenemos 
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lEi/Xl -y) - Eij (X2 -y) I .;;;; I V'E ij (I;) I ·1 Xl - X2 1 < Cn: I xl - x2 1 

. 1 
puesto que lsi = lex l + (J-e)x2-yl > 2" (0 < e < 1). Ahora observemos 

que la medida del dominio de integraci6n correspondiente al iegundo 

sumando puede estimarse como 

y entonces recordando que el soporte de ~ esta contenido en Bp podemos 
acotar la expresi6n en estudio de la siguien~e forma, 

Finalmente de las estimaciones obtenidas para gl y g2 sigue que 

Con respecto al t€rmino hex) = ~(x) J E.(x-y)y.da(y) se procede de 
1 J 

Iyl=l 

manera analoga que al acotar g2 obteniendo 

con 10 que queda probado el Lema en Bl . Analicemos ahora f .. en 
q 1J 

Bl\Bl. Notemos que al ser p« 1 resulta hex) = 0 en esta corona y 
"4 

gex) = J E .. (x-y)W (y) dy 
1J . 

Iyl<p 

Luego I x-y I . > :} - p > t y entonces I Vg (x) I .;;;; en' de donde g es Lipsch 

itz en Bl\B l , y el Lema esta demostrado. 

"4 

NOTA 2. La funci6n continua f .. verifica nf .. 
11 11 

~ii en el sentido de 
las distribuciones. 

NOTA 3. Sin p€rdida de generalidad se puede suponer que la funci6n 

veri fica 

si 

Entonces la funci6n w conserva esta propiedad. En efecto, basta estu-

diar 1 Jr a(r) = -
r 0 

Q1!l dt 
t 

y comprobar que 
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CI.' (r) -.l Jr (sU.U - ~) dt .,.; 0 
r2 0 r t 

NOTA 4. Consideremos la funcion 

lex) = J E(x-Y)$(Y) dy 

Iyl<p' 
(p'«1) 

donde $ es la funcion del 
esta en B ,. Entonces 1 .. 

p 1J 

Lema 1, pero su soporte no necesariamente 
es continua Y tiene en B , un modulo de con 

L 
tinuidad Cn,p',H$Hoo' w(r). 

2 

n Dem. Consideremos una extension de $ a R con soporte en B2p ' , modu-

lo de continuidad CH$Hoo.a(r) y que seguimos llamando $ (la constante 

C11$Hoo dependiente de la norma Loo de $ es necesaria dado que no se su

pone aquf que $ se anule en algun punto de Bp')' 

Entonces podemos escribir 

lex) = J E(x-Y)$(Y) dy - f E(x-Y)$(Y) dy 
Iyl<l p'.;o::lyl<l 

Por aplicacion del Lema 1 concluimos que el primer sumando tiene de

rivadas segundas continuas con modulo de continuidad Cn, II$Hoo .w(r). 

p' Para el segundo sumando notemos que por ser Ixi <;r resulta 
p' Ix-YI >;r ,Y entonces 

Luego este sumando tiene un modulo de continuidad Lipschitz con cons

tante H$H oo . C p" n, 

LEMA 2. Sea $ como en Lema 1. Entonces e'l prob'lema de Dirich'let 

( :v. $ii en Bp (en e'l sentido de 'las distribuciones) 

0 en aBp 

admite una unica so'luci6n, que resu'lta continua con una osci'laci6n en 

Bp que satisface 

osc v = 

Bp 

Mas aun, si se verifica 

'lo de continuidad 

o (r) 

sup 
X,YEB p 

Iv(x)-v(y) I < Cn w(p) 

1 w(r) log - ----+ 0, entonces v tiene un m6du 
r r+O+ 

C w(r) (1 +log 2..) n r 
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Dem. Llamemos vI a la funci6n fii de Lema 1. Proponemos el Problema 
de Dirichlet 

( 
f::,vz : 0 en 

v Z - v I en 

que tiene una unica soluci6n. La cota para osc v (v=vl-vz) se puede 
Bp 

obtener directamente a partir del Principio de Maximo. 

Para hallar un m6dulo de continuidad de v basta estudiar vZ' y 10 ha
cemos a trav~s desu representaci6n como integral de Poisson 

con P(x,y) 

Vz(x) = f P(x,y)vl(y)dcr(y) 
\y\=p 

Cn pZ_\x\z 

p lx_yin 
el nucleo de Poisson en Bp. 

En primer termino vamos a probar que 

si x' es el punto en la misma direcci6n radial de x y.situ~-

do en 3B p • 

Como = f P(x,y)dcr(y) podemos escribir 

\y\=p 

Vz(x)-Vz(x') = f P(x,y)(vl(y)-vl(x'))dcr(y) 

\y\=p 

Llamando ~ = lX-Xl \ descomponemos la integral como 

\Vz(x)-Vz(x')\ .;; f \P(x,y)\\vl(y)-vl(x')\da(y) + 

\y\=p 
\ y-x' \ s:~ 

+ f \P(x,y)\\vl(y)-vl(x')\dcr(y) 

\y\=p 
\y-x'\>~ 

Para el primer sumando tenemos que 

I L f k=O 
\y\=p 

Z-(k+I)~<\y_x' \~Z-k~ 

I + II 
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2 _I x 12 w(2-k~) (2-k~)n-l .;;; C I p .;;;c n k=O ~n n p 

Y para el segundo sumando 

II = f + f 
Iyl=p Iyl=p 

p~IY-x' I>~ ly-x'l>p 

Sea ko el numero natural tal que 

Luego 

kO 

w(S) I 2-k (n-l) 
k=O 

A + B 

I 
k=O 

I P (x , y) I I v 1 (y) - v 1 (x ' ) I dcr ( y) 

< Cn w(~) . log f 

donde hemos usado la Nota 3 y la definici6n de ko' 

';;;c 

2 2 
B.;;:C w(2p) p -Ixl I' I.;;:c ~~.;;;C w(S). "" n n+l [.p'" n 2p n 

p 

n w (~) . 

y con esto queda probada la estimaci6n propuesta originalmente. Ahora 
podemos acotar las derivadas de v 2 cerca de dB p ' 

Como B~ = B(x,~) C Bp donde v 2 es arm6nica y osc v 2 < Cn cS (S) resulta 
B~ 

Esta expresi6n coincide con la presentada en [Z] (pag.263-Tomo I) pa

ra el caso cS(~) = ~a (a < 1). 

Finalmente veamos que 8 es un m6dulo de continuidad para v 2 en Bp' 
1 Para puntos pr6ximos al origen, digamos en B(O,Zp), tenemos que 

Iv(v2 (x)-V1(0)) I = I f VxP(x,y)(v1(y)-v1(0))dcr(y)1 .;;; 
. Iyl=p 



206 

y en consecuencia resu1ta un m6du10 de continuidad Lipschitz para v2 

en Bp . 
2 1 

Para puntos x l ,x 2 exteriores a B(O,Zp) distinguimos los siguientes ca 

50S: 

i) Ix 2- xil ~ lXI-xii < Ix l -x2 1 

Iv2 (x l )-v2 (x 2) I ~ Iv2 (x l )-v2 (xP 1+lv2 (xP-v2 (xi) 1+lv2(xi)-v2 (x2) I ~ 

~ o(lxl-xil) + o(lxi-xil) + o(l xi- x2 1 ~ 

~ o(lx l -x2 1) + o(3I x l - x2 1) + o(lx l -x2 1) ~ 

~ C o(lxl-x21) 

Se procede igua1 que en i), teniendo en cuenta que en Bp\Bp se veri-
fica 2 

lxi-xii ~ C Ix l - x2 1 

Cua1quier punto x en e1 segmento que une Xl y x2 verifica 

lx-x' I ~ Ix2-xil > Ixl-x21. Entonces ap1icando 1a Nota 3 a 1a funci6n 

o resu1ta 

y con esto queda probado e1 Lema. 

NOTA 5. Sea ° (r)=C 2- 110g rl Y e1 m6du10 de continuidad de 1a fun-
Y Y 

ci6n ~ originada en e1 Problema de Stefan a tiempo fijo (~ = l+u t ) 

considerada en e1 paragrafo 1. Entonces para todo y' (0 < y' < y) 

existe Cy ' > 0 (5610 dependiente de y y y') tal que 1a funci6n v del 

I rlY' Lema 2 tiene un m6du10 de continuidad Cy,oy,(r) = Cy ' .Cy 2- log 

Con 1a funci6n auxi1iar v se puede demostrar 1a siguiente desigua1dad 

de tipo Harnack en dos dimensiones. 

LEMA 3. Sea u una funci6n definida en Bp(B pCR2) con Zas siguientes 

propiedades: 

u ~ 0 

b) ~u = ~ , ~ continua con m6duZo de continuidad Cy,OY' 

c) para aZgun xl = (Pcos81,psen8 1) con IcoS811 >~ se verifica 
12 
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Entonaes e:ciste una aonstante 

u xx ;;;. -M + 
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universaL C2 > 0 taL que: 

M 
Bp C2 --, en 

log M "2 

Dem. A los efectos de mostrar como se emplea la funcion v daremos u
na idea de la prueba. Los detalles pueden verse en [C-RJ - Lema'. 

Se busca aprovechar la representacion de la funcion armonica uxx-v 

(en BpJ por medio de su integral de Poisson y luego explotar el hecho 
de que v oscila poco en Bp. 

Llamemos w = u + M - v. Entonces xx 

1 /:J.w = 0 

w I ilB 
p 

e~ Bp 

=u +M;;;'O xx 

Supongamos que Xl tiene primera coordenada positiva y e l = (',0). En

tonces para todo 0 < s < p resulta xl - se l E Bp , Y se veri fica 

rr £ £ 

Luego como P(xl-sel,y) ~ ~ sigue que 

~ J (uxx(Y) + M) 

ilBp £ £ 

~ C p2 log f . w(O) 

y tomando £ = yMp con y suficientemente pequefia en correspondencia 

con HuRl I ' sigue que , 
M w(O) = u xx (0) + M - yeO) ;;;. C --, 

log M 

Aplicando la desigualdad de Harnack usual se obtiene la misma estima
cion en Bp , salvo constante multiplicativa. Finalmente en Bp resulta 

"2 "2 

u xx 
M M 

;;;. -M+C ---, - Cy,ay ' (p) ;;;. -M+C2 --, 
log M log M 

donde C Y C2 son constantes universales. 
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NOTA 6. No es restrictivo suponer que M « 1 para la funcion u (solu

cion del Problema de Stefan) ya que en [C1l -Teorema 4 se prueba que 

lim inf 
x+xl 

Uii(X) ;;;. a 

sin hip6tesis especiales para la temperatura u t ' 

Por otra parte observemos que la cota M « 1, que permite efectuar l~ 

estimaciones del Lema 3, condiciona al radio p (segun (d)) no solame~ 
te en correspondencia con 1jJ = 1 +u t ' sino ·tambien con el punto 

Xo E F cerca del cual se estudia a la soluci6n u (recordemos que 
to 

Bp B(xl,p) C B(xo.ro)' 

Vamos a obtener ahora una acotaci6n por abajo de las segundas deriva

das puras (espaciales) de la soluci6n. Consideremos para Xo E Fto un 

radio rO = ro(xO) suficientemente pequeno y una bola Br = B(xO,rO)' 
o 

tales que uii ;;;. -M en Bro (M « 1) y sea valido el Lema 3 para p < rO' 

LEMA 4. Para todo £ > a tal que 2+£ < y' existen constantes Cl,C z > a 

y un radio p(p<ro) dependientes de xo ' lIulll,l ,£,y' Y Cy ' , tales que 

1 

I 12+""E -C Z 10gd(x,Ft ) 
-Cle 0 , si 

Dem. La prueba se basa en la aplicaci6n reiterada del Lema 3. Daremos 

un esbozo de la misma, dado que puede verse en detalle en [C-Rl -Teor~ 
rna 1, Y mostraremos con mas cuidado el proceso iterativo, que es donde 

se presentan ligeras diferencias. Vamos a indicar con C y C' constan-

tes universales, xl E Fto n Bro ' p = p(xo) a fijar (0 < p < r~) 

"""2 

Se definen w = u .. - v en nt n Bp (v es la funci6n del Lema 2) y 
~~ 0 

w* 
en nt n Bp 

o 
en At n Bp 

o 

y 

Entonces resulta que w* es superarm6nica; y por la elecci6n de ro es 

aplicable el Lema 3 en Bp , de donde el conjunto 

S = {xl x E Bp 
'2 

, w*(x) > -M + C ~} 
log M 

M tiene una capacidad del orden de p (se usa que Cy,Oy'(p) < Cl-----1 ' 
log M 

Cl «1)· 
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Un resultado auxiliar sobre funciones superarm6nicas (ver [C-~) afir 

ma, a partir de cap(s) - p, que 

Entonces dado que 

uii(x) 

w*(x) > -M+C' ~ 
log M 

ui(x) ~ w*(x) con x E 

en Bp 
"2 

Qt n Bp 
0 

~ -M+C' M Cy , G Y , (p) si --1 -
log M 

deducimos 

x E Qt n Bp 
0 "2 

y si p p(xo) ha side elegido suficientemente pequeno de forma que 

ZCy,Gy'(p) < C' ~ 
log M 

se deduce en nt n Bp que 
o "2 

M uii (x) ~ -M+C --1 
log M 

La idea ahora es aplicar recursivamente esta desigualdad. Es aqui do~ 

de debemos hacer una modificaci6n a los argumentos de [C-RJ: vamos a 

construir una sucesi6n {Mk} decreciente acero, pero mas lentamente 

que la definida en [C-RJ. 

Como M « 1 resulta en Bp n nt 
"2 0 

u (x) ~ -M+C M 
ii (log l)l+£ 

M 

Sean M 

si k ~ 1 

(notemos que la definici6n es correcta pues de 0 < ~-l ~ M « 1 
Mk-l (k ~ 1) se obtiene Mk > --Z-- > 0). Supongamos por hip6tesis induct iva 

que para 0 ~ m ~ k 

s1. 

Probaremos ahora que 

si 

A partir de la definici6n de Mm tenemos 



liM 
(log ~)I+e: ~ 

M M m m 
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1 1+ Mm+l - Mm 
(10 g M) e: -=';"';M:"--:;:::; 

m m 
-C 

Sumando ambos miembros para 0 ~ m < k y estimando 1a suma superior e 
inferiormente por una integral, 1a igua.1dad anterior se transforma en 

donde hemos usado que Mm ~ Mo = M «1 y Mm < 2Mm+1 . 

Ca1cu1ando 1a integral de 1a derecha obtenemos 1a estimaci6n por aba

jo para Mk 
1 

-Ck 2+e: 
~;;'M.e 

y eva1uando 1a integral de 1a izquierda resu1ta 1a acotaci6n por arri
ba 

Para estudiar 1a funci6n u .. en Bp notemos que por hip6tesis indu~ 
1.1. k+l 

2 
tiva es uii(x) ;;. -Mk en B~ , de donde construye~do 1a funci6n auxi-

2k 
liar w* en Bp ,obtenemos en Bp n n 

2k 2k+l to 

~ 
uii(x) ;;'-Mk+C' 1 

log ~ 

~ 
---"':'-1 -'1-:+- - C , cr ,( Pk) 
(log ~) e: y y 2 

~ siempre que cy,cry '( Pk) < C 1 
2 log M 

inducci6n basta probar que: k 

• En consecuencia para conc1uir la 

~ 
2Cy 'cry ' (Pk) ~ c' 1 1 

2 (log _) +e: 
~ 

(*) 

Dado que 1a funci6n t es creciente para valores de la varia 
(log f)l+e: 

b1epr6ximos acero, se veri fica 
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siempre que k ~ ko dependiente de M y £. 

Ademas dado que p se sup one pequeno 

Iy' I -kI Y ' 11 2-k ~ C 2- log 2 
0y'( ~) = C 2- og P ~ Y 

2 Y 

y' 
C 2- Ck 

y 

De las dos ultimas desigualdades deducimos que si k ~ k l , dependiente 

de M,£,y' y Cy (0 sea de w), vale (*) (notar que 2!£ < y'). Para los 

restantes valores del indice k observemos que se puede elegir en el 

primer paso de la inducci6n un valor pequeno de p de forma tai que 

(*) valga para 0 < k < k l . 

Luego concluimos que para todo k ~ 0 

o equivalentemente 
1 

k2+£ -c 
uii(x) ~ -e 

si 

si x E Bp n ~t 
2k 0 

Para obtener la estimaci6n buscada consideremos un punto x E B(xo'p). 

Entonces existen xl E Ft n B(Xo,rO) tal que d(x,F t ) = Ix-xII < p y 
o 2 0 

k ~ 0 que verifica 

De aqui se deduce que X E Bp Y que 
2k 

k ~ C' log p 

2d(x,F t ) 
o 

Finalmente la derivada u ii se acota como sigue 

( ) ;;. -C(C' log u ii X ."..-e 

con 10 queha quedado probado el Lema. 

) 
) 

2+£ 

Ahora estamos en condiciones de obtener el comportamiento asint6tico 

de 1a frontera libre en un entorno de un punto singular XO' Aqui son 
aplicables los argumentos desarrollados por Caffarelli y Riviere en 
la Segunda Parte de [C-R], que son de naturaleza geom€trica y n-dime~ 

sionales. La cota inferior de.uii es adecuada para mantener validos 
los resultados parciales sin variante en las pruebas. Por 10 tanto 
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los enunciamos sin demostraci6n y aclaramos, cuando corresponde, las. 

propiedades de l,a funci6n ljJ que son necesarias en las pruebas. 

NOTACION. Indicamos con e(x,y) el angulo entre los vectores x e y , 

con $a(r) a la funci6n 

(0 <a"';;y') 

para Cl Y C2 constantes adecuadas, y finalmente llamamos Po a una pe-

quefia fracci6n del radio 

ra todo xl E Bpo resulte 

= _1_ • 

p obtenido en el Lema 4 de forma tal que pa
I B(xl,r$a (r)CB p para r < p ,donde 

o 0 

aO 2+e: 

LEMA 5. Sean xl E fl t n Bpo y o < p < Po 
0 

i) d(xl,F t ) < p e:' (0 < e:' < 1) 
0 

ii) u(x l ) ;;;. C.p 2 

Entonaes si r = p $ (p). la semibola a O 

esta aontenida en fl t . 
o 

tales que 

NOTA 7. Las constantes Cl y C2 de $ao dependen de xo' lIulll,l ' 

Cy,e: y y' (segun Lema 4), y ademas de las constantes e:' y C del Le

ma 5. 

LEMA 6. Sean x E l'ft n Bpo y 0 < p < PO. Entonaes existe una aonstan
o 

te C > 0, tal que 

NOTA 8. La prueba del Lema 6 esta basada en la propiedad ljJ = l+u t ;;;. 

;;;. A > 0 (en BpO )' necesaria para aplicar el Principio del Maximo (ver 

[Cl) -Lema 2). Ademas la constante C s6lo depende de A y de la dimen

si6n espacial. 

LEMA 7. Sean Xo E Ft Y xl E fl t n BpO. Entonaes para todo r tal que 
o 0 

existe xr E fl t n BpO que verifiaa: 
o 



i) 

ii) 

Ix -x I = r r 0 
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iii) existe una ~emiboZa HBs(xr ) aontenida en Dt • aon s 
o 

COROLARIO 1. Si Xo E Ft es un punto de densidad de Lebesgue cero con 
o 

respecto a At ' entonces dada cua1quier direcci6n 1 de origen xo' y 
o 

para todo r < Po existe xr E Dt o n Bpo tal que: 

i) Ixr-xol = r 

ii) e(l,xr -xo) < ~~~(r) 

iii) existe una semibo1a HBs(xr ) contenida en Dt ' con s 
o 

COROLARIO 2. Si Xo E Ft es un punto de densidad de Lebesgue cero con 
o 

respecto a At , entonces para todo r < Po 
o 

< 

donde m(.) indica 1a medida de Lebesgue. 

LEMA 8. Si Xo E F t es un punto aon densidad de Lebesgue aero aon res
o 

peato a At • entonaes u .. (segunda derivada espaaiaZ de Za soZuai6n o 1.J 

u en Zas direaaiones i,j) tiene un Zimite 1 .. auando x aonverge a Xo 
1.J 

permaneaiendo en eZ aonjunto 

Mas aun. se verifiaa 

si x E A n Bp o 

Dem. A partir de propiedades de 1a frontera 1ibre y de 1a soluci6n u 
puede obte~erse 1a siguiente representaci6n integral (ver [C-Rl) 

u(X) 1jJ(y)E(x-y)dy - ) [dvu(y)E(x-y) -u(y) dvE(x-y)l do(y) 

dB2PO Dto 

J 1jJ(y)E(x-y)dy 

B2PO 

J 1jJ(y)E(x-y)dy 

B2POn Ato 
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f [dVu(y)E(x-Y)-U(Y)dVE(X-y)]dcr(y) = Ul(X) + u2(X) + U3(X). 

dB2PO n ["It o 

La funcion ul(x) tiene derivadas segundas continuas en Bp con modulo 
o 

de continuidad C II~II' ¢-!(r) segan 1a Nota 4, y 1a funcion n,po, '¥ 00 Y 
u3 .. (x) es Lipschitz en Bpo con constante C Con respecto a u 2(x) 

1J n,po 
se pro cede igua1 que en [C-R] para probar que 

1 u 2 .. (x) + 
1J 

f 1jJ(y)E(xo-y)dyl < ¢~~(IX-Xol) 
B2PO nAto 

y e1 Lema esta demostrado. 

Para Xo E Fto consideremos un sistema de coordenadas espacia1es 

(x l ,x2) tal que 1 1 2(XO) = O. Con respecto a las derivadas puras sa
x x 

bemos que 1ii (xO) ;;;. 0 por aplicacion del Lema 4 y entonces podemos su 

poner que 1 1 l(xO) a > 0 y 1x2x2lxo) = b ;;;. 0 puesto que 1jJ(xo) = 
x x 

= a+b ;;;. A > U. 

Con esta notacion en mente presentamos 1a siguiente estimacion asintQ 

tica (a tiempo fijo y dos dimensiones espacia1es) de 1a front era 1i
bre en un entorno de un punto singular. 

2 TEOREMA. Sea Xo EFt (XO E R) un pun to singuZar> de Za frontera 'Ubre, es de-
o 

cir Xo es un punto con densidad de Lebesgue cero con respecto aZ con-

junto At . Entonces se presenta una de Zas siguientes posibiZidades: 
o 

i) si b > 0, Xo es un punto aisZado de Fto y resuZta 

ii) si b=O, ZZamando 10 aZ "eje y" resuZta 

donde cr es Za funci6n de tipo ¢a 

yademas 

1 1 2 . 1 . 12 a. (x -Xo) + Q:( X-XO ) 

NOTA 9. Las constantes Cl y C2 as! como e1 radio Po dependende xO' 

to'Cy (constante asociada aUt)' HuHl,l,E,y' y las constantes a i . 
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Dem. Teopema. Daremos una prueba para la situacion ii), ya que el ca-
50 i) es mas sencillo y se obtiene con la misma tecnica. La demostra
cion es analoga a la realizada en [C-RJ de modo que la presentamos 
sin detalle. Con C y C' se indican constantes universales. 

Supongamos por el absurdo que existe un punto x E Ato n Bpo n C(r o)' 

y sea r Ix-xol. Aplicando el Corolario 1 existe un punto x' tal que 

r -1 "2' S(x-xo,x'-xo) <¢al(r) y HBs(x')Cflto cons =r¢al(r). 

Llamemos n a la direccion definida por x y xO' y sea I un segmento de 

extremos xl y x2 contenido en HBs(x') y paralelo a n que verifica: 

i) d(I,F t ) > d(I,C(HBt(x'))) ;;.. r ¢-l(r) 
o a3 

ii) IXl-xol ~ C r ¢-l(r) , Ix2-xl ~ C r ¢-l(r) para C > 1 apropiada. a 3 a 3 

Ahora observemos que lnn(xO) 

do que cualquier punto x t de I 

a I <n,(1 ,0) > 12 ;;. a(¢-1(r))2 , 
a4 

(x t = xl + t(x2-x l )) satisface 

donde se ha empleado la ultima acotacion indicada en Lema 8. 

de mo-

Estimando u(x2) por el desarrollo de Taylor de 2° orden con origen 

xl y recordando la acotacion anterior para unn(x t ) resulta 

u(x2) > C r2 ¢-2(r) - C r2 ¢-l(r) ;;. C' r2 ¢-2(r) 
a 4 a 3 a 4 

Pero la condicion ii) y el hecho de que u E el,l (Bpo n fl t ) impli
o 

can 
2 -2 u(x2) < e r ¢ (r) a 3 

que es incompatible con la estimacion anterior. 
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