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COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LA FRONTERA LIBRE EN LOS PUNTOS
SINGULARES PARA EL PROBLEMA DE STEFAN DE UNA FASE

Ricardo H. Nochetto

RESUMEN. Se prueba en dos dimensiones espaciales y a tiempo fijo que,
en un pequefio entorno de un punto singular de la frontera libre, exis-
te una direccidén y un conjunto simétrico respecto a ella y de forma
cuspidal que contiene al conjunto de coincidencia: el hielo. Entonces
el hielo tiende asint6ticamente a un segmento de recta.

En el trabajo se emplean técnicas desarrolladas por Caffarelli y Ri-
viére para obtener una estimacidn asintética de la frontera libre en
problemas elipticos, que son adaptadas a las mis débiles condiciones
que resultan al considerar el problema parabdlico a tiempo fijo (se
deben relajar las hip6tesis sobre la no homogeneidad ¥ para un proble
ma con el operador Laplaciano: Au = y).

1. PRESENTACION DEL PROBLEMA.

Consideremos el Problema de Stefan de una fase y exterior, vale decir
el agua se ubica en el exterior de un conjunto acotado fijo, seglin se
propone en [F-K] y [C-F]. Llamamos G0 a este conjunto y B a una bola

de radio suficientemente grande (GO,BCZRn).Mediante técnicas variacio
nales se prueba en [F-K] la existencia y unicidad de solucién para la
siguiente formulacién débil del Problema de Stefan:
"Hallar u definida en D = (B\Gy) x (0,T), T >0, tal que

1) uw e 1?0, T;HAB\E)) , u, € L2(0,T;L2(B\G))

ii) u - Au> £f,u >0, u(ut - Au - f) =0 c.t.p en D.

iii) u(x,t)

¢(x,t) en aGox(O,T) , u(x,t) = 0 en 3Bx(0,T)

iv) u(x,0) 0 si x € B\Go".

Ademds la funcidén u resulta continua en D y tiene sentido descomponer
el dominio D en:

Q2 = {(x,t) € D/ u(x,t) >0}
A = {(x,t) € D/ u(x,t) = 0} (conjunto de coincidencia)
F=3AND (frontera libre)

y restringiendo estos conjuntos a tiempo to (0 < ty < T), vale decir
considerando la variable t fija, resultan:



198

Q. . : el agua

to

A, : el hielo ’
0

Fto : la interfase hielo-agua

Un estudio posterior de regularidéd global demuestra que '"'u" tiene se-
gundas derivadas espaciales acotadas (u € Ci’l(n)), derivada temporal
acotada (u € Cg’l(Q)) ,u=0y qu =0 en F, y "u" verifica en Q la
ecuacidén diferencial del calor

-Axu tu, = f

donde f = -1 cerca de F.

Posteriormente fue obtenido en [C-F] un m6édulo de continuidad para la
temperatura: u.. En efecto se prueba:

"Para todo compacto K en B\ﬁb y 0 <8 <T, resulta u, uniformemente

continua en Kx[6,T] con médulo de continuidad

- -|10g | 1
GY(T) CY 2 . (0 <y < 2)

donde CY depende de K,§,T y vy".

Consideremos un punto singular de la frontera libre, esto es un punto

(xo,to) € F tal que x, tiene densidad de Lebesgue cero respecto al con

0
junto Ato (ver [C1]). Nos interesa caracterizar geométricamente al con
junto Ato en las inmediaciones de Xy, para lo cual localizamos el es-
tudio. Sea BrO = B(x,,1y) = {x: |x—x0| < 14} una bola suficientemente
pequefia de manera que se verifique:

Axu =1+u =19, en Qto NnB

iii) ¢ es continua en B., con médulo de continuidad GY, Y =x>0.
0

Para este mismo problema local, excepto que la funcidén y se supone
Holder, se obtiene en [C-R] una interesante descripcibén geométrica del
conjunto de coincidencia en dos dimensiones espaciales. El propésito
de este trébajo es emplear las técnicas exhibidas en [C-R], previa a-
cotacién por abajo de las derivadas segundas puras (espaciales) de la
solucidén en las hipétesis méds débiles para el médulo de continuidad de
Y, para obtener la siguiente estimacién asintdtica de la frontera 1li-
bre:

"Sea (xo,to) un punto singular de la frontera libre (x0 € RZ), es de-

cir x, tiene densidad de Lebesgue cero con respecto a Ato. Entonces
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existe una direccién 1o tal que en un pequefio entorno de X, resulta

2
Ato CTy,=1{xeR"/ d(x,1y) < o(lx-xol).

x-x5|}

- y'
donde o(r) = Cl e‘ CZ']'Og rl (0 < Yl <Y)"-

Asi queda resuelto el problema de estimar, a tiempo fijo, el comporta-
miento asintético (espacial) de la frontera libre para el Problema de
Stefan en dos dimensiones espaciales. an*respecto al comportamiento
temporal no cabe esperar evolucién de uﬁ.punto singular, como lo de-
muestra el siguiente resultado probado en [C2]:

""Supongamos que (xa,ta) € F para o € [0,1] es una familia de puntos
singulares tales que (xa)»es una curva rectificable. Entonces t, es

constante para a € [0,1]",

2. ESTIMACIONES PARA LAS DERIVADAS SEGUNDAS PURAS Y COMPORTAMIENTO
ASINTOTICO.

Haremos un anidlisis local de la solucién "u", en el cual obtendremos
una cota por abajo para las derivadas segundas puras de u (Lema 4) en
un entorno de un punto de la frontera libre. Para ello es necesario
construir una funcién auxiliar (Lemas 1 y 2) que permite probar una
‘desigualdad de tipo Harnack (Lema 3) y luego por aplicacidn recursiva
de &sta se obtiene el Lema 4. La estimacién asintdtica de la frontera
libre es una consecuencia del Lema 4.

Con la misma notacién que en el parigrafo anterior sea Xq

Bro = B(xo,ro) con 0 < r0<3:1 a fijar. Consideremos Bp = B(xl,p) (=

€ F
tg 7

C Bro Y supongamos por simplicidad que X, = 0. Indicamos con uij la de

rivada segunda de la funcién u en las direcciones espaciales i,j. Si
i=j llamamos a u, . derivada segunda pura.

En los dos primeros lemas se construye en Bp una funcidén auxiliar "v"
de forma tal que Av = by (y por ende u;, - v es armbénica en
Bp N Qto) v=0 en dBp y con un adecuado médulo de continuidad. En es-

te contexto se puede suponer sin pérdida de generalidad que y(0) =0,
Yy que la funcidén ¢ definida en Bf0 Y en particular en Bp estid extendi

da a todo R> manteniendo el mismo médulo de continuidad y soporte en
la bola sz. Por comodidad continuamos 1llamindola y. Los argumentos

son n-dimensionales.

Denotamos con E a la solucién fundamental para el Laplaciano
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E(x) =
‘n
|x|n—-2

sin>2

y con C_ a cualquier constante s6lo dependiente de la dimensidn.

LEMA 1. Sea V una funcidn continua en R® con soporte en Bo(p<<1), ¥y
médulo. de continuidad o(r) que satisface la condicidén de Dint

1

J gigl-dr < o, Entonces la funcidén £(x) = E(x-y)y(y)dy tiene
0 lyl<1

segundas derivgdas continuas

£,00 = [ B G OvenNdy v [ E Gy,
lyl<1 lyl=1

con médulo de continuidad Cw(r) , donde

w(r) = o(r) . log % + I: g%th

NOTA 1. Obsérvese que una funcidn creciente o que satisface la condi-
cién de Dini verifica

a(r) log % — 0.

r+0
En efecto para 1 > r > 0 tenemos

1/ 1/2

2
r
I E%El dt > o(r) log 17;— = % o(r) log L
r

T

Dem. Lema 1. En [C-HI (pag.249 - Tomo II) se prueba que f;; es la se-
gunda derivada de f bajo la hipbtesis: y Holder. La misma demostra-
cién se extiende a este caso, luego de observar que y puede ser aproxi
mada uniformemente por funciones suaves con el mismo médulo de conti-
nuidad o (por ejemplo haciendo la convolucidén con aproximaciones de

la identidad suaves), y que o satisface la condicién de Dini.

En consecuencia sdlo es necesario hallar el mddulo de continuidad w.
En primer término obtendremos w en Bl‘ Para ello escribimos

7
glx) = E Geoy) (w(y) - w(x))dy =
[¥]<1
S N O B B I N R e

B(x,1) B(0,1) B(x,1)



y trataremos cada sumando separadamente. Sea Q(x') la funcién definida
en la esfera unitaria 21 de R™ tal que

- ax!
By () - 81

n
T
siy = (r,x') en coordenadas esféricas.

Por comodidad hacemos un cambio de variables que transforma a g, en

8,00 = [ B0 @Gy -ue)dy
lyl<t

Ahora podemos estimar |g,(x,)-g,(x,)| con x,,x, € Bj.
' 1'71 172 1272 e

1 '
gy (xy) g () | < [ xmhar [ ARy 6y -p ) w0y r) p) et <
0 1 T .

%, -x,|
< J L Q} len(x')l(|¢(X1-rX')-W(X1)|+|¢(Xz'rx')'w(x2)’)dx' ¥
0 1

1
+ J %} JE |9(X')|(IW(xl-rx')-w(xz-rx')|+|w(x1)—w(x2)|)dx' <

le-x2| 1

%, -x, | |
o (J 1720 a(r) gp o(|x;-x
LI T

<

21) log T;;%;;TJ = C wl(lx;-x,[).

Para obtener una expresién anidloga con g,, observemos que los puntos
de B1/4 estdn prdéximos al origen, en tanto que la regién de integra-

cidn estd lejos del mismo. Con esta idea en mente, escribimos:

g0y (x)) = (| - [ e e v ey +
B(O,1\B(x;,1) B(x;,1\B(O,1)

+ | - ] JEL G -Y) (B0 v (x,))dy  +
B(xz,l)\B(xl,l) B(xl,l)\B(xz,l)

| . [ @B o).
B(0,1)\B(x,,1) B(x,,1)\B(0,1)

(W(y)-v(x,))dy.
En el primer sumando sabemos que |x;-y| > 16 |y|] > 1y como |x;| < %
resulta en cualquier caso |x;-y| > %’ y IEij(xl—y)I < C,. El mismo ra

zonamiento puede emplearse para acotar ]Eij(xl—y)[ en el segundo suman

do, en tanto en el tercero aplicando el teorema del .valor medio tenemos
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IEij(Xl-Y) - Eij(XZ_Y)l < |VEij(E)I.|X1-X2| <Cﬁ |X1-X2|

puesto que || = lox, + (1-8)x,-y| > % (0 < 8 < 1). Ahora observemos
que la medida del dominio de integracidn correspondiente al segundo

sumando puede estimarse como

|B(x2,1)\B(x1,1)[ + |B(x1,1)\B(x2,1)] < Cn |x1—x2| s

y entonces recordando que el soporte de ¥ estd contenido en Bp podemos
acotar la expresi6én en estudio de la siguiente forma,

lgy (x1)-g, (%) | < Coo(lx =x,[). + € o(p) [xy-x; | + Co(p) [x;-x,[ <
< Cno(lxl—x2|)
Finalmente de las estimaciones obtenidas para g, 7 8 sigue que
e 80) | <€, wllxyx,1)

Con respecto al término h(x) = ¥(x) [ Ei(x—y)yjdc(y) se procede de
lyl=1

manera andloga que al acotar g, obteniendo
[h(x;)-h(x,)]| < Cno(lxl-xz‘) + Cnc(p)|x1-x2| < Cnc([xl—le)

con lo que queda probado el Lema en B; . Analicemos ahora fij en

%
Bl\Bl- Notemos que al ser p << 1 resulta h(x) = 0 en esta corona y
4

g0) = [ By x-y)vindy
lyl<e

Luego |x-y| > % -p > % y entonces |Vg(x)| < C_, de donde g es Lipsch

itz en BI\B , Yy el Lema estd demostrado.
A

NOTA 2. La funcidn continua fii verifica Afii = wii en el sentido de
las distribuciones.

NOTA 3. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que la funcidn
verifica

o(rl) ‘c(rz)

T T si 0<r

<1

1 ST

1 2
Entonces la funcién w conserva esta propiedad. En efecto, basta estu-

r
diar a(r) = %—J Eﬁfl-dt y comprobar que
0
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r
av(r)=_12I0 (g‘rll-ﬂtil) dt < 0
T

NOTA 4. Consideremos la funcién

1(x) = f E(x-y)yly) &y , (p'<x 1)
|y|<o’

donde ¢ es la funcidén del Lema 1, pero su soporte no necesariamente
estd en Bp,. Entonces 1ij es continua y tiene en Bp, un médulo de con

2

tinuidad Cn w(r).

A 1] P

Dem. Consideremos una extensién de ¢ a R® con soporte en sz, , modu-

lo de continuidad Cﬂwﬂ .0(r) y que seguimos llamando ¢ (la constante
[+

Cﬂwﬂm dependiente de la norma L* de VY es necesaria dado que no se su-

pone aqui que y se anule en alglin punto de Bp.).

Entonces podemos escribir

1(x) = j E(x-y)¥(y) dy - j E(x-y)y(y) dy
[y]<1 p'<|yl<1

Por aplicacién del Lema 1 concluimos que el primer sumando tiene de-

rivadas segundas continuas con médulo de continuidad Cn ol w(r).
’ o

1
Para el segundo sumando notemos que por ser |x| < %T resulta

[x-y| > %% , Y entonces

|VE;;(x-y)| < C

n,p'

Luego este sumando tiene un médulo de continuidad Lipschitz con cons-

tante [ylo . Cn,p"

LEMA 2. Sea ¢ como en Lema 1. Entonces el problema de Dirichlet

Av = Y.. en B (en el sentido de las distribuciones)
ii p

=0
v en aBp

admite una dnica solucidn, que resulta continua con una oscilacidn en
Bp que satisface

osc v= sup |v(x)-v(y)| < c, w(p)

Bp x,yEBp

. . e 1 .
Mds aidn, si se verifica w(r) log r 0, entonces V tiene un médu

0"
lo de continuidad

§(r) = Cu(r) (1+log &
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Dem., Llamemos Vv
de Dirichlet

L 2 la funcién fii de Lema 1. Proponemos el Problema

Av

2 0 en Bp

2 vy en aBp

v

que tiene una Gnica solucidén. La cota para osc Vv (V=V1-V2) se puede
Bp

obtener directamente a partir del Principio de Médximo.

Para hallar un médulo de continuidad de v basta estudiar v,, y 1o ha-

cemos a través de su representacidén como integral de Poisson

_

v, = [ PV ()
|yl=p

C 2 2
con P(x,y) = = e”-1x1" ¢y ngcleo de Poisson en B .
n P
P |x-y|
En primer término vamos a probar que

v, () -v, (x| <€ 8 (lx=x'])

six' =p T§T es el punto en la misma direccién radial de x y .situa-
do en 3B

p
Como 1 = P(x,y)do(y) podemos escribir

lyl=p

v, ) = [ PGy (v )Y () de )
lyl=p :

Llamando & = |x-x'| descomponemos la integral como

Vv, Gl < [ PG v (v G dsk)
~yl=e
ly-x"|<¢

N I EICRO I PN ORACHIL LI

Para el primer sumando tenemos que

- 1 1P,y () -v, (D [do () <
k=0 I

lyl=0o

2_(k+1)€<|y—x'|52_k€
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o 2 2 o
<c, 1 b et ™o < u© 27k C¢ue).
= P =0

y para el segundo sumando

I1 = f + =A+B
lyl=p lyl=p
p2|y-x"[>£  |y-x"|>p
o+l K,
Sea ko el ndmero natural tal que 2 E=p>2 ¢
Luego
ko
A< ] [ 1PCGe,y) |1V, (v, (x) [do(y) <
k=0
lyl=p
gy |yoxt | >25E
Ko k
02-ix|? ! K+l _ 0 p2¥*le
<c 1 =il oMttt <o ) oy
k=0 p(2g)" k=0 2

P
Cn w(g) . log E

donde hemos usado la Nota 3 y la definicidn de ko.

2
B<an(20)—n_l,_Tl—|2|<C w{Zo) £ <c, ().
P

y con esto queda probada la estimacidn propuesta originalmente. Ahora
podemos acotar las derivadas de v, cerca de BBp.

Como BE = B(x,g) C Bp donde v, es arménica y osc v, < Cn § (&) resulta
Bg
osc vy

B
lvv,(x)| <¢ E _<c 5§§l

n g n

Esta expresién coincide con la presentada en [Z] (pag.263-Tomo I) pa-
ra el caso §(&) = £% (o< 1.
Finalmente veamos que & es un mddulo de continuidad para v, en Bp.

Para puntos prdximos al origen, digamos en B(O,%p), tenemos que

Ty, (0| = [T, 0-v, o] = | [ 7Pe v 00y (0)de ] <
R EARL

< Cn w(p) <C
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y en consecuencia resulta un médulo de continuidad Lipschitz para vy

en BR .
2
Para puntos x

X, exteriores a B(O,%p) distinguimos los siguientes ca

1272

SOs:

1) Ixy-xg| < [xp-xpl < [x -x,]

[vy () -vy G | < [y O =vy G [+ vy () -, () [+ vy (k) -v, () | <

< 8(lxp-xj ) *+ sCx{-x3]) + 8([xy-x,] <

2l

< S(lxy-x,[) + 8(3|x -x,[) + 8(x;-x,]) <

< C 8(lx;-x,)

i) [x,-xp] < |x

2 -X

17X < Ixg-xg |

Se procede igual que en i), teniendo en cuenta que en Bp\Bp se veri-
fica 2
Ix;-x3| < C [x;-x,]

iii) |x;-x,| < [x,-x5] < |x;-xq]

Cualquier punto x en el segmento que une XY X, verifica

Ix-x"| = [x,-x3] > |x;-x Entonces aplicando la Nota 3 a la funcién

2l
§ resulta

S )
[v,(x)-v,(x,)| < |Vv(x)[|x1-x2| <C SUx-x']) .

bolxex|

xl-x2|< CncS(le-le)

y con esto queda probado el Lema.

NOTA 5. Sea cy(r)=Cy2_'10g Y ¢1 médulo de continuidad de la fun-
cidén ¥ originada en el Problema de Stefan a tiempo fijo (¢ = 1+ut)

considerada en el pardgrafo 1. Entonces para todo y' (0 <vy' <)
existe CY' > 0 (s6lo dependiente de y y v') tal que la funcidén v del

: ;" P - -]10g r|Y'
Lema 2 tiene un médulo de continuidad CY,cy,(r) = CY"CYZ .

Con la funcidén auxiliar v se puede demostrar la siguiente desigualdad
de tipo Harnack en dos dimensiones.

LEMA 3. Sea u una funcién definida en Bp(BdZRz) con las siguientes
propiedades:

a) ue€ Cl’l(Bp) , uz=0
b) Au =y , ¢V continua con médulo de continuidad CY'OY'

c) para algin x, = (pcos6, ,psendb. ) con |cos6. | >-;L- se verifica
1°". 1 1 /3

1
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u(xl) =0 y Vu(xl) =0

d) u. > -M en B, donde CY'OY'(O) <C

Lo, o, ¢y <<n)
logﬁ

Entonces existe una constante universal C2 > 0 tal que:

M T en Bp
log § 27

u >-M+ C
XX 2

Dem. A los efectos de mostrar como se emplea la funcidén v daremos u-
na idea de la prueba. Los detalles pueden verse en [C-R] - Lema 1.

Se busca aprovechar la representacién de la funcidén armdnica u v

(en Bp) por medio de su integral de Poisson y luego explotar el hecho
de que v oscila poco en Bp.

Llamemos w = uxx-+ M - v. Entonces

= u +M>0

Supongamos que X, tiene primera coordenada positiva y e, = (1,0). En-

tonces para todo 0 < s < p resulta x, - se, € B, , ¥ se verifica

p ¢h 2
- (p-e)" _ -p2
fs Je w(x,-se )dsdh > M 3 Iull’1 EP-p CY'OY'(D)

c

Luego como P(xl-sel,y) <3 sigue que

2
M Lﬂiﬁl— - luly ep-DZCY.Uy.(D)

p ¢h
< I (uxx(y)-+M) J j P(xl-sel,y)dsdhdc(y)

]
B, € €

2

< C p” log % . w(0)

y tomando € = YMp con y suficientemente pequefia en correspondencia

con llull , sigue que

1,1

w(0) = u_(0) + M- v(0) >C —
XX log &

M
Aplicando 1la desigualdad de Harnack usual se obtiene la misma estima-

ci6én en Bp , salvo constante multiplicativa. Finalmente en Bp resulta
2 2 ’

u > -M+C

M
xx T~ CY'OY'(Q) > -M+C2

log M log M

donde C vy C2 son constanteés universales.
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NOTA 6. No es restrictivo suponer que M << 1 para la funcidén u (solu-
cién del Problema de Stefan) ya que en [C1]-Teorema 4 se prueba que

lim inf uii(x) >0 , x, €F

X% | 1 to

sin hipdtesis especiales para la temperatura u .
Por otra parte observemos que la cota M << 1, que permite efectuar las
estimaciones del Lema 3, condiciona al radio p (segln (d)) no solamen

te en correspondencia con y = 1+u_ , sino también con el punto

t

X, € Ft cerca del cual se estudia a la solucidén u (recordemos que
0

B, = B(xl,p) C B(xgs1g) .

Vamos a obtener ahora una acotacién por abajo de las segundas deriva-

das puras (espaciales) de la solucidn. Consideremos para Xy € Fto un
radio Ty = ro(xo) suficientemente pequefio y una bola BrO = B(xo,ro),

tales que u;; > -M en BrO (M < 1) y sea vdlido el Lema 3 para p < Tg-

LEMA 4. Para todo € > 0 tal que 7}5 < Y' existen constantes Cl’CZ >0

y un radio p(p <r0) dependientes de Xq s llulll’1 SESY' Y CY' , tales que

1

-Cy| Togd (x,F, ) | 2%
(5]

uii(x) > —C1 » 82 X € By

Dem. La prueba se basa en la aplicacién reiterada del Lema 3. Daremos
un esbozo de la misma, dado que puede verse en detalle en [C-R]-Teore
ma 1, y mostraremos con mds cuidado el proceso iterativo, que es donde

se presentan ligeras diferencias. Vamos a indicar con C y C' constan-

. P X
= 0
tes universales > Xl € F (A Br s P p(}( ) a fljar (0 <p < ) y

BD= B(xlyp)' z
Se definen w = u;; - vengQ . N B, (v es la funcién del Lema 2) y
0
{ min {w,-ch,oY,(p)} en Qto N Bp
w* =
'ch.GY.(p) en Ato n B,

Entonces resulta que w* es superarménica; y por la eleccidn de rj es
aplicable el Lema 3 en B, , de donde el conjunto

S={x/ x€B, ,ut(x)>-M~+C M
5 log M
tiene una capacidad del orden de p (se usa que Cy'gy'(p) < C1 N T’
log 37
M

¢, <M.
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Un resultado auxiliar sobre funciones superarmdnicas (ver [C-R]) afir
ma, a partir de cap(s) ~ p, que

w*(x) > -M+C' en Bp
2

Entonces dado que w(x) > w*(x) con x € @, N Bo deducimos
70

M .
uii(x) > -M+C' — - CY,UY,(p) si x€Q, NnB

log M

y sip = p(xo) ha sido elegido suficientemente pequefio de forma que

2,0, (0) < ¢! —N
Y'Y log
se deduce en 2 N Bp que
0 2
u,.(x) > -M+C
ii log i

La idea ahora es aplicar recursivamente esta desigualdad. Es aqui don
de debemos hacer una modificacién a los argumentos de [C-R]: vamos a
construir una sucesién {My} decreciente a cero, pero mds lentamente
que la definida en [C-R].

Como M << 1 resulta en Bp N Qto
2

M
u..(x) > -M+C ——= 3¢
ii (log h_’I)1+t:

Sean M, =M

M1
1 1+ ?
(log 7)
Me1

si k=1

(notemos que la definicidén es correcta pues de 0 < Mk—l <Mx1
My~ . .
(k > 1) se obtiene M, > —k-z—-l— > 0). Supongamos por hipétesis inductiva

que para 0 < m < k

uii(x) > 'Mm,‘s si. x € Bp_ n Qto

Zm
Probaremos ahora que
M -
uii(x) > -M +C a 1_)1+€ , si xeB o N Qto
og Mk 2k+1

A partir de la definicidn de Mm tenemos
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AM M -M
1 +
(log M1)1+€Mm= (log M1) +e ml\ld n . _c
m m m m

Sumando ambos miembros para 0 < m < k y estimando la suma superior e
inferiormente por una integral, la igualdad anterior se transforma en

My Mk '
T I (log H1*e 4t ¢ _ck < [ (log Hl*e dt
u _

t t t t
¥y

donde hemos usado que Mm <M, = M1 'y Mm < 2Mm+1.

Calculando la integral de la derecha obtenemos la estimacidn por aba-

jo para Mk 1
2+¢
M, > M.e K

y evaluando la integral de la izquierda resulta la acotacién por arri-
ba

1
2+¢
-Ck
M <e
Para estudiar la funcién u;. en Bp notemos que por hipétesis induc
k+1
2
tiva es uii(x) > -M_ en Bp_ , de donde construyendo la funcidn auxi-
k
2
liar w* en Bp , obtenemos en Bp na,
k k+1 0
2 2
' (4
- ! — - —-—
°8 §_ 2
k
> _Mk+cv __i___ - C_,0 '(_‘L)
= 1 T 1l+e YUY,k
(1log Mk)

siempre que CY,OY,(%) <C . En consecuencia para concluir 1la
2

og Mlk
induccién basta probar que:
1,1+
(log K) €
Dado que la funcidn —%—ﬁ- es creciente para valores de la varia
(log )
ble préximos a cero, se verifica

ch"’y'(fl{) <C' *

1 1
2+c Z+¢
Mk > M.e € k >cm e—ck
(log _T_)l*-s 12-’ 1+e T+e
My (log g+ C K2*Ey k2t
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siempre que k > k0 dependiente de M y €.

Ademds dado que p se supone pequefio

-Yl
kY - -k =
o p) Cc log o2 k‘ < CYZ log 2 | C. 2
Yok Y

De las dos Giltimas desigualdades deducimos que si k > kl’ dependiente
de M,e,y' vy CY (o sea de y), vale (*) (notar que 7}; < vy'). Para los

restantes valores del indice k observemos que se puede elegir en el
primer paso de la induccidn un valor pequefio de p de forma tal que
(*) valga para 0 < k < kl'

Luego concluimos que para todo k > 0

uii(x) > —Mk s si X €Bp N Qt
k 0
2

0o equivalentemente
1
—ck2+€ .
u..(x) > -e . , Si xeBp N
11 - t
2k 0

Para obtener la estimacidén buscada consideremos un punto X € B(xo,p).

1
k > 0 que verifica

Entonces existen x, € F, N B(x,,0) tal que d(x,F, ) = [x-x,| <o ¥y
to 0 T to 1

2_(k+1)p < d(x,Fto) < Z_kp

De aqui se deduce que x € Bp y que
k
2

k>C' log —2
Zd(x,Ft )
0

Finalmente la derivada u,; se acota como sigue

o
N
+
™

i 2
- 1 ———— -
C(C' log ) > -Cle Cy(log

d(x,F,_)

uii(x) > -e .
0

con lo que ha quedado probado el Lema.

Ahora estamos en condiciones de obtener el comportamiento asintdtico
de la frontera libre en un entorno de un punto singuiér Xq- Aqui son
aplicables los argumentos desarrollados por Caffarelli y Riviére en
la Segunda Parte de [C-R], que son de naturaleza geométrica y n-dimen
sionales. La cota inferior de.u;; es adecuada para mantener vilidos
los resultados parciales sin variante en las pruebas. Por lo tanto



l1os enunciamos sin demostracién y aclaramos, cuando corresponde, las.

propiedades de la funcién ¥ que son necesarias en las pruebas.

NOTACION. Indicamos con 6(x,y) el &dngulo entre los vectores x e Yy ,
con ¢u(r) a la funcidn

- C, |log | '
q)a(r)—CleZ ’ (0<Q<Y)

péra C, vy C, constantes adecuadas, y finalmente llamamos p, a una pe-

quefia fraccién del radio p obtenido en el Lema 4 de forma tal que pa-
i
ra todo X, € Bp0 resulte B(Xl’r¢a0(r))CBp para r < pO , donde

.
2+e

%

LEMA 5. Sean X; € @, N B y 0 <p<p, tales que
0

Po
1

1) dlxpF ) < p© 0<e' <1)

ii) u(xl) > C.p2

Entonces 81 T = p ¢u (p) , la semibola
: 0
H Br(xl) = {x:|x-x1| <r, <X-X, qu(x1)3> >0}

estd contenida en Qt
’ 0

NOTA 7. Las constantes Cl y C2 de ¢a0 dependen de Xg» |1u||1’1 , -
CY,e y vy' (segfin Lema 4), y ademds de las constantes €' y C del Le-
ma 5.

LEMA 6. Sean X € ﬁt n Bp0 y 0 <p < Poe Entonces existe una constan-
i 0

te C > 0, tal que
sup u(y) = C p2

y € Qto ] aBp(X)

NOTA 8. La prueba del Lema 6 estd basada en la propiedad Y= 1+u, >
>A>0 (en Bpo), necesaria para aplicar el Principio del Maximo (ver

[C1] -Lema 2). Ademds la constante C sdlo depende de A y de la dimen-
sidén espacial.

LEMA 7. Sean x, € F Yy X; €Q N Bp.. Entonces para todo r tal que
0 to 1 tg 0

P >T > 2|x;-x4] = 2p.

existe X, € Qto n Bpo que verifica:



i) Ixr—x0|

=r
.. -1
ii) e(xraxo,xl—xo) < ¢“1(r) s (al < ao)
iii) existe una semibola HB_(x_) contenida en Q, , con s = r$_ (r).

s r to oy
COROLARIO 1. Si x, € Ft0 es un punto de densidad de Lebesgue cero con
respecto a Ato’ entonces dada cualquier direccidén 1 de origen Xgs ¥
para todo r < Py existe xrent0 N Bpo tal que:
i) |Xf-x

ol =1

1) 0(1,x, -xy) < ¢;i(r)

iii) existe una semibola HBS(xr) contenida en 2 , con s = r¢a1(r).
0

COROLARIO 2. Si Xy € Fto es un punto de densidad de Lebesgue cero con

respecto a Ato, entonces para todo r < p,

m(B.‘__ a] Ato) -1
_ (r) , (o, < a;)
m(Br) ¢a2 T a, <a;

donde m(.) indica la medida de Lebesgue.

0

pecto a Ato, entonces Uy (segunda derivada espacial de la solucidn

LEMA 8. 57 x, € F, es un punto con densidad de Lebesgue cero con res-
0

u en lae direcciones 1,j) tiene un limite 1ij cuando X eonverge a X,

permaneciendo en el conjunto

-1
A= {x:xe€e Qto N Bpo, d(x,Fto) > |x-x0|.¢a3(|x—xo|)} » (a3 <ay)

Mds ain, se verifica

Iuij(x) -1

-1 .
ijl < ¢a3(|x-x0]) , 82 X€AN Bpo

Dem. A partir de propiedades de la frontera libre y de la solucidn u
puede obtenerse la siguiente representacién integral (ver [C-R])

w0 = [ y»IEend - J [2,u()E(x-y)-u(y)d E(x-y)ldo(y) =
sz thO 33290 Qt

= J V(Y)E(x-y)dy - f Y(Y)E(x-y)dy -
B2pg » - BapgN Aeg
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- f [0 u(EE-Y)-u(y)d Ex-y)1do(y) = u;(x) + uy(x) + uz(x).

3B2p0 ﬂﬂto

La funcién ul(x) tiene derivadas segundas continuas en Bp con médulo
0

de continuidad C ¢;}(r) segin la Nota 4, y la funcién

1,00, 1¥le"

ug, . (x) es Lipschitz en By con constante C Con respecto a u,(x)
ij 0 n 2

»Po
se procede igual que en [C-R] para probar que

-1 .
PROR [ voEag eyl < edkUxxgD) , six € 4 0By
. szonAtO

y el Lema estd demostrado.

Para x, € Fto consideremos un sistema de coordenadas espaciales

(xl,xz) tal que 1 , 2(x0) = 0. Con respecto a las derivadas puras sa-
X X

bemos que lii(xo) > 0 por aplicacidn del Lema 4 y entonces podemos su

poner que 1x1x1(x0) =a>0y IXZXZLXO) = b > 0 puesto que w(xo)

= a+b > X > 0.

Con esta notacién en mente presentamos la siguiente estimacién asintd

tica (a tiempo fijo y dos dimensiones espaciales) de la frontera 1li-
bre en un entorno de un punto singular.

TEOREMA. Sea Xq GFtO (xo GRZ) un punto singular de la frontera libre, es de—
cir X, es un punto con densidad de Lebesgue cero con respecto al con-

Junto Ato. Entonces se presenta una de las siguientes posibilidades:
i) sz b >0, X, es un punto aitslado de FtO y resulta

u(x,t,) = a.(xl-xé)2 + b.(xz-xg)2 + o(lx—xol2 ) , x € Qto N Bpg
ii) s< b=0, llamando 1y al "eje y" resulta

t

A . N Bp, CTq = {x: d(x,1)) <o(lx-x5]).[x-x4]} ,

donde o es la funcidn de tipo ¢a
-Cy|log r|™*4 (¢, < 0,)
o(r) =Cy e 21108 4 3

y ademds

1 1,2 , 2
u(x,ty) = a.(x -xo) + Q(IX—XOI ) , xXEC(TY N on

NOTA 9. Las constantes C1 y G, asi como el radio o dependen de Xg»

tO,CY (constante asociada a ut), Ilul1 l,e,Y' y las constantes o..
’



Dem. Teorema. Daremos una prueba para la situacién ii), ya que el ca-
so i) es mids sencillo y se obtiene con la misma técnica. La demostra-
cidén es andloga a la realizada en [C-R] de modo que la presentamos
sin detalle. Con C y C' se indican constantes universales.

Supongamos por el absurdo que existe un punto x € Ato N Bpy N C(Fo),
y sea r = |x—x0|. Aplicando el Corolario 1 existe un punto x' tal que

-1 )
|x'-x0| % y e(x—xo,x'—xo) < ¢a1(r) y HBS(x')c Qto cons =rt ¢u1(r).

Llamemos n a la direccién definida por x y Xy, ¥ sea I un segmento de

extremos Xx; Yy X, contenido en HBs(x') y paralelo a n que verifica:

1) d(LF, ) > d(1,C(HB, (x"))) > 7 o5 (1)

a3

ii) |x1-x0| <Cr ¢_1(r) » | xo-x] <Cr ¢_1(r) para C > 1 apropiada.
g 2 Og

Ahora observemos que 1 _(x,) = a |<n,(1,0)>|2 > a(¢;i(r))2 , de mo-

do que cualquier punto X, de I (xt =x; * t(xz-xl)) satisface

-2

Uan () > 0 (1) - 401 >0 ek, (w, <o)

donde se ha empleado la Gltima acotacidén indicada en Lema 8.

Estimando u(xz) por el desarrollo de Taylor de 2° orden con origen
4 recordando la acotacidn anterior para unn(xt) resulta

2 2 -2
(

u(x,) >Cr ¢;z(r) - ¢ r? ¢;;(r) >C' T ¢a4 T)

Pero la condicidén ii) y el hecho de que u € Cl’1

(Bpo n Qto) impli-
can

2 —2(

u(xz) <Cr ¢a3 T)

que es incompatible con la estimacidén anterior.
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