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ALGEBRAS CON NORMA MULTIPLICATIVA HERMITICA

Christoph Lubbert

ABSTRACT. Let A be an algebra over a field K of charact. # 2, and
[A:K] = n <., Let K admit an involution k — k, and let A have a
nondegenerate quadratic form N wich is compatible with the product

in A, and which is hermitic with respect to the involution k — k.
If n > 1 it will be shown that the involution is trivial (k=k); hence
n=2 or n=4, and therefore A is a cinematic K-algebra.

1. INTRODUCCION.

En lo que sigue sea A una K-dlgebra, o sea, A es un anillo asociati-
vo con unidad 1, que contiene en su centro un cuerpo K. Karzel clasi-
ficdé las dlgebras cinemdticas en 1973/74 [4,5]. Una K-dlgebra se 1lla-

ma cinemdtica si x2

€ K+Kx para todo x € A. Algebras cinemdticas sir-
ven para describir espacios cinemdticos: (P,G) se dice espacio'cine—
mdtico si P es espacio proyectivo (sobre un cuerpo conmutativo) y si
G es grupo con G c P, tal que las rectas g que pasan por el punto uni
dad T € G constituyen subgrupos g N G, y las aplicaciones

La: X — ax, Ra: x — xa (a € G) se extienden a colineaciones de P.

Si A es dlgebra cinemdtica y si U es el grupo de unidades de A, se ob-
tiene un espacio cinemdtico (P,G) con P = A/K*, G = U/K*. Se conoce
un ejemplo clidsico, P = H/R*, G = Hl’ donde H es el dlgebra de los

cuaterniones de Hamilton y H; es el subgrupo de los cuaterniones nor
malizados. Este espacio es el espacio eliptico de 3 dimensiones (con
G=P) de Blaschke [3] y describe los movimientos sobre la esfera s2,
Libbert [6,8] (1976/79) di6é otra definicidén equivalente en el caso
car K # 2: Una K-dlgebra A se dice cinemdtica si A admite un antiauto
morfismo involutorio j: A — A (o sea, j es K-lineal, j#l, j2 =1,
jlxy) = j(y)j(x) para x,y € A) tal que j(x) = x si, y solo si, x € K.
Esta definicién tiene la ventaja que se ve inmediatamente que

(X,y) d=f %(x.j(y) + y.j(x)) es una forma K-bilineal simétrica en A
er.

(con valores en K) y con norma correspondiente N(x) = x.j(x), lo que
muestra la relacidén con los cuaterniones.

Con esta definicidén se ofrece la clasificacién de las dlgebras cinemd

ticas seglin el grado r de degeneracidén de la norma N, en el caso de

dimensién [A:K] = n finita (véase [8]): Sea r:= dimKAl (respecto de
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la ortogonalidad x 1 y < (x,y »= 0): Si n=2, obtenemos para A los

anillos conmutativos que son cuadrdticos sobre K. En el caso n > 3 ob
tenemos: (a) r < n-3 implica n=4 y r=0, y por consiguieﬁte, A o es 4l
gebra de cuaterniones sobre K o es anillo de las matrices 2x2 sobre K.
(b) Sin=3yr =n-2, existen para todo n varias dlgebras cinemiti-
cas né isomorfas (que dependen del indice de la norma N; ver [81).

Por ejemplo, para n=4, K = R, N(x) = 0, se consigue los 'cuaterniones
-degenerados" con los cuales, W. Blaschke y H.R. Muller [ 2] describian
la cinemidtica del plano euclideo. (c) Si finalmente r = n-1, se obtie
nen para todo n varias dlgebras no isomorfas que son de menor interés geomé-
trico. Sin embargo desarrolldé Strubecker [10] en este caso para n=4 y
dim (x €A/ x1l1, xy =0 para todo y L 1} = 1, K = R, una intere-

sante teoria de los "espacios 1-isotropos". Liibbert [7,9] encontrd
otras caracterizaciones de estos espacios para n, K arbitrarios.

2. CARACTERIZACION DE LAS h-ALGEBRAS.

Los cuaterniones tienen una norma multiplicativa, N(xy) = N(x)N(y).
Los objetivos de esta nota son las preguntas:

(i) :Se caracterizan las dlgebras cinemdticas por una norma multipli
cativa?.

(ii) :Qué pasard si reemplazamos la norma N por una forma hermitica?.

Cierta respuesta parcial de la pregunta (i) se encuentra ya en un teore-
ma de Hurwitz (véase [1]) el cual dice: Sea Q la forma cuadritica de
una forma bilineal simétrica, no degenerada, en un espacio vectorial
sobre un cuerpo K (car.K#2) con dim V = n. Si existe un producto bili
neal VxV —= V con Q(x.y) = Q(x).Q(y) (x,y € V), entonces n=1,2,4,8.

Vamos a responder a (i) y (ii) con un solo teorema. Sea K un cuerpo

conmutativo de caracteristica # 2. Sea

¢: AEXK —> X EKX (2.1

un automorfismo involutorio de K (A*m = A+H , A.m = XA.u , A = A).

Entonces P:= {A € K / A = X} es subcuerpo y K se escribe
K=P+eP (2.2)

con un elemento antisimétrico e (¢ = -e). (Nota: ¢ es trivial si e=0,
K = P; este caso no se ha excluido en lo que sigue).

(2.3) DEFINICION. Sea A una K-dlgebra con [A:K] =n < w. Llamamos "h-
dlgebra" al dlgebra A si, Yy ebélo si, A admite una norma N: A —> P

no degenerada,hermitica respecto de ¢, Y multiplicativa

N(a.b) = N(a).N(b) para todo a,b € A (2.3a)

Se muestra inmediatamente las férmulas para todo A € K, a € A:
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1

N(ra) = AXN(a), N(1) =1 , N(a ') = N(a)~™! (sialexiste) (2.3b)

Sea h: AxA —» K la forma hermitica perteneciente a la norma N,
(h(X+y’z) = h(X,Z)+h(}’,Z), h()‘x9}') = Xh(xr}')s h(}’,x) =,’ TEEX,Y ) 'h(X,X)=
= N(x)). Si existe un e € K* = K-{0} antisimétrico (¢ = -e # 0) enton-
ces h se expresa por la norma N de la manera siguiente:

h(x,y) = 7(N(x+y)+e IN(xrey) - (1+e” IN(X) - (1-€)IN(¥)) (2.3¢)
De (2.3,a,c) se sigue que h es invariante en A:

h(ax,ay) = h(xa,ya) = N(a) h(x,y), para todo a,x,y € A (2.4)

NOTA. Si ¥ es trivial (e=0), h es simétrica y entonces vale también
(2.4).

(2.5) TEOREMA. Sea A una h-dlgebra sobre K (card K#2) con [A:K] = n <
< o, Existen solo los siguientes casos:

(I) n=1, A = K = P+eP (e = -e), h(x,y) =xy.
(II1) n > 1 implica que el automorfismo ¢: K —> K es trivial (XK=P) , h

1

es forma simétrica y la involueidn j(a):= N(a)a = (a € U) sobre el gru

po U de unidades de A se extiende a un antiautomorfismo involutorio
del é&lgebra A, de manera que j(x) = x si, y sbélo st xe;KéP. Entonces
A es dlgebra cinemdtica sobre P, y como N es no-degenerada, [A:P] =n=

Py

= 2 6 4. Para n=2, A es anillo conmutativo 'y cuadrdtico sobre P.

Para n=4, obtenemos el &lgebra de cuaterniones sobre P (si N es anisé-
tropo) ,respectivamente el anillo de matrices 2x2 sobre P (si N tiene
indice 2).

3. DEMOSTRACION DEL TEOREMA (2.5).

Sea A una h-dlgebra como antes. Sea

Ui= {a €A / a~! existe) (3.1
el grupo multiplicativo de las unidades de A y sea

S:= {x € A/ N(x) = 0} : (3.2)

S es un cono cuadrdtico no degenerado en A (eventualmente S = {0} si N
es anisétropo).

(3.3) LEMA. a € U sz, y sélo st N(a) # 0, lo que dice que el cono S
es justamente el conjunto de divisores de cero en A, porque [A:Kl < .

Demostracibén. (i) Sea a € U; con (2.3,a,b) obtenemos 1 = N(1) =
= N(a)N(a)™' = N(a) # 0.

(ii) Sea N(a) # 0. Ya que N no es degenerada existe en A una base de
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unidades e ,e_ mutuamente h-ortogonales: h(e;,ej) = N(e;) sij

17
(N(ei) # 0). La transformacidn La: X —> ax es regular en A, pues por
(2.4), transforma {ei} en otra base h-ortogonal {aei}.

La: A — A es biyectiva ya que [A:XK] < . Por tanto existe un b € A
con La(b) =ab =1 3; = a€U.

Sobre el grupo de unidades definimos 1la involucién

1

j(a) .=_ N(a) a~ (a. € U) (3.4)

def.
Con (2.3,a,b) se verifican inmediatamente las férmulas
32=1, j() =1, j(a) = Xj@), j@b) = j®i) , (3.5a)
N(a) = N(j(a)) = a.j(a) = j(a).a, para todo A €E€K¥, abe€U. (3.5b)
El caso (I): n = [A:Kl = 1, es trivial: A = K = P+eP. En este caso, j
es nada mds que el automorfismo ¢, si definimos j(0):= 0.

En lo que sigue consideramos el caso (II): n = [A:X] > 1.

Sea V el subespacio que es ortogonal a 1 €A,
vi= 1l = (x e A/ h(1,x) = 0} , dimV = n-1. (3.6)

Pongamos V¥:=VNU (3.7)
(3.8) LEMA. j(V¥*) = V¥,

Demostracién. x € V¥ = con (2.4) obtenemos h(1,x'l) = N(x'l)h(x,1) =
=0=x!ev*t, j(v¥) c V*. De jZ = 1 se sigue también V* C j(V*).
Llamamos "hiperplano' a cada K-subespacio H de A con dimKH = n-1. Sea

H* el complemento h-ortogonal de H, dimKHl = 1. Si 't C H, llamaremos a

H hiperplano tangente al cono S.

(3.9) LEMA. (a) Para todo a € U, aV es hiperplano no-tangencial de S,

y tememos que a 1 aV, aV = Va.

(b) Para todo hiperplano con Hl ¢ H existe un a € U tal que H = aV.

Demostracidén. (a) El hiperplano V no es tangencial a S porque Kl =V,
K€ S. Para a € U, la transformacidn La: x — ax es regular; por eso

aV también es hiperplano; aV no es tangente a S porque aU = U.
al avy aVv = Va salen de (2.4) y (3.6).

(b) Sea H hiperplano con H' ¢ H. Como N no es degenerada, existe un

a € U que es ortogonal a H. = H = al = (a.1)l = a.1l = aV.

Sea T K-subespacio de A; vamos a llamar subespacio reducido al con-
junto T*:= T n U.
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(3.10) LEMA. (a) j permuta los hiperplanos reducidos no tangentes a$,
j(av*) = j(a)v* f(a € U) (3.10a)
(b) j permuta los subespacios de dimensidén 1 y 2,

j (Ka+Kb)* = (Xj(a)+Kj(b))* (a,b € U) (3.10b)

Demostracidén. (a) es consecuencia inmediata de (3.8) y (3.9).

(b) Si n=2 & si a,b son linealmente dependientes sobre K, la férmula
es trivial. Sea entonces n > 2 y sea T:= Ka+Kb subespacio de dimen-

sidén 2. T es interseccidn de n-2 hiperplanos no tangentes y mutuamen-
n-2

te h-ortogonales: T = a;V con a; €U, h(ai,aj) =0 (i#j).

N
i=1
Entonces (a) implica que j(T*) = Q j(av¥) = Q j(a)V*. Ademds se sigue

-1 -1 -1 -1
de h(ai,aj) = 0 que h(ai )85 )) = N(ai )N(aj )h(aj,ai)= 0 y luego

j(T*) es subespacio de 2 dimensiones.

Ahora estamos en condiciones de demostrar

(3.11) TEOREMA. Si [A:X] = n > 1 el automorfismo ¢: K — K es tri-
vial y la involucidén j: U—> U se extiende al antiautomorfismo

j(&+x) = £ - x para todo £ € K, x €V (3.11a)
del dlgebra A.

Demostracién. Por el momento sea z = £ + x € U con £ € K*, x € K*.
Luego (3.10b) implica que existen X = kz, W= u, en K* tal que

j(E+x) = AE + uj(x) (3.11b)

y tenemos que N(z) = €€ + N(x) € P
z.j(z) = (AE € + uN(x)) + (A Ex + Euj(x)) € P (3.11c)
N(j(z)) = AX EE + u UN(x) € P (3.114d).

Como el segundo término de (3.11c) es de V, se anula, o sea

. AE -
jx) = - E% . X = oEg.X (3.11e)
siendo €, = - %% s6lo dependiente de x.
Luego N(x) = N(j(x)) implica
€€y = 1, (3.11£)

lo que implica AX = pj. Con N(z) = N(j(z)) y (3.11d) obtenemos

AX = pp o= 1. (3.11g)

Finalmente obtenemos de N(z) = z.j(z) y (3.11c):
EE + N(x)
EE + N(x)

Multiplicando estas filtimas ecuaciones, nos da por (3.11g)

]

AEE + uN(x) € P

AEE + pN(x) € P.
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2EEN(x) = (AW + wX) EEN(x) de donde 2Au = A% + p? | o sea
A= ' (3.11h)
Yy por eso e = —% . Ya que carK # 2, los términos £ € K¥ y x € V* no

dependen uno del otro en la expresidn z = £ + x € U.

Por - tanto

B -1 para todo x € V¥ y £‘= € para todo £ € K* (3.111i)

Es decir, j(x) = -x para todo x € V*, y el automorfismo £ — E es tri
vial: K = P, Con eso y con (3.11h) nos queda A = u =1 , o sea

j(E+x) = & - x para todo § € K¥, x € V¥, g+x € U.
Si definimos ademds: j(&+x) d:f £ - x para E&+x € S, es fdacil demos-
trar que j es antiautomorfismo del &lgebra A con j(z) = z si, y sélo
si,z € K = P.

Con esto queda demostrado que un h-ilgebra de dimensi6én finita es na-
da mds que un dlgebra cinemdtica con norma no degenerada.

El resto del teorema (2.5) es conocido (véase [5],[8]1).
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