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COMPARACION DE SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES DE PRANDTL
EN EL CASO ESTACIONARIO BIDIMENSIONAL

Julio E. Bouillet

SUMMARY.

Solutions. 4 > 0, V of Prandtl's boundary layer equations (1,1),(1,2)
for steady viscous flows along a flat plate are considered (cf. [1],
[2]1). It is customary that the qualitative study of the solutions
to these equations be performed by means of the classical maximum
principles for parabolic equations, applied either directly to (1,1),
(1,2) or through the von Mises transformation (cf. [3] and referen-
ces therein). This application requires the smoothness of solution
- and derivatives - up to the boundaries, inéluding some matching
at the leading edge x=0 of the plate for the initial profile (2,2),
and the explicit statement of condition (2,3).

Although the latter may be a sensible condition physically speaking,
conditions on the behaviour of the solution near the leading edge
are far ffom satisfactory. In this paper the von Mises transformed
equation (3) is employed, (2,3) is replaced by a boundedness condi-
natn->o (cf. (6,1),(7,5)) which is
a consequence of the boundedness of u in the newtonian case, and
(2,2) is defined in the L! sense: fu(x,.) - uo(.)n 1 — 0 as

loc
x > 0+ (cf. (4,3) for its use for comparison purposes).

tion on the behaviour of u, u

Two comparison theorems (Sections III and IV) are presented which

are valid in a class of solutions (4,1),(4,2),(4,3) that includes

the classical solutions of [4] (this class was introduced in [5],

cf. also [6]). The restrictive condition U'(x) = 0 of Section III

is removed in IV by the introduction of (7,3),(7,4): Theorem 2 of

IV furnishes uniqueness of solutions with initial profile monotone
increasing (cf. Section V, Corollaries).

The method of proof applies also to certain fluids with non-new-

tonian constituting terms.

I. Las ecuaciones de L. Prandtl, de la.capa 1imite sobre una placa
plana que ocupa el semieje x > 0 son ([1],I[2])
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(1,1 _ uu + vuy = (vuy)y +U(x)U'(x) ,
(1,2) u + vy =0

La ecuacién de Bernoulli 2p(x) + Uz(x) = constante relaciona la pre
sidén p(x) con la velocidad U(x) > 0 dei fluido lejos de la placa,
considerado no viscoso. Las condiciones sobre las componentes,E,V
de la velocidad en la capa limite .donde el fluido tiene viscosidad

cinemidtica v son

(2,1 U(x,0) =0 , V(x,0) = V,(x)

(2,2) u(0,y) = uy(y) (perfil inicial)

(2,3) lim u(x,y) = U(x) uniforme en [0,X],cualquiera sea X.
y++eo

En el caso tratado habitualmente, en que U,V son soluciones clédsi-
cas, ¥(x,0) = 0, 66(0) >0, U, ﬁx, ﬁ;, continuas en [0,X] x [0,=) ,

basta suponer U' > 0 para que u >0 y uy(x,O) > 0, es decir, no ha-
ya reflujo ni separacién.

En este trabajo.consideraré exclusivamente el caso laminar sin re-
flujo, eso es, u(x,y) >0 én (0,X) x (0,+=) =: G.

~ Es sabido ([3]) que, si U es acotada, por ejemplo, .entonces de
lim W(0,y) = U(0) resulta lim u(x,y) = U(x) uniforme en [0,X] .

y-)co y-)oo

Esto sugiere la posibilidad de obviar la condicién en y = +« , co-
mo se verd mds adelante ((6,1) y (7,5)).

La condicién ¥v(x,0) = Vo(x) permite considerar casos de succidn

(Vo < 0) o soplido (VO'> 0) de la capa limite sobre la placa; el ca
so en que ésta es impenetrable (VO = 0) es el mds corriente. En [4]
se presentan diversos resultados de existencia de soluci6én clidsica

para (1,1),...,(2,3), probdndose en uno de ellos la existencia de

soluciones u > 0, atn en el caso en que U'(x) < 0, con tal que ;b(x)
sea negativa y suficientemente grande en médulo en los puntos donde

U'(x) < 0. Vale decir, si la succibén es suficientemente intensa en
.los puntos donde p'(x) > 0 ("gradiente de presiones desfavorable'),
la capa 1imite no se separa, y no hay reflujo, claro.

La suposicién u>0 permite introducir la transformacién de varia-
bles de von Mises:

n = Iy u(x,s) ds - Ix V(s,0) ds , u(x,y) = u(x,n)
0 0 }
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- Sea G el nuevo dominio en las variables (x,n), donde x € (0,X) vy
x~
n> - I v(s,0) ds.
0

La ecuaci6én de la continuidad (1,2) queda automdticamente satisfe-
cha, y (1,1) se escribe ahora

(3) . u = (\)(uun))n + U(x)U'(x)/u

Es una ecuacién de tipo parabélico, que degenera pues u=0 en

X ~ .
n = - I v(s,0) ds - curva que corresponde a y=0 -, y que exhibe
0 .

una fuente no lineal, con singularidad sobre dicha curva.

A pesar de estas complicaciones emplearé la ecuacién (3) en lugar
de la mds conocida (u2 - UZ)x = \).u.(u2 - Uz)nn y arrastraré la ex
presién v(uun), que sugiere la posibilidad de aplicar estos resulta

dos a fluidos con términos de tensiones mids complejos que el newto-

niano v.y_ .
yy

II. El1 objeto de este trabajo es comparar dos perfiles de velocida-

des ul(x,n) , u(x,n) que provienen via la transformacién de von Mi-

ses de dos soluciones Gl,vl y u,v de (1,1)'(1,2) de datos Ul(x) s

U(x), ﬁl(x,o) = U(x,0) = 0, Vl(x,O) , V(x,0) y perfiles iniciales

Gl(O’Y)’ u(0,y) respectivamente.

Se sobreentiende que ul(x,n) y u(x,n) son soluciones de las corres
pondientes ecuaciones (3).
El prop6sito es obtener condiciones bajo las cuales ul(x,n)sgu(x,n),

y esto resultard de demostrar que D = {(x,n): ul(x,n) > u(x,n)} es
vacio.

Es claro que, en las variables de von Mises, u, y u estdn definidas

1

X~
en domifiios G1 = {(x,n): xe€ (0,X), n> - J vl(s,O) ds} y
: 0
X~
G={(x,n): x€ (0,X), n> - I v(s,0) ds} donde la hipdtesis
0

VI(X,O) < ?(x,O) implica que G1 C G. Como u, >0, u: >0 es claro

1
que D C Gl'

Por regla general se consideran soluciones cldsicas de (3). Cabe pre

cisar, sin embargo, que de las soluciones u,,u supondré que son con-

1’
tinuas y que XGI'ulx N XG.,ux N XGIv(ululn) y XGv(uun) pertenecen a
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1 1
(4,1 L' e (0, X)5LY | (o, )

al igual que Xcl(v(ululn))n y XG(v(uun))n y las ecuaciones se ve-
rifican en casi todo (x,n).

Con estas hipbtesis existen los limites

(4,2) 1im u; (x,n) y 1lim u(x,n)

x~ x~
n¥-| v,(s,0)ds n¥-| v(s,0)ds
1
0 0

que serdn nulos para casi todo x de acuerdo a (2,1).

La condicién u,;(0,n) < u(0,n) sobre los perfiles iniciales se enten-
derd asi:

(4,3) H(ul(x,.)-u(x,.))+ﬂ 1 — 0 , x — 0+ , para todo m>0.
L (-»,m)

La asuncién del perfil inicial para x — 0+ en norma L! tiende a ob-
viar condiciones de compatibilidad entre u(0,n) y u(x,0) en (0,0),
eso es, en el borde de ataque de la placa.

El siguiente resultado preliminar ilustrard el método empleado

,

ITI. TEOREMA 1. 5% u,(x,n) >0, u(x,n) >0, x € [0,X], son acota-
das (S M) cuando n + = ; g Vl(x,O) < V(X,O), x € [0,X] , ul(O,n) <

< u(0,n) segin (4,3) y
(5,1) Ul(X)Ui(X) < U(x)U' (x) ,»,  U(Xu'(x) =0 ,
entonces ul(x,n) < U(x,n) en G, .

Demostracidn. Sea D = {(x,n): ul(x,n) > u(x,n)}. Es claro que D(ZGI;

sea X = XD su funcién caracteristica. Tomando

X
n>n> max{-j Vl(S,O) ds , x e [0,X]} , sea
0 .

T(n) = T _(n) 1 en (-o,m) ,

» M <

0 en (n,+=) ,

lineal en (m,n).

Multiplicando por T(n) a

(u;-u), = {v(ululn) - \)(u’un)}n + —
e integrando sobre D entre x = & y x , se obtiene (luego de aplicar

el teorema de Fubini a X.(ul-u)x (cf. [51,161)):
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En el 2° miembro de (6), el cuarto sumando es nulo por hipétesis (y

(6) fue escrita asi para ser empleada en el Teorema 2); el tercer

\
sumando es < 0 y la eventual singularidad de uIl\no afecta los razo-
namientos que siguen. También es <0 el primero: para cada s € (a,x)
fijo, el dominio de integracién en n es una unidén de intervalos don-
de u, >u, yen los extremos de los cuales u; = u: es fdcil ver que

entonces los términos integrados en n en esos intervalos son < 0. en
los extremos derechos y = 0 en los izquierdos, resultando <0 la di-
ferencia.

Resta estudiar el segundo término, donde n > m pueden elegirse en
forma arbitraria: se ve, integrando %((uf)n - (uz)n) y usando la
acotacién de u;,u que

X
%é% [[a[x(ui - ub)(s,n) - X(u? - u?)(s,mlds| < %4% .X.4M%

y sigue que tomando m arbitrario y n suficientemente grande

by - w e, < [" 1, a0t em an <
-®,m -0 4 .

N I_an,m(n)(ul_u) (a,n)dn + €/2 < Il (u;-u) (a,.)"Ll(o,n) + g/2

Por (4,3) haciendo a + 0+ resulta entonces

H(ul-u)+(x,.)ﬂ 1 =0 , para todo x € (0,X) y m>0,
L (-m’m)

de donde D es vacio y u, <uen Gl‘

Es de destacar que no se us6 la condicién habitual lim u(x,n) = U(x),
n->c

y que afin la hipétesis de acotacién de u; y u es claramente excesiva,
siendo suficiente suponer para cada funcién una cota independiente
de a y x para
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X -1 n
(6,1 I (n-m) I X(s,n) v(uun) dn ds
a

m

que tienda a cero para n,m » ®,
Asimismo, el término vuu del tensor de tensiones podria ser una
funcién creciente de uu,, tal como lo sugiere la notacién usada

v(uun): por ejemplo 0(uun) = const.]uunlk_l.uu que corresponde al

n
caso de fluidos no newtonianos con una ley constitutiva potencial;
en variables fisicas cons.luylk_l.ﬁy. Mis afin, podria admitirse que
v = A(x,n,u,un) bajo ciertas restricciones sobre A; el primer tér-

mino de (6) es < 0 en estos casos (cf. [5],[6]) y bastard imponer
una condicién que controle el correspondiente promedio (6,1) (ver
comunicacién [7]).

La hipdtesis (5,1), U(x)U'(x) > 0, importa suponer para el flujo
u,v un ''gradiente favorable de presiones" p'(x) < 0, de acuerdo a
la férmula de Bernoulli. Es sabido que - al menos para soluciones
cldsicas de (1,1) (1,2), caso newtoniano - esto implica u(x,n) > 0.

En el teorema siguiente voy a prescindir de esta condicién UU' =
= -p'(x) > 0, pero deberé introducir otras hip6tesis que permitan
tratar el término singular de la ecuacién (3).

IV. TEOREMA 2. Sean ul(x,n) > 0, u(x,n) > 0 soluciones de respecti-

vas ecuaciones (3) en Gy, G, con
(7,1 U, (x)U;(x) < U(x)U'(x), x € [0,X] ,
(7,2) v,(x,0) <V(x,0) , x€ [0,XI , y por Lo tanto G, €6 ;

(7,3) Sea u(x,n) >a >0 sz n > N, para todo x € [0,X] (serfa una

consecuencia obvia de (2,3) sZ U(x) >0 en [0,X]) ;

(7,4) ul(O,n) < u(0,n+e) =: ue(O,n)fpara todo € > 0 suficientemen-

te pequeio (en el sentido (4,3));

(7,5) Finalmente, sea J(x) = Jm n(x) una cota independiente de a

para el término

X -1 n .
J ds(n-m) II X(s,n)(v(ululn) - v(uun)) dn]|
a m
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tal que Jm n(x) tiende a cero acotada por una funcidn integrable
’

cuando m,n + « (para el caso newtoniano, basta la acotacién de uj,u
como ya se ha visto).
Entonces-ul(x,n) < u(x,n+e), para todo € > 0 suficientemente peque-

fio, es decir, ul(x,ﬂ) < u(x,n).

Demostracidén. La funcién ue(x,n) = u(x,n+e) estd definida en
b
G, = {(x,n):n> - I v(s,0) ds - €} y verifica alli la ecuacién
0
(3). Sea D = {(x,n):ul(x,n) > ue(x,n)}: como D C G;, D se encuentra
a una distancia positiva del borde inferior de GE:

X X o X o
- I v,(s,0) ds > - I v(s,0) ds > - j v(s,0) ds - € ;
o ! 0 0

resulta u, estrictamente positivo en D y por la condicién (7,3),
§ = GE = inf {ue(x,n);(x,n) € D} > 0.

Llevando‘éstas consideraciones a (6) y poniendo

M = max{(—UU')+: x € [0,X]} se obtiene, con-a >0 y

=y ,
L7 (-® < n < @)

“(T(ul-ue)+)(x,.)ﬂ < H(T(ul-u€)+(a,.)n + Jm,n(x) +
+ M5™2 fx H(T(ui—u€)+)(s,.)u ds
a

Esta es una desigualdad de tipo Gronwall de la cual surge

. -2
H(T(uy-u) ™) (x, O < e 7T -u) @, 01+

-2 (* MG-Z(x—s)
+ Jm’n(x) + M6 Ja e Jm’n(s) ds

Tomando entonces m arbitrario y n > m suficientemente grande, los
dos Gltimos sumandos de (6) son <o(m,n), vy

Nu-u) G, 00 ) < BTup-u)d D (G I1 <

L (-®,m)

§-2 ‘
<e K(Tu-u)M)(a, )+ o(mn) <

-2
<M Fiuu) @, 00 + o(m,n)

L"(->~,n)

y haciendo a -+ 0+ resulta H(ul—u€)+(x,.)ﬂ 1 ) = 0, m arbitrario,
L (=,m

luego ul(x,n) < u(x,n+e) en G,, para todo € > 0 suficientemente pe-

" quefio. E1 teorema queda asi demostrado.
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V. COMENTARIOS.

La condicién (7,4) se cumple si ul(O;n) < u(0,n) y una al menos de

las funciones es monStona (no decreciente). Si ambas son no decre-
cientes, entonces también sus correspondientes ul(O,y), u(0,y) lo

son y reciprocamente; 1a condicién (7,4) sobre los perfiles inicia-
les (en las variables de von Mises) parece menos restrictiva y mis
manejable que la condicién cldsica de que uno de los perfiles

El(x,y), u(x,y) sea céncavo, condicién €sta que aparece naturalmen-

te para aplicar el prinéipio del mdximo a (3) escrita en la forma

(uz)x = \)u(uz)nn * (Uz)‘, en el caso newtoniano.

COROLARIO 1 AL TEOREMA 2. Si u(0,n) es mondtona, la solucién del pro
blema del perfil inicial es dnica.

Un candidato natural para ocupar el papel de u(x,n) es Ul(x), la ve
locidad del flujo potencial no viscoso supuesto qué Ul(x) >0 >0

en [0,X]. Entonces D = {u; >u := Ul} € G, €G, (7,2) es superflua

y (7,3), (7,4) y (7,5) inmediatas. Se tiene entonces el

COROLARIO 2 AL TEOREMA 2. Sea U(x) >a >0, x € [0,X], u(x,y) >0
y u(0,y) = u(0,n) < U(0).

Entonces G(x,y) = u(x,n) <UX), x € [0,X].

Es decir, la velocidad del flujo no viscoso nunca es excedida co-
rriente abajo, supuesta la ausencia de reflujo. Ademds, Siempre en
ausencia de reflujo, el perfil u(x,n) responde "instantineamente'
(en el mismo x) a una caida de la velocidad U(x).

Es interesante destacar que la condicién (7,5) ha reemplazado a

(2,3). Si se define w := uu,., es fdcil ver que w satisface - hipdte

n’
sis de suavidad mediante - a la ecuacién
v, = (uven),),

Esta ecuacién es del tipo ya discutido, pero carece de término que
contenga a U(x)U'(x) = -p(x).

Se puede ver entonces que, si se imponen condiciones sobre el cre-

cimiento de u y u_en n + +o, el nimero de cambios de signos de w

n
(i.e., los de un) no puede exceder al de w(0,n) = u(0,n) un(O,ﬂ)

(ver [5]). En particular, si u(0,n) es monétona creciente, también
tendrd que serlo u(x,n).

Con un procedimiento similar al del Corolario 2, tomando primero
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= 8U(x) y 0 <86 <1, y luego u := §U(x) y § > 1, en intervalos

donde U'(x) > 0, se puede probar que, en ellos, lim u(x,n) = U(x).

n-)oo

Un argumento anilogo es aplicable a intervalos donde U'(x) < 0.
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