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COMPARACION DE SOLUCIONES DE LAS ECUA(IONES DE PRANDTL 

EN El CASO ESTACIONARIO BIDIMENSIONAL 

Julio E. Bouillet 

SUMMARY. 

Solutions u> 0, v of Prandtl's boundary layer equations (1,1),(1,2) 

for steady viscous flows along a flat plaie are considered (cf. [1], 
[2]). It is customary that the qualitative study of the solutions 

to these equations be performed by means of the classical maximum 
principles for parabolic equations, applied either directly to (1,1), 

(1,2) or through the von Mises transformation (cf. [3] and referen­
ces therein). This application requires the smoothness of solution 

- and derivatives - up to the ~oundaries, in~luding some matching 
at the leading edge x=O of the plate for the initial profile (2,2), 

and the explicit statement of condition (2,3). 

Although the latter may ~e a sensible condition physically speaking, 

conditions on the behaviour of the solution near the leading edge 
are far from satisfactory. In this paper the von Mises transformed 

equation (3) is employed, (2,3) is replaced by a boundedness condi­
tion on the behaviour of u, un at n + 00 (cf. (6,1),(7,5)) which is 
a consequence of the boundedness of u in the newtonian case, and 
(2,2) is defined in the L1 sense: IIu(x,.) - uo(.)11 1 --+ 0 as 

L lee 
x + 0+ (cf. (4,3) for its use for comparison purposes). 

Two comparison theorems (Sections III and IV) are presented which 

are valid in a class of solutions (4,1) ,(4,2) ,(4,3) that includes 
the classical solutions of [4] (this class was introduced in [5], 

:f. also [6]). The restrictive condition U'(x) ~ 0 of Section III 

is removed in IV by the introduction of (7,3),(7,4): Theorem 2 of 
IV furnishes uniqueness of solutions with initial profile monotone 

increasing (cf. Section V, Corollaries). 

The method of proof applies also to certain fluids with non-new­

tonian constituting terms. 

I. Las ecuaciones de L. Prandtl, de la capa lfmite sobre una placa 

plana que ocupa el semiej e x ~ 0 son ([ 1] , [2] ) 



(1,1) 

(1 ,2) u + v x y 
o 
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(vii) +U(x)U' (x) , y y 

La ecuaci6n de Bernoulli 2p(x) + U2 (x) = constante relaciona la pr~ 
si6n p(x) con la velocidad U(~) > a del fluido lejos de la placa, 
considerado no viscoso. Las condiciones sobre las componentes.u,v 
de la velocidad en la capa limite.donde el fluido tiene viscosidad 
cinem§tica v son 

(2,1) u(x,O) 0 v(x,O) vo(x) 

(2,2) u(O,y) uo(y) (perfil inicial) 

(2,3) lim u(x,y) = U(x) uniformeen [O,X], cU\ilquiera sea X. 
y++co 

En el caso tratado habitualmente, en que u,v son soluciones cl§si­
cas, v(x,O) =0, ua(O) > 0, u, Ux ' Uy ' continuas en· [O,X] x [0,"') , 

basta suponer U' > 0 para que u > 0 y u (x,O) > 0, es decir, no ha-
y 

ya reflujo ni separaci6n. 

En este trabajo.considerar~ exclusivamente el caso laminar sin re--. flujo, eso es, u(x,y) > 0 en (O,X) x (0,+"') =: G. 

Es sabido ([3]) que, si u es acotada, por ejemplo,entonces de 
lim u(O,y) = U(O) resulta lim u(x,y) = U(x) uniforme en [O,X]. 

Esto sugiere la posibilidad de obviar la condici6n en y = +"', co­
mo se ver§ m§s adelante ((6,1) y (7,5)). 

La condici6n v(x,O) = vo(x) permite considerar casos de succi6n 

(vo <; 0) 0 soplido (Yo;;;' 0) de la capa limite sobre la placa; el ca 

so en que.esta es impenetrable (YO = 0) es el mas corriente. En [4] 

se presentan diversos resultados de existencia de soluci6n cl§sica 
para (1,1), ... ,(2,3), probando~e en uno de ellos la eiistencia de 
solucioIies u > 0, aun en el caso en que U' (x) <; 0, con tal que vo(x) 
sea negativa y suficientemente grande en m6dulo en los puntos donde 

U'(x) < O. Vale decir, si la succi6n es suficientemente intensa en 
·105 puntos donde p'(x) > 0 (llgradiente de presiones desfavorable"), 
la capa limite no se separa, y no hay reflujo, claro. 

La suposici6n U > 0 permi te inuoducir la transformaci6n de varia­
bles de von Mises: 

·fY fX n = u(x,s) ds - y(s,O) ds 
o . 0 

u(x,y) 
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Sea G el nuevo dominic en las variables (x,n), don de x E (O,X) y 

n > - v(s,O) ds. Jx
o 

La ecuaci6n de la continuidad (1,2) queda automaticamente satisfe­

cha, y (1,1) se escribe ahora 

( 3) u = (v(uu)) + U(x)U'(x)/u 
x n n 

Es una ecuaci6n de tipo parabolico, que degenera pues u=O en 

n = - f: ~(s,O) ds - curva que corresponde a y=O -, Y que exhibe 

una Fuente no lineal, con singularidad sobre dicha curva. 

A pesar de estas complicaciones 

de la mas conocida (u 2 _ U2) = 
x 

empleare la ecuaci6n (3) en lugar 
2 2 v.u.(u - U )nn y arrastrare la e~ 

presion v(uu ), que sugiere la posibilidad de aplicar estos resulta 
n 

dos a fluidos con terminos de tensiones mas complejos que el newto­

niano v.u 
yy 

II. El objeto de este trabajo es comparar dos perfiles de velocida­

des u l (x,n) , u(x,n) que provienen via la transformacion de von Mi-

ses de dos soluciones lil,vl y U,V de (1 ,1)~(1,2) de datos Ul (x) 

U(x), lil (x,D) = li(x,O) = 0, VI (X,O) , v(x,O) y perfiles iniciales 

ul (O,y), liCO,y) respectivamente. 

Se sobreentiende que u l (x,n) y u(x,n) son soluciones de las corres 

pondientes ecuaciones (3). 

El proposito es obtener condiciones bajo las cuales u1 (x,n) ~u(x,n), 

y esto resultara de demostrar que D = {(x,n): u1 (x,T)) > uCX,T))} es 
vacio. 

Es claro que, en las variables de von Mises, u l y u estan definidas 

en dominlos G1 = {(x,n): x E (0, X) , n > - f: ~1 (s,O) ds} y 

G = {(x,n) : x E (0, X) , n > - f: ves, 0) ds} donde la hipotesis 

VI (x,O) ~ v(x,O) implica que Gl C G. Como u l > 0, u > a es claro 

que D C Gl . 

Por regIa general se consideran soluciones clasicas de (3). Cabe pr~ 

cisar, sin embargo, que de las soluciones ul'u supondre que son con-

tinuas y que XGl.u1x ' XG_ux 'XGIv(ululn) y XGv(uun) pertenecen a 
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(4,1) Ll1 ((O,X);L l l (-~,+~)) 
oc oc 

al igual que XG (v(ululn))n Y xG(v(uun))n Y las ecuaciones se ve­
l 

rifican en casi todo (x,n). 

Con estas hip6tesis existen los limites 

(4,2) lim fX- . u(x,n) 
n+- v(s,O)ds 

o 

que seran nulos para casi todo x de acuerdo a (2,1). 

La condici6n ul(O,n) ~ u(O,n)sobre los perfiles iniciales se enten­
dera asi: 

(4,3) lI(ul(x,.)-u(x,.))+1I 1 ---+ 0 , x --.,. 0+ , para todo m>O. 
L (-~,m) 

La asunci6n del' perfil inicial para x --.,. 0+ en norma L 1 tiende a ob­

viar condiciones de compatibilidad entre u(O,n) y u(x,O) en (0,0), 
eso es, en el borde de ataque de la placa. 

El siguiente resultado prelimin~r ilustrara el metodo empleado 

III. TEOREMA 1. Si u l (x,nJ > 0, u(x,n) > 0, x E [O,Xl, son acota­

das (~M) cuando n -+- ~ ; si vI (x,O) ~ v(x,O), x E [O,Xl , u l (0, n) ~ 

~ u(O,n) segun (4,3) y 

(5,1) U(x)U' (x) ;;;. 0 , 

Demostraci6n. Sea n = {(x,n): ul(x,n) > u(x,n)}. Es claro que neGl ; 

sea X = XDsu funci6n caracteristica. Tomando 

n > m > maxI-I: v1(s,0) ds , x E [O,Xl·} sea 

T(n) 

Multiplicando por T(n) a 

en (-~ ,m) 

o en (n,+~) 

lineal en (m,n). 

U U' 

u 

e integrando sobre D entre x = g y x , se obtiene (luego de aplicar 

el teorema de Fubini a X. (u l -u) x (cf. [51, [61)) : 
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fx 
.;;; 

a 
ds foo X(s,n){T(n).(v(u1U1 ) - V(uu ))} dn 

-00 n n n 

+ r 
a 

ds (n_m)-l fn X(s,n)(v(u1U 1 ) - v(uu )) dn 
m n n 

+ JX ds 
a 

+ 

+ 

+ fX ds foo + -1 + (-UU') (U1U) .T(n). (u1-u) (s,n) dn . 
a -00 

+ 

En el 2 0 miembro de (6), el cuarto sumando es nulo por hipotesis (y 

(6) fue. escrita as! para ser empleada en el Teorema 2); el tercer 
\ 

sumando es .;;; 0 y la eventual singularidad de u~l\no afecta los razo-

namientos que siguen. Tambien es';;; Oel primero: para cada s E (a,x) 
fijo, el dominio de integraci6n en n es una union de intervalos don­
de u1 > u, y en los extremos de los cuales u1 = u: es facil ver que 

entonces los terminos integrados en n en esos intervalos son .;;; 0 en 
los extremos derechos y > 0 en los izquierdos, resultando .;;; 0 la di­
ferencia. 

Resta estudiar el segundo termino, donde n > m pueden elegirse en 

f b·· . d v (( 2) (u2)) d 1 orma ar ltrarla: se ve, lntegran 0 2 u1 n - n y usan 0 a 

acotaci6n de u1,u que 

v/2 If x [X(u2 _ u 2)(s,n) _ X(u21 -u2)(s,m)ldsl .;;; v/2 .X.4M2 
n-m 1 n-m a 

y sigue que tomando m arbitrario y n suficientemente grande 

lI(u 1 - u)+(x,.)11 1 .;;; r Tn,m(n)(~l-u)+(X,n) dn .;;; 
L (-oo,m) -00 . 

fOO 
+ + 

.;;; Tn m(n)(u1-u) (a,n)dn + e/2.;;; II (u1-u) (a,.)11 1 
_00 ' L (D,n) 

+ e/2 

Por (4,3) haciendo a ... 0+ resulta entonces 

lI{u1-u)+(x,.)1I 1 = 0 , para todo x E (O,X) Y m > 0 , 
L (-oo,m) 

de donde D es vacio y u1 .;;; u en G1 . 

Es de destacar que no se us6 la condici6n habitual lim u(x,n) = U(x), 
n-+-OO 

y que aun la hip6tesis de acotaci6n de ul Y u es claramente excesiv~ 
siendo suficiente suponer para cada funci6n una cota independiente 
de a y x para 



135 

(6,1) 

que tienda a cero para n,m + 00. 

Asimismo, e1 termino vuun del tensor de tensiones podria ser una 

funci6n creciente de uUn ' tal como 10 sugiere 1a notaci6n usada 

v(uun): por ejemp10 V(uun) = const.luunlk-l'UUn que corresponde a1 

caso de f1uidos no newtonianos con una ley constitutiva potencial; 

en variables fisicas cons.l~ Ik-1.u . Mas aun, podria admitirse que y y . 

v = A(x,n,u,un) bajo ciertas restricciones sobre A; e1 primer ter-

mine de (6) es ..; ° en estos casos (cf. [5], [6]) y bastara imponer 
una condici6n que contro1e e1 correspondiente promedio (6,1) (ver 
comunicaci6n [7]). 

La hip6tesis (5,1), U(x)U' (x) ~ 0, importa suponer para e1 f1ujo 
u,v un "gradiente favorable de presiones" p'(x) ..; 0, de acuerdo a 
1a f6rmu1a de Bernoulli. Es sabido que - a1 menos para soluciones 
c1asicas de (1,1) (1,2), caso newtoniano - esto imp1ica u(x,n) > 0. 

En e1 teorema siguiente voy a prescindir de esta condici6n UU' 
= -p'(x) ~ 0, pero debere introducir otras hip6tesis que permitan 
tratar e1 termino singular de 1a ecuaci6n (3). 

IV. TEOREMA 2. Sean ul(x,n) > 0, u(x,n) > ° soluaiones de respeati­

vas eauaaiones (3) en GI , G, aon 

(7,1) UI(x)Ui(x)"; U(x)U'(x), x E [O,X] 

(7,2) vI (x,O) ..; v(x,O) x E [O,X] , Y pOl' lo tanto GI C G ; 

(7,3) Sea u(x,n) ~ a > ° si n ~ na , para todo x E [O,X] (seria una 

aonseauenaia obvia de (2,3)si U(x), >0 en [O,X]) ; 

(7,4) ul(O,n) ..;u(O,Tj+e:) =: ue:(O,n)·para todo e: >0 sufiaientemen­

te pequeno (en el sentido (4,3)); 

(7,5) Finalmente, sea J(x) = J (x) una aota independiente de a m,n 
para el termino 

IXds(n-m)-1 IInX(s,n)(v(u1U In ) - V(uun)) dnl 
a m 
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tal que J (x) tiende a cero acotada por una funci6n integrable 
m,n 

cuando m,n + 00 ~ara el caso newtoniano, basta Za acotaci6n de u1'u 
como ya se ha visto). 

Entonces u1(x,n) ~ u(x,n+g), para todo g > 0 sUficientemente peque-

no, es de air, u1(x,n) ~ u(x,n). 

Demostraai6n. La funcidn ug(x,n) = u(x,n+g) esta definida en 

Gg {(x,n): n > - J: ~(s,O) ds - g} y verifica alIi la ecuaci6n 

(3). Sea D = {(x,n):u1(x,n) > ue:(x,n)}; como D C G1 , D se encuentra 

a una distancia positiva del borde inferior de G ; g 

resulta U estrictamente positiv~ en IT y por la condici6n (7,3), g 

0= 0e: = inf{ug(x,n);(x,n) ED} >0. 

Llevando estas consideraciones a (6) y poniendo 

M = max{(-UU')+; x E [O,X]} se obtiene, con a > 0 y 

11.11 = 11.11 1 
L (_co < n < "') 

~ 11 (T(u1-u )+(a, .)11 + J(x) + 
g m,n 

+ Mt'l-2 J:II(T(U1-Ug)+)(s,.)11 ds. 

Esta es una desigualdad de tipo Gronwall de la cual surge 

. + Mo- 2 (x-a) + 
II(T(u1-ug) )(x,.)11 ~e IIT(u1-ug) (a,.)11 + 

+ J ex) + Mt'l-2 JX eMt'l-2(x-s) J (s) ds . 
m,n a m,n 

Tomando entonces m arbitrario y n > m suficientemente grande, los 
dos ultimos sumandos de (6) son < o(m,n), y 

Mt'l-2 X + 
~ e II(T(u1-ug) )(a,.)11 + o(m,n) ~ 

Mo- 2X + 
~ e II (u1-ug) (a, .)11 1 + o(m,n) 

L (-oo,n) 

y haciendo a + 0+ resulta II (u1-ug)+(x,.)11 1 = 0, m arbitrario, 
L (-oo,m) 

luego u1(x,n) ~ u(x,n+g) en G1, para todo g > 0 suficientemente pe-

queno. El teorema queda asi demostrado. 
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V. COMENTAR I OS. 

La condicion (7,4) se cumple si ul(O;n) ~ u(O,n) y una al menos de 

las funciones es monotona (no decreciente). Si ambas son no decre­

cientes, entonces tambien sus correspondientes ~l(O,y), ~(O,y) 10 

son y reciprocamente; fa condicion (7,4) sobre los perfiles inicia­

les (en las variables de von Mises) parece menos restrictiva y mas 
manejable que la condicion clasica de que uno de los perfiles 

~l(x,y), u(x,y) sea concavo, condicion esta que aparece naturalmen-

te para aplicar el principio del maximo a (3) escrita en la forma 

(u2)x Q ~u(u2)nn + (U2)" en el caso newtoniano. 

COROLARIO 1 AL TEOREMA 2. Si u(O,n) es monotona, 1a soluci6n del pr~ 
blema del perfil inicial es unica. 

Un candidato natural para ocupar el pape1 de u(x,n) es UI(x), la ve 

locidad del flujo potencial no viscoso supuesto que UI(x) ~ a > ° 
en [O,X]. Entonces D Q {u l > u :Q U I } C GI C G, (7,2) es superflua 

y (7,3), (7,4) Y (7,5) inmediatas. Se tiene entonces e1 

COROLARIO 2 AL TEOREMA 2. Sea U(x) ~ a> 0, x E [O,Xl, ~(x,y) > ° 
y ~(O,y) = u(O,n) .;;; U(O). 

Entonces ~(x,y) = u(x,n) ~ U(x), x E [O,X]. 

Es decir, la velocidad del flujo no viscoso nunca es excedida co­
rriente abajo, supuesta la ausencia de reflujo. Ademas, siempre en 

ausencia de reflujo, el perfil u(x,n) responde "instantaneamente" 
(en el mismo x) a una caida de 1a velocidad U(x) . 

Es interesante destacar que la condicion (7,5) ha reemplazado a 

(2,3). Si se define w := uun ' es facil ver que w satisface - hip6t~ 

sis de suavidad mediante - a la ecuacion 

w 
x 

Esta ecuacion es del tipo ya discutido, pero carece de termino que 

contenga a U(x)U'(x) Q -p(x). 

Se puede ver entonces que, si se imponen condiciones sobre el cre­

cimiento de u y un en n + +~, el numero de cambios de signos de w 

(i.e., los de un) no puede exceder al de w(O,n) Q u(O,n) un(O,n) 

(ver [5]). En particular, si u(O,n) es mon6tona creciente, tambien 
tendra que serlo u(x,n) . 

Con un procedimiento similar al del Corolario 2, tomando primero 
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u1 := ~U(x) y 0 < ~ < 1, y luego u := ~U(x) y ~ > 1, en intervalos 

donde U'(x) > 0, se puede probar que, en ellos, lim u(x,n) U(x). 
n .... ao 

Un argumento an§logo es aplicable a intervalos donde. U'(x) ~ o. 
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