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En cuestiones vinculadas con las configuraciones centrales, intere­
sa establecer las relaciones existentes entre n puntos distintos 

x 1 , ..• ,xn en R3 y sus distancias mutuas t .. = Ix.-x.1 ([1l,§357); 
1J 1. J 

esto suele hacerse utilizando recursos de geometria metrica (como 
en [2], ch.IV mediante los "determinantes de Cayley-Menger"). 

En la presente nota se replantea el problema en terminos de espa­
cios homogeneos bien conocidos. 

1. FORMAS CUADRATICAS SEMIDEFINIDAS POSITIVAS. 

5i E Y V son espacios de Hilbert reales, indicamos con L(V,E) al 
espacio de Banach de todas las aplicaciones lineales continuas 
V -+ E; O(V) designar4 al grupo ortogonal de V (subvariedad cerra­
da de L(V, V)), mientras que O(V,E) ser§ la variedad de 5tief.el de 
tipo V asociada a E, es decir, el conjunto de las aplicaciones li­
neales u: V -+ E "isometricas", lu(x) I = Ixl para todo x E V. 

Notemos que u E O(V,E) equivale a decir que u E L(V,E) Y que u*u 

.= Iv (donde u* indica el adjunto de u); se sabe que O(V,E) es una 

subvariedad cerrada de L(V,E), cuyo espacio tangente en UOE O(V,E) 

se identifica al subespacio{a: a*uo + u~a = O} de L(V,E). 

La operaci6n a izquierda (o,u) -+ uo de O(V) sobre O(V,E) da lugar 
al fibrado principal 

O(V) -+ O(V,E) -+ Gv(E) (1) 

donde Gv(E) es la variedad Grassmaniana de los subespacios de tipo 

V de E. 

En el subespacio cerrado H(V) C L(V,V) farmado por las aplicaciones 
lineales autoadjuntas (es decir f = f*) consideramos el cono cerra­
do H+,eV) formado por las aplicaciones positivas, es decir las que 
verifican <f(x) ,x> ~ 0 para todo x E V. Vista la identificaci6n de 
formas cuadraticas -continuas sobre V- con .elementos de H(V). H+(V)_ 
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corresponde a las formas cuadr(ticas Csemidefinidas) positivas. 
+ . + 

Tambien interesa elcono GH (V) = GL(V) n H (V), que es un conjunto 
abierto en H(V) -esto es evidente si dim V < 00, y en el caso gene­
ral basta recordar que si h E GH+(V) entonces 0 ~ Sp(h) c [m,oo) do~ 
de m = int{ <hex) ,x>, I x I = 1} ypor 10 tanto para un E > 0 conve-

. + 
niente sera: IIh-fll < E, f E H(V) => f E GH (V)-. 

Con Mono(V,E) designamos al subconjunto de L(V,E) formado por las 

aplicaciones inyectivas con imagen cerrada (es decir, los isomor­
fismos de V sobre subespacios de E); se trata de un subconjunto 
abierto de L(V,E). 

El producto (0 composici6n) permite definir una aplicacion 

a: O(V,E) x GH+(V) -+ Mono(V,E) (2) 

por a(u,h) uh, 

1.1. LEMA. La apZicaci~n a es un difeomorfismo COO 

Demostraci6n. Que a es COO es evidente; la inversa de a se obtiene 

por el siguiente procedimiento: dado f E Mono(V,E), a-ICf) = 

= (fh-l,h) donde h E GH+(V) es la unica solucion de h2 = f*f. Note­

mos que f*f E H+(V) trivialmente; asimismo es evidente que f*f es 

inyectiva, mientras que fey) e Ker(f*) = E muestra que f*f es sur-

yectiva. Esta construccidn muestra ademas que a-I es Coo, por serlo 

g -+ gl12 de GH+(V) en GH+CV). 

El lema 1.1 no es otra cosa que una reformulacion de la "descompo­

sicion polar" de un monomorfismo. En particular si f: VI -+ V2 es 

un isomorfismo continuo, la descomposici6n polar f = uh nos provee 

de una isometrla u: VI ---+ V2 ' Usando esto se produce enseguida un 

difeomorfismo COO de O(V2,E) sobre OCVI,E) -por composicion de u-. 

En consecuencia la variedad OCV,E) depende del espacio V mas que 
del producto interno especifico que se utiliza en su definicion: 
productos internos equivalentes en V dan variedades difeomorfas. 

Por ello tiene sentido escribir OCk,E) = O(Rk,E) sin especificar ex 

plfcitamente el producto interno en Rk, que en general se supondr( 

que es el canonico. 

Ahora, si V y E son espacios de Hilbert, designamos con L(k,V,E) 
(k ;;;. 0) al subconjunto de L(V,E) formado por las aplicaciones de 

rango k, esto es: dim fey) = k. Asimismo ponemos 
H~(V) = H+(V) n L(k,V,V) ("formas cuadraticas positivas de rango 

k") . 
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. El resultado siguiente es conocido (ver por ejemplo (3), 1.1): 

1.2. PROPOSICION. Pa~a todo k~ OJ L(k,V,E) es una subva~iedad de 

L(V,E) ;adem&sJ para aada p~ 0 eZ aonjunto UL(k,V,E) es ae~~ado 
k~p . 

en L(V,E). 

Demost~aai~n. Sea fo E L(V.E) tal que dim fo(V) = k; si No = Ker(fo)' 

So = ~, Wo = fo(V) entonces fo(No) = 0 y folSo: So -+ Wo es un 

isomorfismo. 

Por composicion con los correspondientes proyectores e inclusiones 
se obtiene un isomorfismo 

que representa a cada f por la matriz de transformaciones 

(3) 

Sea U el subconjunto de L(V,E) formado por las f para las cuales 
a f E Iso(So'Wo); como este conjunto es abierto en L(So'Wo)' y como 

la aplicacion (3) es un isomorfismo. resulta claro que U es abier­
to en L(V,E). Adem§s es evidente que fo es un elemento de 

U n L(k,V,E). Un argumento sencillo muestra que 

(4) 

Utilizando (4) se obtiene sin dificultad un mapa 

dado por f -+ (af.bf.cf ). estableciendo la primera parte de la te­

sis. (Notemos que Iso(So'Wo) ~ GL(Rk)). 

Para la segunda afirmacion basta pro bar que la aplicaci6n 
f -+ dim(f(V)) es semicontinua inferiormente. de L(V.E) en N U {oo}. 

Pero si dim fo(V) ~ r y ~ = Ker(fO) hay entonces r vectores xi en 

No tales que fo(x.). es linealmente independiente; sea S el sub-
1 1~r . 

espacio generado por los x .. Es dim(S) = r. y 01 conjunto 
1 

U = {f E L(V,E): flS E Mono(S.E)} es abierto en L(V,E). Claramente 
fo E U Y dim fey) ~ r para toda fEU 10 que completa la demostra·-
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cion. 

Analogamente resulta 

1.3. PROPOSICION. Para eada k ~ 0, H~(V) es una subvariedad de 

+ H(V) y para eada p ~ 0, eZ eonjunto U Hk(V) es eerrado en H(V) . 
k-S;p 

Demostraei6n. El esquema es el mismo que el de la proposicion an­

terior: si fo E H:(V) sean No = Ker(fo), So = ~ = fo(V); cierta­

mente folso E GH+(So). 

En la representacion (3) se tendra ahora 

mediante 

f __ 
[
a f 

b* 
. f 

Consideramos U = {f E H(V): a f E GH+(So)}' entorno abierto de fo 

en H(V); como en la proposicion anterior se tendra 

+ 
y se obtiene un mapa para Hk(V) poniendo 

U n H~(V) -- GH+(So) x L(No'So) ( 6) 

via f -+ (af,b f ). El resto es identico a la proposicion anterior. 

Ahora para dos espacios de Hilbert V y E podemos definir una apli­

cacion de clase COO mediante 

8: L(k,V,E) -+ H:(V) ( 7) 

donde 8(f) = f*f. 

1.4. PROPOSICION. Si k ~ dim(E), Za apZieaei6n 8 es una fibraei6n 

ZoeaZmsnte triviaZ euya fibra tipo es O(k,E). 

Demostraci6n. Seafo E H~(V), con So = fo(V) y No = S~ 
de acuerdo con la proposicion anterior, el conjunto 

~ = {f E H~(V): IToflSo: So -+ So es isomorfismo} es un entorno 

abierto de fo en H~(V). 
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nefinimos una trivializaci6n de a sobre n mediante 

donde T(g) = (g*g, ~(g)) con ~: a- 1(n) -7 O(So,E) la unica aplica­

ci6n COO definida por el procedimiento siguiente: 

como g = (gO,gl) con gO: So --+ E, gl : No --+ E, * S --+ So es gogo 0 
+ luego hay un elemento de GH (So), un unico h E GH+(So) tal que 

h2 = g*g . 
o 0 

Entonces 'Y (g) = go h- 1 So --+ E es trivialmente una iso-

metria de So en E. 

Que T es un difeomorfismo es claro, ya que su invers.a se obtiene 
haciendo 

como sigue: 

f [a b) a E GH+(Sol, b*a- 1b = c. Consideramos el unico 
b* c' 

+ 2 -1 h E GH (So) tal que h = a y tomamos go = uh, gl = uh b. 

1.5. COROLARIO. Si dim(E) 
do p1'inaipaZ 

r, Za apZiaaai6n a deviene en eZ fib1'a-

O(E) -+ Epi(V,E) --+ H+(V) 
r 

Mencionemos asimismo que si k = dim(V), 1.4 reproduce 1.1. 

2. ALGUNOS FIBRADOS INTERESANTES. 

En 10 que sigue V y E seran espacios de Hilbert, V de dimensi6n fi 
nita n-l, en el cual se supone fijada una base ortonormal 

a 1 ,···,an_1 · 

Definimos una aplicaci6n lineal 

W: En --+ L(V,E) (8) 

n-1 n-1 
poniendo W(x) (I tiai ) = I ti (xi-xn), y definimos tambien una 

i= 1 i= 1 

operaci6n de E sobre En mediante 

a * (x 1 ' ... 'x) = (x 1+a, ... ,x +a) . n n 
(9) 

El siguiente hecho es trivial: 
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2.1. LEMA. a) La apZiaaai~n Wes un epimorfismo auyo nual.eo es el. 

subespaaio diagonal. {(x,x, ... ,x): x E E} de En. 

b) w(x) = w(x') equival.e a a * x = x' para un uniao a E E. 

c) En/E se identifiaa mediante Waon L(V,E). 

Ahora sea q: L(V,E) -+- H+(V) la aplicaci6n cuadratica dada por 
q(f) = f*f; por composici6n con (8) se obtiene la aplicaci6n cuadra 
tica 

(10) 

Notemos que ~(x) tiene como matriz en la base a1, ... ,an_1 

(1 <; i, j <; n-1) (11 ) 

Si E~ C En indica el subconjunto de En formado por los x1, ... ,xn 

tales que la variedad lineal afin [x1' ... ,xn] generada por ellos 

tiene dimensi6n exactamente k, resulta de 2.1 (cf.1.2): 

2.2. PROPOSICION. a) Para todo k ~ 0, Eopera (mediante (9)) sobre 

E~. 

b) En es una subvariedad de En if W induae un difeomorfismo 
k 

~: E~E + L(k,V,E). 

c) Para aada p ~ 0 e 1.. aonjunto U E~ es ~_errado en· En. 
kSp 

Del mismo modo, usando 1.4 se obtiene: 

2.3. PROPOSICION. Si k <; dim(E), l.a apZiaaaion ~k: E~ 
+ 

-+- Hk(V) de-

fine una fibraaion l.oaal.mente trivial., aon fibra tipo el. espaaio 

E x O(k.E). 

En partiaul.ar, si r = dim(E) se obtiene un fibrado prinaipal. 

E x O(E) -+- En -+- H+(V) aon el. grupo E x O(E) operando sobre En m.e-
r r . 

diante l.a aaaion diagonal.. (Notese que en tal. aaso En es abierto en 
r 

Ahora es muy facil demostrar el teorema de Schoenberg ([2],43.1): 

2.4. PROPOSICION. Sea E un espaaio de Hil.bert, sea 0 <; k <; dim(E) y 

sean t ij ~ 0 (1 <; i.j <; n) tal.es que tii = 0, t ij = tji para todo 

i,j. Entonaes son equival.entes l.as siguientes afirmaaiones: 

a) Existen x1 •...• xn en E que verifiaan: i) La dimension de l.a va-
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riedad lineal aftn [Xl' ... ,xnl ee k; 

i, j . 

ii) Ix.-x.1 = t 1. J. para todo 
1 J . 

b) La matriz a (a) E R(n-1)x(n-l) d f· ·d por ij i,j<n e ~n~ a 

a .. 1J 1 (t~ + t~ - t1~J.) 2 1n In ( 12) 

ee eemidefinida poeitiva de rango k. 

c) La forma auadratiaa v -+ Q(v) = L 
i,j 

t~. v. v. (definida eobre Rn) 
1J 1 J 

ee definida negativa de rango~k eobre el hiperplano de eauaai6n 
n 

I 
i=l 

v. = o. 
1 

Demoetraai6n. La equiva1encia de a) y b) resu1ta de 2.3 puesto que 
. 222 

2 a .. = Ix.-x.1 + Ix.-x I - Ix.-x.1 = 2<x.-x , x.-x > expresa 1J 1 J J n 1 J 1 n J n 
que 1a matriz a es de 1a forma 4>k(x) (cf.(l1), V = Rn-l). 

La equiva1encia de b) y c) es rutinaria: si M es e1 hiperp1ano en 

0, se interpreta M como e1 grafico de una 

R M"· . Rn- l . Rn· en . as prec1samente, sea J: -+, 
n-l 

j(v1, ... ,vn_1) = (v1; ... ,vn_1 ' - I v.), as! que j es un isomorfis 
i-I 1 

mo entre Rn- 1 y M. 

Ahora si a = (aij)i,j<n es 1a matriz definida a partir de los t ij 
. n-l mediante (12) y S1 K: R· -+ R es 1a forma cuadratica asociada (es 

decir, K(v) = L aijvivj ), entonces un ca1cu10 simple muestra que 
i,j 

~(v) -} Q(j(v)) para todo VERn-I. Luego K es semidefinida posi-

tiva si y s610 si QIM es semidefinida negativa. 

La afirmaci6n correspondiente a1 range es tambien inmediata, ya que 
j es un isomorfismo. 

NOTA. Si se pretende que los puntos xl, .•. ,xn de 2.4 a) sean todos 

distintos hay que agregar hip6tesis a las afirmaciones b) y c), ya 
sea: t .. > 0 para todo i ; j, 0 bien uti1izando e1·hecho que 

1J 
aij = <xi-xn ' Xj"Xn > = 4>k(x)ij' imponer las condiciones 

a .. > 0 
11 

a· .. + a .. > 2 a .. 11 J J 1J 
(1 .;;; i,j .;;; n-1) . 

De otra forma, si IJ. es 1a diagonal genera1izada en ·En : 
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En_~ es una subvariedad abierta de Rn , establece por la accion de 

E; la proposicion 2.2 subsiste si se reemplaza E~ por E~-~ y 

L(k,V,E) por L(k,V,E)~ (subconjunto formado por las aplicaciones de 

de range k que verifican 0 ~ f(a.) ~ f(a.) si i < j). 
1 J 

En 2.3 se debe reemplazar H~(V) por el subconjunto abierto formado 

por las formas cuadraticas q (positivas, de range k) que cumplen 
las condiciones 
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