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LA VARIEDAD DE DISTANCIAS ENTRE PUNTOS

Patricia Fauring, Flora Gutierrez y Angel Larotonda

En cuestiones vinculadas con las configuraciones centrales, intere-
sa establecer las relaciones existentes entre n puntos distintes

Xyseee,X €D 3 y sus distancias mutuas tij = |xiij| (011, §357);

esto suele hacerse utilizando recursos de géometria métrica (como
en [2], ch.IV mediante los "determinantes de Cayley-Menger").

En la presente nota se replantea el problema en términos de espa-
cios homogéneos bien conocidos.

1. FORMAS CUADRATICAS SEMIDEFINIDAS POSITIVAS.

Si E y V son espacios de Hilbert reales, indicamos con L(V,E) al
espacio de Banach de todas las aplicaciones lineales continuas

V — E; O(V) designard al grupo ortogonal de V (subvariedad cerra-
da de L(V,V)), mientras que O(V,E) seri la variedad de Stiefel de
tipo V asociada a E, es decir, el conjunto de las aplicaciones 1li-
neales u: V — E "isométricas", |u(x)| = |x| para todo x € V.

Notemos que u € O(V,E) equivale a decir que u € L(V,E) y que u*u =
= 1V (donde u* indica el adjunto de u); se sabe que O(V,E) es una

subvariedad cerrada de L(V,E), cuyo espacio tangente en u€ O(V,E)

se identifica al subespacio {a: a*u0 + uga = 0} de L(V,E).

La operacién a izquierda (g,u) — ug de O(V) sobre O(V,E) da lugar
al fibrado principal

o(V) — O(V,E) — Gy (E) nm

donde GV(E) es la variedad Grassmaniana de los subespacios de tipo

V de E.

En el subespacio cerrado H(V) C L(V,V) formado por las aplicaciones
lineales autoadjuntas (es decir f = f*) consideramos el cono cerra-
do H+(V) formado por las aplicaciones positivas, es decir las que

verifican <f(x),x> > 0 para todo x € V. Vista la identificacién de
formas cuadriticas -continuas sobre V- con elementos de H(V), H+GD_
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corresponde a las formas cuadrdticas (semidefinidas) positivas.

También interesa el cono GH+(V) = GL(V) n H+(V), que es un conjunto
abierto en H(V) -esto es evidente si dim V <, y en el caso gene-
ral basta recordar que si h € GH+(V) entonces 0 & Sp(h) C [m,~) don
de m = inf{<h(x),x>, |x| = 1} y por lo tanto para un € > 0 conve-
niente serd: Ih-fll < e, feH({V) =f € GH+(V)—.

Con Mono(V,E) designamos al subconjunto de L(V,E) formado por las
aplicaciones inyectivas con imagen cerrada (es decir, los isomor-
fismos de V sobre subespacios de E); se trata. de un subconjunto
abierto de L(V,E).

El producto (o composicién) permite definir una aplicacién
a: O(V,E) x GH'(V) — Mono(V,E) (2)

por a(u,h) = uh,
1.1. LEMA. La aplicacidn a es un difeomorfismo c”.

Demostracidn. Que a es Cc” es evidente; la inversa de a se obtiene
por el siguiente procedimiento: dado f € Mono(V,E), a'l(f) =

= (fh'l,h) donde h € GH+(V) es la dnica solucién de h? = f*f. Note-
mos que f*f € H+(V) trivialmente; asimismo es evidente que f*f es
inyectiva, mientras que £(V) e Ker(f*) = E muestra que f*f es sur-

1

. . - o
yectiva. Esta construccién muestra ademis que a es C , por serlo

g — g!/? de cu* (V) en GH'(V).

El lema 1.1 no es otra cosa que una reformulacién de la "descompo-
sicién polar" de un monomorfismo. En particular si f: V1 - V2 es

un isomorfismo continuo, la descomposicién polar f = uh nos provee
de una isometria u: V1 — VZ' Usando esto se produce enseguida un

difeomorfismo C” de O(VZ,E) sobre O(VI,E) -por composicién de u-.

En consecuencia la variedad O(V,E) depende del espacio V mis que
del producto interno especifico que se utiliza en su definicién:
productos internos equivalentes en V dan variedades difeomorfas.

Por ello tiene sentido escribir O(k,E) = O(Rk,E) sin especificar ex

plicitamente el producto interno en Rk, que en general se supondra
que es el candnico.

Ahora, si V y E son espacios de Hilbert, designamos con L(k,V,E)
(k > 0) al subconjunto de L(V,E) formado por las aplicaciones de
rango k, esto es: dim f(V) = k. Asimismo ponemos

H;(V) = Y (V) n L(k,V,V) ("formas cuadrdticas positivas de rango
k).
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"El resultado siguiente es conocido (ver por ejemplo [3], 1.1):

1.2. PROPOSICION. Para tode k > 0, L(k,V,E) es una subvariedad de
L(V,E) ;ademds, para cada p 2 0 el conjunto k%% L(k,V,E) es cerrado

en L(V,E).

Demostracidn. Sea f0 € L(V,E) tal que dim fo(V) = k; si No==Ker(q9,
Sy = N, Wy = £,(V) entonces £,(N)) = 0 y £,]Sy: S, — W, es un
isomorfismo,

Por composicién con los correspondientes proyectores e inclusiones
se obtiene un isomorfismo

L(V,E) 2 L(S;,Wg) x L(Ny,W,) x L(so,wé) x L(Ny,Wg)

que representa a cada f por la matriz de transformaciones
f — (3)

a; € L(Sy,Wy), by € LNy, W), ¢, € L(Sy,Wg), d, € L(Ny,W).
Sea U el subconjunto de L(V;E) formado por las f para las cuales
a; € Iso(So,WO); como este conjunto es abierto en L(SO,WO), y como

la aplicacién (3) es un isomorfismo, resulta claro que U es abier-
to en L(V,E). Ademds es evidente que fo es un elemento de

U n L(k,V,E). Un argumento sencillo muestra que

U N L(k,V,E) = {f: d, = coa;'b.} )

Utilizando (4) se obtiene sin dificultad un mapa

U N L(K,V,E) > Iso(Sg,Wg) x L(Ng,Wy) x L(S,,Wg) (5)

dado por f — (af,bf,cf), estableciendo la primera parte de la te-
sis. (Notemos que Iso(So,WO) ~ GL(Rk)).

Para la segunda afirmacién basta probar que la aplicacién
f — dim(£(V)) es semicontinua inferiormente, de L(V,E) en N U {=}.

Pero si dim fo(V) >Try Nt = Ker(fo) hay entonces r vectores x; en
N0 tales que fo(xi)iSr es linealmente independiente; sea S el sub-
espacio generado por los X, . Es dim(S) = r, y el conjunto

U={f € L(V,E): f|S € Mono(S,E)} es abierto en L(V,E). Claramente
fo €U y dim £(V) > r para toda f € U lo que completa la demostra-
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cién.

Anidlogamente resulta

1.3. PROPOSICION. Para cada k = 0, H;(V) es una subvariedad de

H(V) y para cada p =2 0, el conjunto kg H;(V) es cerrado en H(V).
sp

Demostracidn. E1 esquema es el mismo que el de la proposicién an-
: . + .
terior: si fo S Hk(V) sean N0 = Ker(fo), SO = Nt = fO(V); cierta-
+
mente fOIS0 € GH (S,) .

En la representacién (3) se tendrd ahora

H(V) = H(So) X L(NO,SO) X H(NO)

mediante
ag by
f
bz df

Consideramos U = {f € H(V): a; € GH+(SO)}, entorno abierto de f,

en H(V); como en la proposicidén anterior se tendra
+ _ . - -1
Uun Hk(V) = {f € H(V): df bfaf bf}
y se obtiene un mapa para H;(V) poniendo
+ +
un Hk(V) — GH (So) x L(NO,So) (6)
via £ — (af,bf). El resto es idéntico a la proposicidén anterior.
Ahora para dos espacios de Hilbert V y E podemos definir una apli-
cacién de clase C. mediante
8: L(k,V,E) — H (V) (7

donde B(f) = f*f.

1.4. PROPOSICION. S< k < dim(E), la aplicacidén B es una fibracidn
localmente trivial cuya fibra tipo es O(Kk,E).

. ' + _ P )
Demostracidn. Sea fo € Hk(V), con S0 = fO(V) y N0 = S0 = Ker(fo),
de acuerdo con la proposicién anterior, el conjunto
Q= {f e H;(V): H0f|SO: S0 — S0 es isomorfismo} es un entorno

abierto de fO en H;(V).
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Definimos una trivializacién de B sobre Q mediante

r: 87H(@) — @ x 0(S,,E)

donde 7(g) = (g*g, v(g)) con 7v: 8 1(R) — 0(S,,E) la Gnica aplica-
cién C* definida por el procedimiento siguiénte:

= . . %* .
como g (go,gl) con g, S0 — E, 8" No — E, gogo. S0 — S0 es
un elemento de GH+(SO), luego hay un Gnico h € GH+(SO) tal que

e = gggo. Entonces v(g) = g ht:

0 S0 — E es trivialmente una iso-

metria de S0 en E.

Que 7 es un difeomorfismo es claro, ya que su inversa se obtiene
haciendo

(f’u) - (go’gl), -gO: SO g E’ g1: No — E

como sigue:

a b
f = [ ], a € GH+(SO), b*a_lb = c¢. Consideramos el {inico
b* c

h € GH+(SO) tal que h? = a y tomamos g, = uh, g, = uh™1b.

1.5. COROLARIO. SZ dim(E) = r, la aplicacién B deviene en el fibra-
do principal

0(E) — Epi(V,E) — H_.(V)

Mencionemos asimismo que si k = dim(V), 1.4 reproduce 1.1.

2. ALGUNOS FIBRADOS INTERESANTES.

En lo que sigue V y E serdn espacios de Hilbert, V de dimensién fi
nita n-1, en el cual se supone fijada una base ortonormal

CORRRRPL IR

Definimos una aplicacidn lineal

¥: E* — L(V,E) (8)
- n..l n_l - - 2
poniendo ¥(x) (izl tia;) = izl t, (x;-x_ ), y definimos también una

operacién de E sobre E™ mediante
a*x (xl,...,xn) = (x1+a,...,xn+a) 9)

El siguiente hecho es trivial:
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2.1. LEMA. a) La aplicacién ¥ es un epimorfismo cuyo nicleo es el
subespacio diagonal {(Xx,X,...,x): x € E} de E".

b) ¥(x) = ¥(x') equivale a a * x = X' para un iUnico a € E.

c) B"/E se identifica mediante ¥ con L(V,E).

Ahora sea q: L(V,E) — H+(V) la aplicacién cuadrdtica dada por
q(f) = f*f; por composicién con (8) se obtiene la aplicacién cuadri
tica

¢: E® — H' (V) (10)

Notemos que ¢(x) tiene como matriz en la base apseeesd

<X -X_, xj-xn> (1 <i, j <n-1) (1

Si EE C E® indica el subconjunto de E" formado por los X sewesX)
tales que la variedad lineal afin [xl,...,xn] generada por ellos

tiene dimensidén exactamente k, resulta de 2.1 (cf.1.2):

2.2. PROPOSICION. a) Para todo k = 0, E opera (mediante (9)) sobre
n

Ek'

b) EE es una subvariedad de E" y ¥ induce un difeomorfismo

T: EI:‘/E ¥ L(k,V,E).

c) Para cada p =2 0 el conjunto kU EE es cerrado en EP,
<p

Del mismo modo, usando 1.4 se obtiene:

2.3. PROPOSICION. Sz k < dim(E), la aplicacidn ¢k: Ez — H;(V) de-
fine una fibracidn localmente trivial, con fibra tipo el espacio

E x 0(k,E).

En particular, s¢ r = dim(E) se obtiene un fibrado principal

E x O(E) — E: — H:(V) con el grupo E x O(E) operando sobre E" me-
diante la accidn diagonal. (NStese que en tal caso E: es abierto en

EM).
Ahora es muy facil demostrar el teorema de Schoenberg ([2], 43.1):

2.4. PROPOSICION. Sea E un espacio de Hilbert, sea 0 < k < dim(E) y
sean tij >0 (1 <i,j <n) tales que tii =0, tij = tji para todo
i,j. Entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

a) Existen X X en E que verifican: i) La dimensidn de la va-

10"
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riedad lineal aftn [x;,...,x 1 es k; 1ii) Ixi-xj|_= tij para todo
i,j.
b) La matriz a = (aij)i,j<n € r(n-Dx(a-1) definida por
_1 .2 2 .2
;5 =7 (854 * i, - tiy) (12)

es semidefinida positiva de rango k.

c) La forma cuadrdtica v — Q(v) = ] tij Vivj (definida sobre R%)
i,3

es definida negativa de rango-k sobre el hiperplano de ecuacidn

n

] v, =0

i=1

Demostracidén. La equivalencia de a) y b) resulta de 2.3 puesto que

2a,, = |x,-x.|%+ |x.-x_|% - |x,-x.|?
i3] J n 13

= 2<X.-X X.-X_> expres
1] i™*n’ *57%a Xp a

que la matriz a es de la forma ¢k(x) (cf.(11), Vv = R2-1),

La equivalencia de b) y c) es rutinaria: si M es el hiperplano en
n
R™ de ecuacién ) v, = 0, se interpreta M como el grdfico de una
i=1
. . n-1 . . P n-1 n
aplicacién de R en R. Mids precisamente, sea j: R — R°,
n-1

) = (Vl,...,V ) vi), asf que j es un isomorfis

J(Vl,...,V n-1 ]
i=1

n-1
mo entre R®7! y M.

ij)
mediante (12) y si K: Rn"1 — R es la forma cuadritica asociada (es

Ahora si a = (a es la matriz definida a partir de los tij

i,j<n

decir, K(v) = J aijvivj)’ entonces un cilculo simple muestra que
’ i,j
K(v) = -% Q(j(v)) para todo v € R, Luego K es semidefinida posi-

tiva si y s6lo si Q|M es semidefinida negativa.

La afirmacién correspondiente al rango es también inmediata, ya que
j es un isomorfismo.

NOTA. Si se pretende que los puntos x S X de 2.4 a) sean todos

120"
distintos hay que agregar hip6tesis a las afirmaciones b) y c), ya
sea: t_.. > 0 para todo i # j, o bien utilizando el hecho que

1]
a,. = <x,_- .vX > = L., i ici s
i X, X, xJ X ¢k(x)1J, imponer las condicione
+ <i,j €<n- .
ass >0 a;; ajj > 2 aij (1 <i,j <n-1)

De otra forma, si A es la diagonal generalizada en E™:

E™-A = {(xp,eeeox ) x; # X, si i<ijl,
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E™-A es una subvariedad abierta de R", establece por la accién de
E; la proposici6én 2.2 subsiste si se reemplaza E; por EE-A y
L(k,V,E) por L(k,V,E)A (subconjunto formado por las aplicaciones de
de rango k que verifican 0 # f(ai) # f(aj) si i <j).

En 2.3 se debe reemplazar H;(V) por el subconjunto abierto formado
por las formas cuadrdticas q (positivas, de rango k) que cumplen

las condiciones

q(a.) >0 q(a,-a.) >0 si 1 <i<j<n-1.
i i 3]
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