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ANALISIS DIMENSIONAL DE LAGRANGIANOS VECTO-TENSORIALES

Fernando R. Dobarro

SUMMARY. In this paper we study the most general form of vector-ten-
sor Lagrangians and of Lagrangians concomitantsof a metric tensor
and a bivector satisfying the axiom of the dimensional analysis.
Furthermore we prove that the second type of Lagrangians gives rise
always to Einstein-Maxwell equations when a variational principle

is applied.

0. INTRODUCCION.

En la seccién 1 del presente trabajo, utilizamos las técnicas de
S.J.Aldersley [1] [2] para estudiar la forma de los Lagrangianos
vecto tensoriales

£ =0y, ;ct g ;) (*)

o sea concomitante de un covector y sus derivadas hasta el orden a
y de un tensor métrico y sus derivadas hasta el orden %, que satis-
facen el axioma del andlisis dimensional [1] [2]:

Axioma: Si las cantidades Ql’Qz""’Qn tienen dimensiones

U-l Qg (Zn - »
L ",L ~,...,L respectivamente, y si ellas entran en una teoria fi

sica en una funcién de la forma
2(Q;5Qy5-++»Qy)

tal que & ~ Lu, entonces bajo una transformacién homotética con fac
tor escalar A, debe ser
a; a
[¢] 1
A% 8(Qg,--5Q) = @ T Qp,eee5h T Q)

n

Qyy

(Usaremos la notacién f ~ L% - se lee "f tiene dimensién L - si

f es medido en unidades de longitud a la potencia a).

Este axioma asegura la coherencia de las unidades usadas. Por lo
tanto, los Gnicos Lagrangianos que pueden tener sentido fisico son
los que lo satisfacen (Ver [1]1).

Nos interesamos por Lagrangianos (%) porque son de este tipo los



usados comunmente para obtener las ecuaciones de campo de Einstein-
Maxwell, por ejemplo [6]:

1 2 1 ij
£(C;3C° g;5) = VAR + 7 /g FYF, (**)

da origen al aplicarle un principio variacional a las ecuaciones

ij _ ij _ 1_ ij = . _1_ i . l ij prs
F 'j =0 y R 78 R 7 (Fi Fx -7 8° F~ F_ ) donde
Fij = wi,j - wj,i; ver ademds Ref.3 p.1981.

En la seccién 2 atacamos en forma andloga el problema de caracteri-
zar los Lagrangianos

£ = £(Cc®F,.;c% g, ) (##%)

ij’ ij

0 sea concomitantes de un tensor 2-covariante y sus derivadas hasta
el orden o y de un tensor métrico y sus derivadas hasta el orden %,
que cumplen el axioma del anfdlisis dimensional. Dando especial im-
portancia al caso Fij antisimétrico, porque luego trabajaremos con

Fig “ Vi, " Vi

En ambas secciones trabajaremos como es usual [1] [3] [8] bajo las

consideraciones: x* ~ L1

;0 -2
85 L® (por lo tanto gij,tl,..-,tz <L)

Y. ~1° (por lo tanto vy

i R

Bajo estas condiciones, el Lagrangiano (**) al igual que otros que
dan origen a las ecuaciones de Einstein-Maxwell resultan ser de

tipo L~2. Por lo tanto, teniendo como objetivo el estudio de la po-
sible unicidad de dichas ecuaciones, tiene interés pedir a los £ de

la forma (*) y (***) que sean de tipo L'2, con la idea de tratar di
cho problema bajo la hipdtesis £ ~ L'Z, mis explicitamente cudles
son los Lagrangianos concomitantes de wi’gij y sus derivadas, que

son de tipo L'Z y que dan origen, aplicando un principio variacio-
nal, a las ecuaciones de Einstein-Maxwell. El contenido de la sec-
cién 3 es tratar este problemé para los £ de la forma (**%*), y se
consigue probar que son todos.

1. LAGRANGIANOS VECTO-TENSORIALES,

Nuestro principal objetivo en la presente seccidén, es caracterizar



los Lagrangianos vecto-tensoriales

L=y ;ct g5) (0,8 > 2) (1.1)

de tipo L2 que satisfacen el axioma del andlisis dimensional.
Consideremos entonces un £ de la forma (1.1) tal que £ ~ L2 y que
satisface dicho axioma. Por esto filtimo se cumple que para todo
A>0:

2
A £(wi’wi ] ’""wi,jl...ja’grs’grs,t1

’Jl

.

= . .y 2 . . . :
£(q)i9)‘¢i,jl’>‘ wi’jljz.’...,k wi’jljz._.ja’gr‘s’

.
Y

grs,tl...

2 L

grs,tl;k grs,tltz;""l grs,tltz...tg)'

Derivando dos veces respecto a A y tomando limite cuando A ~ 0" ob-
tenemos que: -

a, oL _ Lijke ik
2L(CTY;5C7 gyg) = 9 Vig Yi,e T2 Yy sk
ijkm ijk&mn ijks
*20 Yi,i Vit 8ij,x Sam,n T % %27 8ij,ke

donde ¢ son concomitantes de Yy, y 8550 ¥ tienen las simetrias

obvias. Aplicando ahora el teorema del reemplazo ([10], p.109) redu-
cimos la expresidén anterior a:

ijke

£ =0 + glikl p

ijk
Yils Vel YT Vit %2 ijk2 (1.2)
donde ahora los coeficientes ¢ .. son densidades tensoriales conco-

mitantes de by gij’ y ademids las o13%% tienen 1a siguiente propie

dad de simetria:

piike _ gkij

1<i,j,k,2 <n u=1,2
u u

Ahora, usando estas propiedades de simetria y la caracterizacidn de
los concomitantes 3 y 4 covariantes de by 833 [9], vemos que valen
los siguientes: :

LEMA 1.1. Sea M una variedad pseudo Riemanniana de dimensidn mayor

que 3. Si Lijk = ik (wi;gij) es una densidad tensorial 3-contra-

variante y Y. = g3 vy wj entonces:

Lidk o gl g3% £ + w3 gt g + vk gt new) + vtedvRe)).



LEMA 1.2. Sea M una variedad pseudo-Riemanniana de dim = 4. §7

L1jk£ = Lljkz(wi;gij) es unaAdensidad tensorial 4-contravariante

tal que

‘Lijkz = Lkzij Y Y = g:.Lj wiwj entonces:

LR gt g* e(y) ¢ gt g* gu) + gt gt n) +
R R A L e S Y ) B O R A O
A S N O RSl S mz(Q) syt el gkt e 4
s 60 (/g T r) + Vg, 2RV s

s Vg, e yT ug)) + 6 vg v, 2 v,

COROLARIO 1.1. S< Lijkz es una densidad tensorial como en el lema

2.1, entonces:
LHRY R, g = VERa) + 0T 0T Ry B+
+ 82 Vg, gaiiks Ry gV (9D -

Este corolario se demuestra como el Lema 2.3. y aplicando la identi
dad de Ricci.

Combinando (1.2) con los resultados anteriores podemos enunciar el
siguiente:

TEOREMA 1.1. §¢ £ = £(C%y,;c* g5;) (@, 8>2) es un Lagrangiano del

tipo L—2 que satisface el axtoma del andlisis dimensional, entonces

L tiene la siguiente forma:

£ =z ctysct gs5) * £, (c? wi;ngij) * £3(C°wi;C2 g;;)
donde:
R R AR IR e ORI S A NORY s S MO
R e e e A S I N O I R i Sl R AL o W A DR
A I N D IR A I e W A B R AR A (O I

g eli® )y + g v @Ryt sy ¢ vg w2 YT u) o+
y a a

&8

w8

vE v, 2 v vy vy
a ilj "k|s



u

£,0¢% wysc? gy = vl g3* £, ¢ vd g g 4

k k

+

A Sl NORR AN NI APS

Vg {Ra(y) + vl vI R, B(y) +

o n2
£3(C Wi,c gij) ij

+

ijke )
85 V& v, e*HE R oY) )

2. LAGRANGIANOS £ = £(c% E..;c* g..).
1J g

ij

El objetivo central de esta seccifn, es caracterizar los Lagrangia-
nos de la forma:

£ =cc*F,, ;c* g

i ) (@>1, 2>2) (2.1)

ij
de tipo L2 que satisfacen el axioma del anflisis dimensional, don-

de supondremos que Fij es un tensor 2-covariante de tipo L7t

Consideremos entonces un £ de la forma (2.1) que satisface las con-
diciones anteriores. Por cumplir el axioma del anflisis dimensional,
vale para todo A > 0

2 . . . . , . .
A £cFij’Fij,k1”"’Fij,kl...ka’grs’grs,tl”'"grs,tl‘..tz

2 '.;Aa+1 F

= L(A Fij;k Fij,kl;' ij,kl...ka;

2
HEPY 4 AT g ;...;Az g

g rs,t, rs,t;t, <rs,t1t2...t2)

rs

Derivando dos veces respecto a A y tomando limite cuando A ~» 0% ob-
tenemos que:

o n Lok _ oijke ijkim

26 (€ Fyisct gy) = opi R B v Fis $ep,m *
ijk ijklmn 15k

et Fisk v 8i5,k Bam,n T %27 Bij,kg

donde las ¢... son concomitantes de gij’ y tienen las simetrias

obvias. Aplicando ahora el teorema del reemplazo del cdlculo tenso-
rial cldsico ([10], p.109) reducimos la anterior expresién a:

_ Sijk - ifk iik2
Lm0 Fyy Fg #8700 Fuope * 977 Rygyy (2.2)

donde ahora los coeficientes &'’ son densidades tensoriales con-



comitantes de gij'

Pasemos ahora a estudiar la forma de los términos del miembro dere-
cho de (2.2); para ello recordemos previamente los siguientes resul
tados:

LEMA 2.1. S7 ¢ ) es una densidad tensorial entonces

ijkn = %15kn(8rs
para n > 2

- Jo n
iipn = 788 8i58n * P By Byn * C Bin Bjx 7 84 BVE €55xn)

donde a,b,c y B son constantes y Eijkh es el etmbolo 4-dimensional

de Levi-Civita. ([4] Lema A.3).

LEMA 2.2. 5<% Qijk = ) es una densidad tencorial 3-covarian-

Qijk(grs
te entonces ®,.. =0 si n > 3.
ijk

Con la ayuda del lema 2.1. probemos el siguiente:

LEMA 2.3. Sea n > 2. 57 o13%P = o 3KP(g )¢5 una densidad tenso-

rial d-contravariante entonces

piikh Ryjpn = @ 78 R

donde o es una constante y R = Rjk gjk con
Rik = Rijke gt = Ry 8 7 Ry
Dem. Aplicando el lema 2.1. tenemos que
piikh Rijkh - V3 (a gij gkh + b gik gjh . c gih gjk N
+ 87 8 Vg gikhy Ry iun-

Ahora: gij gkh Rijkh = 0 porque gij es simétrico y Rijkh = 'Rjikh

gt gl" Rijkn = -g* " Rijen = -gt* Ryp = R

g g% Ry - 80 Ry, < R
Para’n =4 eijkh Rijkh =0 (I71, p.290 Ejerc.7.18). Pér lo tanto:

ijkh = /5 (c-
& Rijkh /g (c-b) R

Llamando o = c-b resulta lo que querfamos demostrar.



Aplicando los lemas 2.1, 2.2 y 2.3 tenemos el siguiente:

TEOREMA 2.1. Sea n > 3. 87 £ ee un Lagrangiano de la forma (2.1) de
tipo L2 que satisface el axioma del andlisis dimensional donde

Fij es un tensor 2-covariante de tipo L'l, entonces:

ij _kh ik ih ih ik
L=V (ag'lg Fig Fep * B gt gl Fis Frp * © gttt gl Fis Fen *

+ aR) (2.3)

4

+ n ijkh
5, B Yg e Fij Frn

donde a,b,c,B y o son constantes.

3. UNICIDAD DE LAS ECUACIONES DE CAMPO DE EINSTEIN - MAXWELL.

En esta seccién aplicaremos el operador de Euler-Lagrange a (2.4)
con el objetivo de ver qué ecuacién de campo se origina. Aqui tra-

bajamos bajo la siguiente hip6tesis: Fij =¥, j - ] . Sabemos que:
L]

j,i
(ver [5]1):
i - ih _jk ; -
E (L) ng— g g Fkhlj Si L(lpi,j’gij)
=1 . ik _jh i = . 9 (9L .
3 Vg Fij Fop 88 donde E*(L) "~ (Bw. .).
i,j
Por lo tanto:
E'(L) = a 2 /g giP gik Fen|y * 05 8 E'(g €™ F__F ) (3.1)
Calculemos entonces Ei(g erkh Frs Ekh); primeramente:
rskh B(Frspkh) ijkh
€ —_— =4 ¢ Frn
oy .
i,3
. gd rskh - .4 -iikn
luego: E™(g € F o Fkh) 4 ¢ (g Fp) i

pero:

r

rs r
ki * 8 Fir Thj

(8 Fup) 5 =88 8o, 5 Fun * 8 Frp|y * 8Fy

r

r r r
= 8(Fnyy * 2 Toy Fin * Frn Ty * Fir Thy)

entonces, por la antisimetrfa de elikh y la simetria de la conexién

Py . . :Qkh,
elikh(g Fin) 5 = 28 giikh F:j Fip * 8¢ Fen



0 sea que:

Ei(g erSkh Frs Fkh) = -8 g eijkh F;j Fkh -4 g eijkhfkhlj (3.2)
por lo tanto i - g glikh P:j Fen ©S una densidad tensorial enton-
ces ante un cambio de coordenadas es:

T* = B A2 T ' (3.3)
donde ' Bi = %%; ; B ="det (Bi) y Ai = %g; .
Pero por otro lado, como f?k = Ai(B? B; F:t + B?k) resulta:
T = B A A? A (BY By TT, +Bg) g e E, -
-3 A% 14 B Ad A? AS BE g MR (3.4)
Luego de (3.3), (3.4) y B # 0 # g resulta:
A2 A? A® X eIME L =0 (3.5)

Ahora, si el cambio de coordenadas es:
xa(iﬁ) =% +c®, ¥ X con X(p) =0

1]

= i = &t i - a _ ,na
resulta x(p) = 0 A Bj(p) Gj A Aj(p) 0 A Bbc ZCbc.

Aplicando este cambio en (3.5) tenemos que en p:

_ (C abkh a .
0 = ch € Fkh (donde Cij son constantes cualesquiera tales que

c2, =c2))
ij ji
por lo tanto tomando ng = Fij(p) resulta

_ pC abkh
0 = ch(p) € Fkh (3.6)

Aplicando (3.6) a (3.2) tenemos que:

i rskh Ny o= . ijkh :
E* (g e Feo Fip) = -4g € Fkhlj (3.7)
Luego de (3.1) y (3.7)
iepy o ih _jk . ijkh o
E'(L) =a2vgg g Fkhlj §, 84 ¢gc¢ kkh]j (3.8)

Tenemos entonces el siguiente:



TEOREMA 3.1. Sea n > 3. 3¢ £ es un Lagrangiano de la forma:

_ o -
L =£L(C Fij’ C gij) (o 21, 2 22)

de tipo L2 que satisface el axioma del andlisis dimensional enton-
ces:

. _ T — iikn
EY(£) = /g (2a g™ g?* - 6] 4878 et Fun|;

COROLARIO 3.1. Un tal Lagrangiano da origen a las ecuaciones de cam-
po de Einstein-Mazwell 8i y sdlo si a#0.

Dem. Si n >4 trivial. Si n = 4 da origen a las ecuaciones de
ijkh F

Einstein-Maxwell si y s6lo si a#0 A B/g € ijn

= 0, pero
eijkh F =0

ij|n 0 si n=4

Figle * Fraly * Fyxla
sta Glti dici F.. = 4v9.,. - ¥.,, con 1o e queda
y e ma condicién vale para ij wllJ ¢3!1 que q

demostrado el corolario.

OBSERVACION. Cabe aclarar que existen Lagrangianos del tipo
L=2L(C*F. .;c*g..) (@>0,2>2)
ij? ij ?

que no cumplen el axioma del anilisis dimensional, pero si dan ori-
gen a las ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell, por ejemplo si n
par = 6 [6]:

il...i

1 — i _
L=y778 F*J Figvace T F F, ; *b7/g

i, 400 3,

Este Lagrangiano no cumple el axioma porque:

LB~ L H
n-1"n

(N1

‘I — ij _2 . iliz--_ain
T Vg F Fij ~L HE Filiz

b /g ~ L.

salvo que las constantes tengan unidades (ver Aldersley [11).
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