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ANAL ISIS DIMENSIONAL DE LAGRANGIANOS VECTO-TENSORIALES 

Fernando R. Dobarro 

SUMMARY. In this paper we study the most general form of vector-ten­
sor Lagrangians and of Lagrangians concomitantsof a metric tensor 
and a bivector satisfying the axiom of the dimensional analysis. 

Furthermore we prove that the second type of Lagrangians gives rise 
always to Einstein-Maxwell equations when a variational principle 
is applied. 

O. ·1 NTRODUCC ION. 

En la secci6n 1 del presente trabajo, utilizamos las t!cnicas de 
5.J.Aldersley [1] [2] para estudiar la forma de los Lagrangianos 
vecto tensoriales 

(*) 

o sea concomitante de un covector y sus derivadas hasta el orden a 

y de un tensor metrico y sus derivadas hasta e1 orden ~, que satis­
facen e1 axioma del analisis dimensional [1] [2] : 

Axioma: 5i las cantidades Ql,Q2, ... ,Qn tienen dimensiones 
al a2 an 

L ,L , ... ,L respeetivamente, y 5i e11as entran en una teor!a f! 
sica en una funei6n de la forma 

tal que .<1> - La, entonees bajo una transformaci6n homotetiea con fae 
tor esea1ar A, debe ser 

a· a 
Aa t(Ql'" ·,Qn) • teA 1 Ql, ... ,A n Qn) 

(Usaremos la notaei6n f La - se lee "f tiene dimension La" - si 

f es medido en unidades de longi tud a la potencia a) . 

Este axioma asegura la eohereneia de las unidades usadas. Por 10 
tanto, los unicos Lagrangianos que pueden tener selltido fisieo son 
los que 10 satisfaeen (Ver [1]). 

Nos interesamos por Lagrangianos (*) porque son de este tipo los 
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usados comunmente para obtener las ecuaciones de campo de Einstein­

Maxwell, por ej emplo [6]: 

;g R + -41 Ig Fij F .. 
l.J 

( **) 

da origen al aplicarle un principio variacional a las ecuaciones 

Fij I J' = 0 Rij 1 ij R 1 (F Fj 1 ij Frs F ) donde y - 2" g = - 2" . ik k - 4" g rs 

F .. = I/J .. - I/J .. ; ver ademas Ref.3 p.1981. 
l.J 1., J J., 1. 

En la seccion 2 atacamos en forma analoga el problema de caracteri­
zar los Lagrangianos 

(***) 

o sea concomitantes de un tensor 2-covariante y sus derivadas hasta 
el orden a y de un tensor metrico y sus derivadas hasta el orden ~, 

que cumplen el aAioma del analisis dimensional. Dando especial im­
portancia al caso F .. antisimfitrico, porque luego trabajaremos con 

l.J 

En ambas secciones trabaj aremos COJlK) es usual [1] [3] [8] baj 0 las 

consideraciones: xi _ L1 

. 0 ( L-~) g - L por 10 tanto g .. ij l.J,t1, ••• ,t~ 

- L 0 (por 10 tanto I/J. . . 
1. , 1.1 ' •.. ,1a. 

Bajo estas condiciones, el Lagrangiano (**) al igual que otros que 
dan origen a las ecuaciones de Einstein-Maxwell resultan ser de 

tipo L- 2 . Por 10 tanto, teniendo como objetivo el estudio de la po­

sible unicidad de dichas ecuaciones, tiene interes pedir a los £ de 

la forma (*) y (***) que sean de tipo L- 2 , con la idea de tratar di 

cho problema bajo la hipotesis £ L- 2 , mas explicitamente cuales 

son los Lagrangianos concomitantes de I/J.,g .. y sus derivadas, que 
1. l.J 

son de tipo L- 2 y que dan origen, aplicando un principio variacio­

nal, a las ecuaciones de Einstein-Maxwell. El contenido de la sec­
cion 3 es tratar este problema para los £ de la forma (***), y se 

consigue probar que son todos. 

1. LAGRANGIANOS VECTO-TENSORIALES. 

Nuestro principal objetivo en la pr~sente seccion, es caracterizar 
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los Lagrangianos vecto-tensoriales 

(a,R- ;.. 2) (1 • 1 ) 

d L-2 ~ e tipo que satisfacen el axioma del analisis dimensional. 
. -2 

Consideremos entonces.un £ de la forma (1.1) tal que £ - L Y que 
satisface dicho axioma. Por esto ultimo se cumple que para todo 

A > 0: 

Qerivando dos veces respecto a A y tomando limite cuando A + 0+ ob­
tenemos que: 

~ijk! ~ ~ + 2 ~ijk ~ + 
1 i,j k,! i,jk 

+ 2 ~ijkm~ .. ~ + ~ijkR-mn g go + 2 ~ijkR- g 
l.,J k,!m ij,k ",m,n 2 ij,kR-

donde ~::: son concomitantes de ~i y gij' Y tienen las simetrias 

obvias. Aplicando ahora e1 teorema del reemplazo ([10], p.109) redu­

cimos la expresi6n anterior a: 

(1 .2) 

donde ahora los coeficientes ~::: son densidades tensoriales conco­

mitantes de ~i y gij' Y ademas las wijk! tienen la siguiente propi~ 

dad de simetria: 

~ijk1 = ~k1ij 
u u 1.o;;i,j,k,!.o;;n u = 1,2 

Ahora, usando estas propiedades de simetria y la caracterizaci6n de 
los concomi tantes 3 y 4 covariantes de ~. y g.. [9], vemos que valen 

l. l.J 
los siguientes: 

LEMA 1.1. Sea M una variedad pseudo Riemanniana de dimensi6n mayor 

que 3. Si Lijk = Lijk (~i;gij) es una densidad tensorial 3-aontra­

variante y ~. = gij ~i ~j entonaes: 

Lijk = Ig (Wi gjk f(~) + ~j gik g(~) + wk gij h(~) + ~i~j~kt(~)) . 
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LEMA 1.2. 5ea M una variedad pseudo-Riemanniana de dim ~ 4. 5i 

Lijk~ = Lijk~('I' 'g ) es una densidad tensorial 4-aontravariante 
'I'i' ij 

tal que 
LijH = LHij y 1jJ = gij 1jJ{1jJj entonaes: 

LijH Ig(gij gk£ f(1jJ) + gi£ gjk g(1jJ) + gik g~j h(1jJ) + 

+ (1jJi 1jJj gH + 1jJk 1jJ~ gi j )k(1jJ) + (1jJi 1jJ~gjk + ljij 1jJk gi9.,)~(1jJ)+ 
\ 

+ 1jJi 1jJk g£j ml (1jJ) + 1jJ~ 1jJj ik m2 (1jJ) + 1jJi 1jJj 1jJk 1jJ~ t(1jJ) + g 

+ on (Ig e ijH r(1jJ) + Ig 1jJ eaijk 1jJ~ s (1jJ) + 
4 a 

COROLARIO 1.1. 5i Lijk~ es una densidad tensorial aomo en el lema 

2.1, entonaes: 

Ig (Ro: (lji) + lji i 1jJ j R.. f3 (lji) + 
1J 

Este coro1ario se demuestra como e1 Lema 2.3. y ap1icando 1a identi 
dad de Ricci. 

Combinando (1.2) con los resultados anteriores podemos enunciar el 

siguiente: 

TEOREMA 1.1. 5i.f = .e(Calji.;C~ g .. ) (a, f3~2) es un Lagrangiano del 1 1J 
tipo L- 2 que satisfaae el axioma del andlisis dimensional, entonaes 

.f tiene la siguiente forma: 

donde: 

1 1 .. k£ it . k 'k ~ . 
.fl(e ljii;C gij) = Ig{g1J g fl(lji) + g gJ gl(1jJ) +g1 g Jhl(1jJ) + 

+ (ljii 1jJj gk£ + ljik lji~ gij) k1 (1jJ) + (ljii lji£ gjk + ljij ljik gi~) ~l(1jJ) + 
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.Ig {ljii gjk f2 (lji) I- ljij gik g2 (lji) + 

+ ljik gij h 2 (lji) + ljii ljij ljik t 2 (lji)} ljii!jk' 

p (C 0 ,I, • C 2 ) 
"'3 'f'i' gij .Ig {Ra(lji) + ljii ljij R .. 8(lji) + 

1.J 

+ /In!glji e;aijH Ry(1jI)}. 
5 a ijk~ 

2. ~AGRANGIANOS .£ .£ (Ca F . C~ ) ij , gij' 

EI objetivo c.entral de esta secci6n, es caracterizar los Lagrangia­
nos de la forma: 

(2 • 1 ) 

de tipo L- 2 que satisfacen el axioma del analisis dimensional, don­

de supondrenlOs que F .. es un tensor 2-covariante de tipo I.-I. 
1.J 

Consideremos entonces un.£ de la forma (2.1) que satisface las con­
diciones anteriores. Por cumplir el axioma del analisis dimensional, 
vale para todo A > 0 

2 
/,. .£ (F .. ; F .. k ; ..• ; F i' k k; g ; g t; •.. ; g t t) 

1.J 1.J, 1. J, 1'" a rs rs. 1 rs, 1'" !/, 

.£ ( . 2 .. a+l /,. F .. , /,. F .. k , ... , A F i · k k; 
1.J 1.J, 1 J, 1'" a 

g . 'g . ,2 g .,,!/' g ) 
re' ft . t ,ft re t t , ••• ,ft t t t re, 1 ' 12 ·rs, 12'" ! 

Derivando dos veces respecto a /,. y tomando limite cuando /,. + 0+ ob­

tenemos que: 

+ ~ijk F + ~ijk!/'mn + ~ijk~ 
ij,k gij,k g~m,n 2 gij,k~ 

donde las ~::: son concomitantes de gij' y tienen las simetrias 

obvias. Aplicando ahora el teorema del reemplazo del calculo tenso­
rial clasico ([10]. p.109) reducimos 1a anterior expresi6n a: 

(2,2) 

donde ahora los coeficientes ~::: son densidades tensoriales con-
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comitantes de gij' 

Pasemos ahora a estudiar la forma de los t~rminos del miembro dere­
cho de (2.2); para e110 recordemos previamente los. siguiente·s resul 
tados: 

LEMA 2.1. 8i ~ijkh 

para n > 2 

~"kh(g ) es una densidad tensorial entonaeB l.J rs 

~ijkh 

donde a,b,c y a Bon aonstantes Y Eijkh eB eZ B~mbolo 4-dimensional 

de Levi-Civita. ([4] Lema A.3). 

LEMA 2,2. 8i ~ijk = ~ijk(grs) es una densidad teneorial 3-aovarian-. 

te entonaes ~ijk .. 0 Bi n > 3. 

Con la ayuda del lema 2.1, probemos el siguiente: 

LEMA 2.3. 8ea n > 2. 8i ~ijkh = ~ijkh(g ) es una densidad tenso­rs 
rial 4-aontravariante entonaes 

'k 
donde a es una aonstante y R = Rjk gJ aon 

Dem. Aplicando el lema 2.1. tenemos que 

~ijkh Rijkh .Ig (a gij gkh + b gik 'h gJ 

+ aU 
4 a .Ig Eijkh) Rijkh · 

+ c 

Ahora: gij kh Rijkh o porque gij es sim~trico g 

gik 'h gJ Rijkh 
ik jh -g g Rjikh 

.. -g ik 
Rik 

gih gjk Rijkh .. jk 
g Rjk .. R 

gih gjk + 

y Rijkh = - Rjikh 

-R 

Para n = 4 ~ijkh 
<- Rijkh = 0 ([7]. p.290 Ejerc.7 .18). Por 10 tanto: 

~ijkh Rijkh = .Ig (c-b) R 

Llamando a c-b resulta 10 que .querlamos demostrar. 



7 

Ap1icando los 1emas 2.1, 2.2 Y 2.3 tenemos e1 siguiente: 

TEOREMA 2.1. Sea n> 3. Si £ es un Lag~angiano de Za fo~ma (2.1) de 

. L-2 
t~po que satisface eZ a~ioma deZ andZisis dimensionaZ donde 

F .. es un tenso~ 2-cova~iante de tipo L- 1• entonces: 
1J 

£ = Ig (a gij gkh Fij Fkh + b gik gjh Fij Fkh + c gih gjk Fij Fkh + 

(2.3) 

donde a,b,c,e y a son constantes. 

3. UNICIDAD DE LAS ECUACIONES DE CAMPO DE EINSTEIN -MAXWELL. 

En 'esta seccidn ap1icaremos el operador de Euler-Lagrange a (2.4) 

con el objetivo de ver que ecuacH5n de campo se ori.gina. Aqui tra­
bajamos bajo 1a siguiente hip6tesis: F .. = ~i . - ~ ... Sabemos que: 

1J ,J J.1 
(ver [5]): 

Ei(L) = 21g gih gjk Fkhlj si L(~i .• g .. ) 
.J 1J 

donde E:i.(L) 

Por 10 tanto: 

(3.1) 

Calcu1 t EiCg e:rskh F F)' t emos en onces rs ,kh; pr1meramen e: 

pero: 

( F) = g grs F F F rr F rr g kh ,j grs,j .kh + g khlj + g rh kj + g kr hj 

entonces. por 1a antisimetria de e: ijkh y la simetria de la conexi6n 
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o sea que: 

Ti = g e: ijkh r . por 10 tanto r t'j Fkh es una densidad tensor.ial enton-

ces ante un cambio de coordenadas es: 

fa = B A~ Ti (3.3) 
1 

donde Bi axi 
B =' de't (Bi) y A~ 

aX-a 
a axa ·a 1 axi 

Pero otro1ado, d Ai(B~ Bt rr + B~k) resu1ta: por como r jk k st r J 

fa B A~ A~ AC (Bs Bt rr + Br ) g e: ijkh 
1 J r C b st cb 

A~ Ti A~ A~ AC Br i'kh B + B g e: J Fkh 1 1 J r cb 

Luego de (3.3), (3.4) Y B ~ 0 ~ g resu1ta: 

Ahora, si e1 cambio de coordenadas es: 

xa + C~. X-i X-j con X-(p) = 0 
1J 

Fkh 

resu1ta x(p) = 0 1\ B~(p) = IS~ 1\ A~(p) = 0 1\ Ba 
J J J bc 

Ap1icando este cambio en (3.5) tenemos que en p: 

0 = CC e: abkh Fkh (donde C~. son co:nstantes cua1esquiera cb 1J 

C~j = Cj i) 

por 10 tanto tomando C~. = r~j (p) resu1ta 
1J 

Aplicando (3 .. 6) a (3.2) tenemos que: 

i (rskh ) ijkh 
E g e: Frs Fkh' = -4g e: Fkhlj 

Luego de (3.1) y (3.7) 

Ei(£) = a 2 Ig gih gjk Fkhlj - 6: a 4 g e: ijkh Fkhlj 

Tenemos entonces e1 siguiente: 

(3.4) 

(3.5) 

tales que 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 
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TEOREMA 3.1. Sea n > 3. Si £ es un Lagrangiano de la forma: 

(a. ~ 1, R, ;> 2) 

-2 de tipo L que satisfaae el axioma del andZisis dimensional enton-

aes: 

COROLARIO 3.1. Un taZ Lagl'angiano da origen a Zas eauaaiones de aam­

po de Einstein-Maxwell si y scHo si a#O. 

Dem. Si n > 4 trivial. Si n = 4 da origen a las ecuaciones de 

. 6 ~ I-ijkh E1nstein -Maxwell si y s 10 si arO A 13 g E: F ij I h = 0, pero 

ijkh _ 
e Fijlh - 0 

y esta ultima condici6n vale para F .. 
~J 

demostrado el corolario. 

si n=4 

OBSERVACION. Cabe aclarar que existen Lagrangianos del tipo 

(a.;> 0, R,;> 2) 

que no cumplen el axioma del analisis dimensional, pero si dan ori­
gen a las ecuaciones de campo de Einstein-Maxwell, por ejemplo si n 
par;> 6 [6]: 

1 - i· L = -4 Ig F J F .. 
~J 

+ a 
i 1 · .. in 

e F ...•• F. i 
~1~2 ~n-l n 

Este Lagrangiano no cumple el axioma porque: 

+ b Ig 

salvo que las constantes tengan unidades (ver Aldersley [1]). 
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