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LOS ESPACIOS TOPOLOGICOS MONOTOPS

A. Batbedat

0. INTRODUCCION.

En este articulo se introduce una nueva clase de espacios topoldgi-
cos: los espacios monotops.

1. EL ORIGEN DE ESA ESTRUCTURA.

Sabido es que a cada dlgebra de boole se puede asociar el espacio
de boole de los ideales maximales: tal espacio es compacto y gene-
rado por los abiertos-cerrados. Mids generalmente, a cada anillo o
reticulado distributivo, se puede asociar el espacio de Hochster
[9] de los ideales primos (espacio generalmente no separado).

Estudiando una vinculacién anidloga en un caso mis general, .el ‘au-
tor ha intréducido en [2],1[3],1[4]1,I[5], los espacios monogenerados.
En particular se ha obtenido una dualidad entre infsemireticulados
y ciertos espacios monogenerados, que.tiene algo en comfin con la
dualidad de Stone. Los espacios monotops que presentamos en el ca-
pitulo siguiente, constituyen una generalizacidn natural de los es
pacios monogenerados (ver 5.1).

2. DEFINICIONES Y PROPIEDADES ELEMENTALES.

2.1. Sea X un espacio topolbgico: un abierto a es mondgeno si no es
vacio y posee un elemento x (llamado un generador de a) tal que a
es la interseccidén de los abiertos que contienen a x.

2.2. De esta definicibén resultan las propiedades siguientes:
2.2.1. Todo abierto monégeno es casi-compacto.

2.2.2. Toda base de la topologia de X contiene a los abiertos mond-
genos.

2.2.3. Todo abierto mondgeno es conexo.

2.2.4. Un abierto € no vacio es mondgeno sii la unidén de los abier
tos estrictamente contenidos en € es estrictamente contenida en e.
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2.2.5, Cuando X es de Kolmogoroff (para cada (x,y) existe un abier-
to que contiene a solo uno de ellos) cada abierto mondgeno posee

+

un Gnico generador.

2.2.6, Cuando X es accesible (todo punto es cerrado) cada abierto
mondgeno se reduce a un punto.

2.3. DEFINICION. Un espacio topoldégico es monotop cuando los abier
tos mondgenos constituyen una base.

2.4. Por ejemplo en el caso finito, todo punto es generador (2.1),
entonces todo espacio topoldgico es monotop.

Otros ejemplos en el capitulo 5.

2.5. Sea X un espacio topoldgico: sabido es que el espacio de Kol-
mogoroff universal de X es el conjunto K de los cl(x) con la topo-
logia cociente.

Si X es monotop, entonces K es monotop.

3. EL RETICULADO DE LOS ABIERTOS.

3.1. Sea E = (E,<) un conjunto ordenado y e en E: se denota +te
(resp. +e) al conjunto de las cotas superiores (resp. inferiores)
de e.

3.2. Sea A una parte de E: se dice que E es supgenerado por A (o
que A es una parte supgeneradora) si todo e en E es un sup de elemen-
tos de A. Esa propiedad es equivalente a: e = sup(+eNA).

3.3. Sea E un reticulado completo: un elementd m es un mono Si:

Siempre que m = sup(t;), (t;) una familia cualquiera, entonces exis
te uno de los t; con m < t;.

Resulta del capitulo anterior la:

PROPIEDAD. Un .espacio topoldégico es monotop sii el reticulado de
sug abiertos es supgenerado por sus monos.

3.4, En teoria de los reticulados se define también los elementos
compactos y se dice que un reticulado es algebraico cuando es sup-
generado por sus compactos [8].

Resulta de [10], statement 3.2, que un reticulado es supgenerado
por sus .monos (propiedad 3.3) sii es algebraico y completamente dis
tributivo ([111).
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L. EL ORDEN DE ESPECIALIZACION.

4.1. En este capitulo, los espacios X serdn de Kolmogoroff (ver
2.5).

4.2, Para un tal X, el orden S de especializacidén es: x &y sii
x € cl(y).

4.3. Tenemos también x Sy sii todo abierto que contiene a x contie
ne a y. Resulta la:

PROPIEDAD. Un abierto es monbégeno sii contiene un minimo segiin S.

Entonces este minimo es el genmerador (2.1).

4.4. Se denota M* al conjunto de los abiertos mondgenos de X y M a
M* con el vacio.

Se denota G al conjunto de los generadores en X.

PROPIEDAD. Los elementos de M* son los +g (3;1), g en G. La biyec~
eién: g — *g, es un antiisomorfismo de conjuntos ordenados (g Sh
si7 4h C 4g).

4.5. En este contexto, sea E = (E, <) un conjunto ordenado y A
una parte de E: se puede considerar T(E,A) el espacio topoldgico E
con la topologia generada por el conjunto B de los +4a, a en A,

Entonces todo abierto que contiene a e contiene a 4e. En particu-
lar:

PROPIEDAD. En T(E,A) cada elemento de B es un abierto mondgeno.
Los T(E,A) no son necesariamente monotops ni tampoco de Kolmogoroff.

4.6. Cuando B es una base, T(E,A) es monotop (2.3) y los abiertos
mondgenos son exactamente los elementos de B (2.2.2. y 4.5).

Sabido es que B es una base de T(E,A) sii:
i) E es la unidén de los elementos de B.

ii). Para todo a,8 en B y todo e en o N B, existe y en B con
e €y CanAB.

La condicién ii) es equivalente a:

4.6.1. Para todo par P de elementos de A y todo e en E, cota supe-
rior de P, existe a en A, cota superior de P y menor o igual que e.

4.7. Veamos por ejemplo el caso de dos elementos E = {e,a} con
A = {al.

*) Si a<e, Bes base, E es monotop no de Kolmogoroff.

**) Si e <a o si e y a no son comparables, B no es base, E es mo-
notop y de Kolmogoroff: es conocido como espacio de Sierpinski. El
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orden de especializacién da e < a.

4.8. Volvemos al caso general de 4.5:

PROPIEDAD. Cuando E es supgenerado por A (3.2), T(E,A) es de Kolmo-
goroff y verifica 4.6.i) (pero no necesariamente 4.6.1).

4.9. DEFINICION. Una parte A del conjunto ordenado B es supgenera- -
dora filtrante si es supgeneradora (3.2) y cumple la propiedad
4.6.1.

4.10. TEOREMA. (de representacidn ordenada para los espacios nionotops)

i) 8% X es un espacio topolégico monotop de Kolmogoroff, G (4.4)es
una parte supgeneradora'filtrante por (X,S).

ii) 87 A es una parte supgeneradora filtrante por (E,<), T(E,A)
(4.5) es un espacio monotop de Kolmogoroff.

iii) La correspondencia entre i) y ii) es biunivoeca.

Demostracién: i) Sea x en X y H = ¥xNG: H no es vacio porque existe
un elemento de M* que'contiene a x. Ademds si y es cota superior de
H, todo abierto que contiene a x contiene a y, entonces x Sy. Resul
ta que X es supgenerado por G. Tenemos también 4.6.1 porque M* es una base.

ii) Ver 4.6 y 4.8.

iii) T(X,S,G) es el conjunto X con la topologfia generada por M*: es
la topologfia original de X. Por otra parte A es el conjunto de los

generadores en T(E,<,A) (4.6) y el orden de especializacidn sobre E
es < : en efecto, x <y implica x Sy porque todo %a que contiene a

x contiene a y; en el otro sentido, xSy implica x < y porque

x = sup(¥x NA).

4.11. Sea Y un espacio monotop no necesariamente de Kolmogoroff:
La relacibén de especializacidén es un preorden.

El espacio K(Y) de Kolmogoroff universal por Y (2.5), ordenado se-
gin § de 4.2, es el conjunto ordenado universal del conjunto preor-
denado Y. Entonces es ficil adaptar el teorema 4.10 a Y, mediante
K(Y).

5. CASOS PARTICULARES.

5.1. Un espacio topolégico X es monogenerado en el sentido de [21,
[31, (4], (5], si es monotop (2.3) y si M (4.4) es cerrado por inter-
seccidn.

Resulta de la propiedad 4.4 que en la representacidén del teorema
4.10, los espacios monogenerados de Kolmogoroff corresponden a los
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(E,A) donde E es supgenerado por A y:

Todo par en A que tiene una cota superior en E, tiene un sup en E,
elementode A (no seria 1o mismo decir: "tiene un sup en A").

5.2. Los (E,A) donde E es supgenerado por A y A es un sub-supsemi-
reticulado, corresponden a los espacios monogenerados de Kolmogoroff
irreducibles.

5.3. Sea X un espacio monotop de Kolmogoroff tal que (X,S) es un
supsemireticulado: debido a la propiedad 4.6.1, G es un sub-supse-
mireticulado;resulta que X es monogenerado irreducible.

5.4, Sea E un conjunto totalmente ordenado; las partes A supgenera-
doras filtrantes son todas las partes supgeneradoras (3.2).

Por ejemplo si E es finito o si E es N, E es la finica parte supge-
neradora (ver 5.6). Si E es R, existen muchas partes supgeneradoras
(ver 5.6) (en particular los racionales); cada una da, sobre los
reales, un espacio monogenerado de Kolmogoroff irreducible.

5.5. Sea X un espacio monotop de Kolmogoroff:

i) G tiene un minimo sii X tiene un minimo (lo mismo) sii X € M*,
ii) Si X tiene un midximo, el espacio X es irreducible.

5.6. E es 1a mis grande de las partes supgeneradoras filtrantes en
E. El espacio T(E,E) es Alexandrov-discreto ([1],[6],([71).

Se plantea el problema de la existencia de la mis pequefia de las
partes supgeneradores filtrantes en E. Estd vinculado al problema
mis general de la bfisqueda dentro de las estructuras monotop de Kol
mogoroff sobre E tales que S sea el orden < , de alguna que se po-
dria llamar canénica.
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