
Revista de la 
Union Matematica Argentina 
Volumen 32, 1985. 

LO~ ESPACIOS TOPOLOGICOS MONOTOPS 

A. Batbedat 

O. INTRODUCCION. 

11 

En este articulo se introduce una nueva clase de espacios topologi­
cos: los espacios monotops. 

1. EL ORIGEN DE ESA ESTRUCTURA. 

Sabido es que a cada ~lgebra de boole se puede asociar el espacio 
de boole de los ideales maximales: tal espacio es compacto y gene­
rado por los abiertos-cerrados. Mas generalmente, a cada anillo 0 

reticulado distributivo, se puede asociar el espacio de Hochster 
[9] de los ideales primos (espacio generalmente no separado). 

Estudiando una vinculacion an1iloga en un caso m~s general, el au­
tor ha introducido en [2], [3], [4], [5], los espacios monogenerados. 
En particular se ha obtenido una dualidad entre infsemireticulados 
y ciertosespacios monogenerados, que tiene algo en comun con la 
dualidad de Stone. Los espacios monotops que presentamos en el ca­
pitulo siguiente, constituyen una generalizacion natural de los es 
pacios monogenerados (ver 5.1). 

2. DEFINICIONES Y PROPIEDADES ELEMENTALES. 

2.1. Sea X un espacio topologico: unabierto a es mon6geno si no es 
vacio .y posee un elemento x (llamado un generador de a) tal que a 
es la interseccion de los abiertos que contienen a x. 

2.2. De esta definicion resultan.las. propiedades siguientes: 

2.2.1. Todo abierto monogeno es casi-compacto. 

2.2.2. Toda base de la topologia de X contiene a los abiertos mono­
genos. 

2.2.3. Todo abierto mon6geno es conexo. 

2.2.4. Un abierto E no vacio es monogeno sii la tinion de los abier 
tos estrictamente contenidos enE es estrictamente contenida en E. 
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2.2.5. Cuando X es de Kolmogoroff (para cada (x,y) existe un abier· 
to que contiene a solo uno de ellos) cada abierto mon6geno posee 
un unico generador. 

2.2.6. Cuando X es accesible (todo punto es cerrado) cada abierto 
mon6geno se reduce a un punto. 

2.3. DEFINICION. Un espac1,o topoZ6g1,co es mono top cuando Zos ab1,er 

tos mon6genos const1,tuyen unabc:is-e. 

2.4. Por ejemplo en el caso finito, todo punto es generador (2.1), 
entonces todo espacio topo16gico es monotop. 

Otros ejemp10s en e1 capitulo 5. 

2.5. Sea X un espacio topo16gico: sabido es que e1 espacio de Ko1-
mogoroff universal de X es e1 conjunto K de los c1(x) con 1a topo-
10gia cociente. 

Si X es monotop, entonces K es monotop. 

3. EL RETICULADO DE LOS ABIERTOS. 

3.1. Sea E = (E,<) un conjunto ordenado y e en E: se denota +e 
(resp. +e) a1 ccinjuntode las cotas superiotes (resp. inferio.res') 

de e. 

3.2. Sea A una parte de E: se dice que E es supgenerado por A (0 
que A es una parte ~gene~ra) si todo e en E es un sup de elemen­
tos de A. Esa propiedad es equivalente a: e = sup( +e nA) • 

3.3. Sea E un reticu1ado comp1eto: un elemento m es un mono si: 

Siempre quem = sup(t i ); (ti) una familia cua1quiera, entonces exis 
te t.DlO de los ti con m <: t i . 

Resu1ta del capitUlo anterior 1a: 

-PROPIEDAD. Unespac1,o topoZ6g1,co es mono top s1,1, eZ ret1,cuZado de 

8u8ab1,erto8 e8 8upgenerado pOI' 8U8 mon08. 

3.4. En teoria de los reticu1ados se define tambilSn los elementos 
compactos y se dice que un reticulado es a1gebraico cuando es sup­
generado por sus compactos [8]. 

Resu1ta de [10], statement 3.2, que un reticu1ado es supgenerado 
por sus monos (propiedad 3.3) sii es a1gebraico y comp1etamente dis 
tributivo ([11]). 
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4. EL ORDEN DE ESPECIALIZACION. 

4.1. En este capitulo, los espa'cios X serlin de Kolmogoroff (ver 
2.5) . 

4.2. Para un tal X, el orden S de especializacion es: x~y sii 
x E cl(y). 

4.3. Tenemos tambien x S y sii todo abierto que contiene .a x contie 
ne a y. Resulta la: 

PROPIEDAD. Un abie~to es mon6geno sii aontiene un minimo s~gan S. 

Entonaes este minimo es eZ gene~ado~ (2.1). 

4.4. Se denota M* al conjunto de los abiertos monogenos de X y Ma 
M* con el vacio. 

Se denota G al conjunto de los generadores en X. 

PROPIEDAD. Los e Zementos de M* son Zos tg (3.1), g en G. La b'l:yea­

ai6n: g -+- tg, es un antiisomo~fismo de aonjuntos ol'denados (g S h 
sii th c tg). 

4.5. En este contexto, sea E = (E,~) un conjunto orden ado y A 
una parte de E: se puede considerar TeE,A) el espacio topologico E 
con la topologia generada por el conjunto B de los ta, a en A. 

Entonces todo abierto que contiene a e contiene a teo En particu­
lar: 

PROPIEDAD. En T(E,A) aada eZemento de B es un abie~to mon6geno. 

Los T(E,A) no son necesariamente monotops ni tampoco de Kolmogoroff. 

4.6. Cuando B es una base, T(E,A) es monotop (2.3) y los abiertos 
monogenos son exactamente los elementos de B (2.2'.2. Y 4.5). 

Sabido es que B es una base de TCE,A) sii: 

i) E es la union de los elementos de B. 

ii), Para todo a,S en B y todo e ena n S, existe y en B con 
e Eye a n S. 

La condicion ii) es equivalente a: 

4.6.1. Para todo par P de elementos de A y todo e en E, cota supe­
rior de P, existe a en A, cota superior de P y menor 0 igual que e. 

4.7. Veamos porej emplo el caso de dos elementos E ,= {e,a} con 
A = {a}. 

*) Si a < e, B es base, E es monotop no de Kolmogoroff. 

**) Si e < a 0 si e y a no son comparables, B no es base, E es mo­
notop y de Kolmogoroff: es conocido como espacio de Sierpinski. El 
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orden de especial izac ion da e < a. 

4.8. Vol vemos al. caso general de 4.?: 

PROPIEDAD. Cuando E es supgenerado por A (3.2). T(E,A) es de Kolmo­

goroff y verifiaa 4.6.i) (pero no necesariamente 4.6.1). 

4.9. DEFINICION. Una parte A del aonjunto ordenado E es supgenera­

dora filtrante si es supgeneradora (3.2) y aumple la propiedad 

4.6.1. 

4.10. TEOREMA. (de representacion ordenada para los espacios monotops) 

i) Si X es un espaaio topol6giao monotop de Kolmogoroff. G (4.4)es 
una parte supgeneradorafiltrante por (X,S). 

ii) Si A es una parte supgeneradora filtrante por (E,<J, T(E,A) 
(4.5) es un espaC!io monotop de Kolmogoroff. 

iii) La aorrespondenaia entre i) y ii) es biunivoaa. 

Demostraaion: i) Sea x en X y H = .J.x nG: H no es vaclo porque existe 
un elemento de M* que contiene a x. Ademas si y es cota superior de 
H, todo abierto que contiene a x contiene a y, entonces x S y. Resu!. 
ta que X es supgenerado por G. Tenemos tambH~n 4.6.1 porque M* es una base. 

ii) Ver 4.6 y 4.8. 

iii) T(X,S,G) es el conjunto X con la topologfa generada por M*: es 
la topologfa original de X. Por otra parte A es el conjunto de los 
generadores en T(E,,.;,A) (4.6) Y el orden de especializaci6n sobre E 
es ,.; : en efecto, x ,.; y implica x S y porque todo fa que contiene a 
x contiene a y; en el otro sentido, x S y implica x ,.; y porque 
x = sup(+xnA). 

4.11. Sea Y un espacio monotop no necesariamente de Kolmogoroff: 

La relaci6n de especializaci6n es un preorden. 

El espacio K(Y) de Kolmogoroff universal por Y (2.5), ordenado se­
gun $ de 4.2, es el conjunto ordenado universal del conjunto preor­
dena do Y. Entonces es facil adaptar el teorema 4.10 a Y, mediante 
K(Y). 

5. CASOS PARTICULARES. 

5.1. Un espacio topo16gico X es monogenerado en el sentido de [2], 
[3] , [4] , [5], si es monotop (2.3) Y si M (4.4) es cerrado por inter­
secci6n. 

Resulta de la propiedad 4.4 que en la representa~i6n del teorema 
4.10, los espacios monogenerados de Kolmogoroff corresponden a los 
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(E,A) donde E es supgenerado por A y: 

Todo par en A que tiene una cota'superior en E, tiene un sup en E, 
elemento de A [no seria 10 mismo decir: "tiene un sup en A") . 

5.2. Los (E,A) donde E es supgenerado por A y A es un sub-supsemi­
reticulado, corresponden a los espacios monogenerados de Kolmogoroff 
irreducibles. 

5.3. Sea X un espacio monotop de Kolmogoroff tal que eX,S) es un 
supsemireticulado: debido a la propiedad 4.6.1, G es un sub-supse­
mireticulado;resulta que ,Xes monogenerado irreducible. 

5.4. Sea E un conjunto totalmente,ordenado; las partes A supgenera­
doras filtrantes son todas las partes supgeneradoras (3.2). 

Por ejemplo 51 E es finito 0 si E es N, E es la l1nica parte supge­
neradora (ver 5.6). Si E es R, existen muchas partes supgeneradoras 
(ver 5.6) (en particular los racianales); cada una da, sobre ,los 
reales, un espacio monogenerado de Kolmogoroff irreducible. 

5.5. Sea X un espacio mono top de Kolmogoroff: 

i) G tiene un minimo sii X tiene un minimo (10 mismo) sii X E M*. 

ii) Si X tiene un maximo, el espacio X es irreducible. 

5.6. E es la mas grande de las partes supgeneradoras filtrantes en 
E. EI espacio T(E,E) es Alexandrov-discreto ([1], [6], [7]). 

Se plantea el problema dela existencia de la mas pequeiia de las 
partes supgeneradores filtrantes en E. Esta vinculado al problema 
mas general de la bl1squeda dentro de las estructuras monotop de Kol 
mogoroff sobre E tales que S sea el orden <, de alguna que se po­
dria llamar can6nica. 
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