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1. I NTRODUCC I ON. 
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El interes de la resoluci6n de un problema de condiciones iniciales 
para una ecuaci6n diferencial matricia1 de Riccati 

d/dt U(t) = A + B U(t) + U(t) BT'+ U(t)D U(t) UCa) = G 

aparece en diferentes campos de las Matem~ticas tales como control 
optimo 1inea1,prob1emas dua1es de fi1trado, control estoc~stico, 
etc, [1] , [4] , [5]. 
En un trabajo reciente [9], se muestra como 1a resoluci6n de prob1~ 
mas con una condici6n de contorno de 1a forma 

d/dt U(t) = A + B U(t) + U(t) BT + U(t)D U(t) } 

U(b) - U(o) = G 
(1. 1) 

pennite estudiar 1a estabilizabilidad de sistemas lineales mediante reall. 
mentaci6n peri6dica; En e1 estudio ~e problemas de estabi1idad asi~ 
t6tica de sistemas ~eri6dicos 1i~ea1es, aparece 1a necesidad de que 
existan soluciones peri6dicas (obtenidas para e1 caso G=O) de este 
tipo de ecuaciones, [3] , [2]. 
En este trabajo se estudia e1 problema mas general siguiente: 

d/dt U(t) = A(t) + B(t)U(t) - U(t)C(t) - U(t)D(t)~(t) I 
E1U(t 1 ) - U(0)F 1 - G1 

E2U(t 2) - U(0)F 2 = ~2 
(1 .2) 

N6tese que adem~s de que los coeficientes del problema (1.2) son 
variables, 1a matriz C(t) no-t1ene que ser necesariamente -B(t)T, y 

que las dos condiciones de contorno son m~s generales que las del 
problema (1.1). En 10 sucesivo, denotaremos por C a1 espacio de 

pxq 

Este trabajo ha sido rea1izado con 1a aiuda de una beea del Consejo 
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las matrices de dimensiones pxq, a valores en el cuerpo C de los 
numeros complejos, el simbolo WT denota la matriz traspuesta de W. 
En este trabajo estudiamos condiciones de existencia y expresi6n 

de las soluciones de (1.2), mediante una reducci6n al problema de 
la resoluci6n de un sistema de dos ecuaciones algebraicas (tantas co­
mo condiciones de contorno). De este modo las condiciones de exis­
tencia y expresi6n de .las soluciones del problema de contorno, se 
gene ran a partir de las respectivas condiciones determinadas para 
el problema algebraico. 

2. REDUCCION DEL PROBLEMA DE CONTORNO A UN PROBLEMA ALGEBRAICO. 

Sea el problema (1.2), donde A(t), B(t), C(t), D(t) son funciones 

continuas a valores en los espacios de matrices Cmxn ' Cmxm ' Cnxn ' 

Cnxm ' respectivamente, definidas en el intervalo I [0, t21 ,con 

tl ~ t 2 , siendo Ei E Cmxm ' Fi E Cnxn ' Gi E Cmxn ' ~ i ~ 2. 

TEOREMA 1. Una condici6n necesaria para la existencia de soluci6n 

del problema (1.2) es que exista soluci6n del sistema de ecuacio­

nes cuadraticas 

descompuesta en bZoques de la forma 

[
<1> 11 (t, 0) 

<1>(t,o) = 
<1>21(t,0) 

<1>12 (t ,0)] 

<1>22(t,0) 

Demostraci6n. Sea U(t) soluci~n de (1.2) y sea U(o) 

soluci6n del problema de condiciones iniciales 

(2 .1) 

(2.4) 

Uo ' Si yet) es 
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d/dt Yet) • (C(t)+D(t)U(t)) yet) ; yeo) = I 

es facil comprobar que la matriz Z(t) = U(t)Y(t) verifica 

d/dt Z(t) = (A(t)+B(t)U(t))Y(t) ; Z(o) = Uo 

[Yet)] , De este modo satisface el problema de condiciones inicia-
Z(t) 

les (2.3). Se.verifica entonces que la soluci6n de (2.3) viene da­
da por 

[Yet)] = [~ll(t'O).+ ~l2(t,0) Uo] 

Z(t) ~2l(t,o) + ~22(t,o) Uo 
(2.S) 

Como U(t) satisface las· condiciones decontorno de (1.2), de li1 ex­
presi6n de Z(t) resulta que 

El Z(t l ) El U(tl)Y(t l )= (G l + UoFl)Y(t l ) 

E2 Z(t2) = E2 U(t 2)Y(t2) = (G2 + UoF2)Y(t 2) 

de donde, por (2.5), Se obtiene 

es decir que Uo es soluci6n de (2.1), donde loscoeficientes estan 
dados por (2.2), porque de (2.6) se sigue que 

(El~21 (tl,o)-Gl~l1 (tl,o))+(El~22(tl,0)-Gl~12(tl'0))Uo -UoFl~l1 (t1·o)­

- UoFl~l2(tl'o)Uo = 0 

(E2~2l (t2,o)-G2~11 (t2,o))+(E2~22(t2,o)-G2~12(t2,o))Uo-UoF2~11 (t2-'o) -

- UoF2~l2(t2'o)Uo = 0 

El resultado siguiente permite obtener soluciones del problema al­
geb~aico baj~ ciertas condiciones. 

TEOREMA 2. Si U es soZ.uai6n de (2.1). y se verifiaa que 
o 

~l1(t,o) + ~12(t,o)Uo' es inpertibZ.e para t.odo t E [o,t2] (2.7) 

entonaes ereiste soZ.u~i6n de (1.2) y viene dada por 

(2.8) 

Demostraai6:n. Sea yet) = ~11 (t,o)+~l2(t,o)Uo' y Z(t) = ~2l (t,o)+~22(t,o)Uo' 

donde Uo es soluci6n de (1.2). Por hip6tesis (2.7), yet) es inver-
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tible para t E [0,t21. De la expresi6n (2.5), es f§cil comprobar 
que la matriz col(Y(t),Z(t)) satisface el problema de condiciones 

iniciales (2.3), de donde se sigue que U(t) = Z(t)Y(t)-l veri fica 

d/dt U(t) = A(t)+B(t)U(t) -U(t)C(t) -U(t)D(t)U(t) ; U(o) = U o 

ComoUo es spluci6n de (2.1), satisface (2.6). Postmultiplicando 

por la inversa de ~11(tl,0)+~12(tl'0)Uo en la primera ecuaci6n de 

(2.6),; y postmulfiplicando por la inversa de ~11(t2,0)+~12(t2'0)Uo 

la segundaecuaci6n de (t.6), se concluye que 

El U(t 1) - U(o) Fl G1 

,E2 U(t 2) - U(o) F2 G2 

COROLARIO 1. EZ probZema de aontorno (1.2) admite soZuaion si y so­

Zo si e~iste una soZuaion Uo deZ probZema (2.1), aon aoefiaientes 
dados pOl' (2.2), taZ que se verifique Za aondiaion (2.7), siendo 
~(t,o) Za matria de transiai6n de estados en 0 deZ sistema (2.3). En es­

te aaso eZ aonjunto de soZuaiones de (1.2)viene dado pOl' (2.8),donde 
Uo var£o. en eZ aonjunto de soZuaiones de (2.1). 

Demostraaioo. La demostracil1n es una consecuencia de los teoremas 1 y 2. 

3. SOLUCION DEL PROBLEMA ALGEBRAICO ASOCIADO AL PROBLEMA DE CONTORNO. 

En la secci6n anterior hemos caracterizado la condici6n de existen­
cia de soluci6n del 'problema de contorno inicial en terminos de la 
existencia de soluciones de un sistema cuadr§tico algebraico, obse~ 
vando que la expresi6n de las soluciones del problema de contorno 
viene dada expl!citamente en terminos de las soluciones del corres­
pondiente problema algebraico. A continuaci6n estudiaremos condici~ 
nes para la existencia de soluciones del problema algebraico, y pa­
ra obtener expresiones de las mismas, 10 m§s expl!citas posible en 
term~nos de ios datos del problema. 
Empezamos estudiando la resoluci6n del problema algebraico (2.1) 

en el caso en que el problema iniciai (1.2) posee una unica condi­
ci6n de contorno, 0 10 que es igual, en el caso en que t 1=t 2 , El = 

= E2, Fl = F2 , G1 = G2 · 

TEOREMA 3. Conside,remos e Z probZema de aontorno (1. 2) aon EI = E2, 

1;\ = F2 , G1 = G2 Y tl = t 2 · Sean M1, Nl , PI' QI' dq.di:zs pOI' (2.2), y 

sean Zas matriaes V, W taZes que 
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(3.1) 

donde J w es Za fOI'ma. aanoniaa de JOI'dan .de W. Si ~(t,o) es Za ma­

tI'iz de tI'ansiaion de estidos en 0 deZ sistema (2.3), y definimos 

Vet) = ~(t ,o)V des(Jompu,esta en bZoques de Za fOI'ma 

aon V1(t) inveI'tibZe paI'a todo t E [o,t 1], entonaes Za matI'iz 

U o 
-1 

V3V 1 .es'soZuaion de Za eauaaion aZgebI'aiaa 

y U(t) definida pOI' (2.8) es soZuaion deZ pI'obZema (1.2). 

(3.2) 

(3.3) 

DemostI'aai6ri. p'or la invertibilidad de VI' Y por [8], la matriz Uo = V3V~I, 

'es soluci6n de la ecuaci6n (3.3). De la expresi6n Vet) = ~(t,o)V, 
y de (3.2) resulta que 

-1 luego para todo t E [o,t 1] se veri fica que la matriz V1(t)V1 = 

= ~11(t,o) + ~12(t,o)Uo es invertible. Del teorema 2 se concluye 

el resultado. 

Vamos a probar a continuacion que las soluciones de un sistema cu~ 
dratico de la -forma (2.1) se encuentran entre las soluciones de 
un sistema lineal mas senci110 construido a partir de e1. 

TEOREMA 4. Sean Ai E Cmxn ' Bi E Cnxn ' Ci E Cnxn ' Di E Cnxm ' i=1,2. 

Si U es soZuaion deZ sistema 

Al + BIU + U C1 + U DIU 0 } (3.4) 
A2 + B2U + U C2 + U D2U = 0 

r 
a.).j 

s 
b ).k Y p().) = L , q().) L , son poZinomios anuZadoI'es 

j=o J k=o k 

de Zas matI'iaes BI+UD I , C2+D i U, I'espeativamente, entonaes U es so­

Zuaion deZ sistema ZineaZ 

A + U B = 0 } 
C + D U = 0 

(3.5) 
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donde 
A B 

r 

L 
j=o 

} (3.6) 

:::] I::::]· 1 < j < r • fv:l - [:] (3.7) 

Demostpaai6.n. Si U es solucion del sistema (3.4), entonces U es solucion del sis­
tema 

Al + EIU + UC I : } A2 + E2U + UC 2 
(3.9) 

donde EI = BI+UD1 , E2 = B2+UD 2 · 

A partir de la segunda ecuacion de (3.9) se sigue que 

A2 + E2U + UC 2 = 0 

o 1 
EIA2 + E1E2U + EIUC 2 0 

r r U + Er U C2 El A2 + EI E2 1 

(3.10) 

De .la primera ecuaci6n de (3.9) resulta,E 1U =-A1-UC 1 = U1+UV 1 ' 

U1 = -AI ' VI = -C 1 ' Y postmultiplicando sucesivamente por E1, se 

sigue que 

Ej U = U. + U V. 
1 J J 

(3.11) 

Las ml;l.trices Uj' Vj pueden calcularse recurrentemente. En efecto 

Uj+UVj EI U = EIEt l U = El (Uj~1 + UVj~l) = EIUj~'l + El U Vj~1 = 

(B 1+UD 1)U j _1 + (-A1-UC 1)Vj _1 = (BIUj_l-'AIVj_l) + 

+ U(D1Uj _1 - C1Vj _1) 

luego U., V. satisfacen las ecuaciones recurrentes (3.7). 
J J. 

Multiplicando la j-esima ecuacion de (3.10) por a. yefectuando 
J 
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las sustituciones (3.11), seohtiene que ajEiAz + ajEiE2U + 

+ a,{U,+UV,)C 2 = 0 , para j = 0,1, ... ,r, y.sumando miembro a miem-
J J J ' 

bro, resu1ta 

r r 
p(E 1)A2 + p{E I )E 2U + C.L a j Uj )C 2 + U( L a j Vj )C 2 = 0 

J=O j=o 

Como peEl) = 0, se conc1uye que U es solucion de 1a ecuaci6n 

A+UB = 0, con las matrices A y B dadas por (2.3). 

Por otra parte si U es soluci6n de (3.4) entonces U tambien satis­
face e1 sistema 

Al + BIU + UF 1 = 0 } 

A2 + B2U + UF 2 = 0 

donde FI = C1+D1U, F2 = C2+D 2Y. Mediante un razonamiento ana1ogo a1 

anterior se prueba que si q(l) es un po1inomio anu1ador de F2 en­
tonces U es solucion de C+DU = 0, con C y D dadas por (3.6). 

E1 resu1tado siguiente es un recfproco del teorema 4. 

Si 
r 

pel) = jL ajl j 
s 

q(l) = L bklk , son polinomios tates que 
k=o 

las matr>iaes 

(3.12) 

satisfaaen tas aondiaiones: 

(i) B inver> tib te, M = AB -IN; (ii) D inver>tib le, P = QD-IC; (iii) DA = CB 

se ver>ifiaa entonaes que la uniaa Boluai6n del sistema lineal 

A + UB = 0 } C + DU 0 
(3.13) 

es soluai6n del sistema auadr>atiao 

Al + BIU + UC I + UDIU 0 } 
A2 + B2U + UC 2 + UD 2U 0 

(3.14) 

Demostr>aai6n. Bajo las hip6tesis de que B y D son invertib1es y que DA = CB 

se verifica que e1 sistema (3.13) admite solucion unica dada por 

U = -AB- I = _D-Ic. Probaremos a continuaci~n que dicha solu. 
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ci6n unica satisface el sistema cuadr§tico (3.14). Postmultiplican­

do la primera ecuaci6n de (3.13) por B-1N y aplicando la hip6tesis 

M'= AB-1N resulta que 

M + U N = 0 (3.15) 

'Como las matrices conmutan entre si, se 

de donde se deduce 

BIA - AlB -MAl - AC I } D1A - C1B = -NA I - BC l 

luego 
AC I = -MAl - B1A + AlB} 

(3.16) 
BC l = -NA I - D1A + C1B 

Teniendo en cuenta que, segun hemos probado, la unica soluci6n de 
la ecuaci6n A+UB = 0 tambien satisface la ecuaci6n (3.15), resulta 
que 

A = -U B 

M -U N } (3.17) 

Postmultiplicando la ecuaci6n A+UB = 0 por Cl y sustituyendo a con­
tinuaci6n las expresiones (3.16) y (3.17) se obtiene 

AC I + UBC l = 0 

(-MAl - B1A + AlB) + U(-NAI - D1A + C1B) = 0 

UNA I + B1UB + AlB - UNA I + UDIUB + UC 1B = 0 

(AI + BIU + UC I + UDIU)B = 0 

Postmultiplicando la ultima ecuaci6n por B- 1 se concluye que 

Al+B1U+UC1+UD1U=O. Por otro lado, premultiplicando la segunda ecua 

ci6n de (3.13) por QD- 1 y aplicando la hip6tesis P = QD-IC se obtie 

ne P + QU = O. 

Como las matrices [Cz 
-Az 

DZ]l conmutan entre sf, un 
-Bz 

razonamiento antllogo al anterior muestra que Az + BzU + UC z + UDzU = 

= O. Esto concluye la demos,\=raci6n del teorema, y n6tese que las ma-
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trices A, B, C Y D que han aparecido pueden ser calculadas median 
te expresiones an§logas a (3.6)-(3.8) del teorema 4. 

4. APL I CAel ONES. 

En esta .seccion aplicaremos los resul tado·s anteriores al caso par­
ticular de ecuaciones diferenciales matriciales del tipo Lyapunov, 
es decir con D(t} • O. Veremos que en este caso hay una correspon­
dencia biunivoca entre el conjunto de soluciones del problema de 
contorno inicial y el del problema algebraico asociado. Estudiaremos 
en particular el problema de· la determinacion de soluciones peri6-
dicas para dichas ecuaciones. 
Sea el proble.ma de contorno 

d/dt U(t) • A(t) + B(t)U(t) - U(t~C(t) ) 

EIU(t l ) - U(o)F I - GI 

E2U(t 2) U(o)F 2 G2 

(4.1) 

donde t l ,t2 , Y los coeficientes de las condiciones de contorno y de 

la ecuacion diferencial vienen dados como en las secciones anterio­
res. Asociado al pro~lema de contorno (4.1) sean los sistemas dife­
renciales vectoriales lineales 

d/dt x(t) = B(t)x(t) 

d/dt yet) C(t)y(t) 

(4.2) 

(4.3) 

TEOREMA 6; EZ probZema de aontorno (4.1) admHe soZuaion si ysoZo 

si existe soZuaion del. sistema aZgebraiao 

MI + N 1 U - U PI = 0 } 

M2 + N2U - U P2 • 0 

donde Zos aoefiaientes vienen dados pOl' 

tl 
-Gl~C(tl'o) + EI f ~B(tl,s)A(s)~c(s,o) ds 

o 

t2 
M2 "· -G2~C(t2'0) + E2 f ~B(t2,s)A(s)~c(s,0) ds 

o . 

(4.4) 

(4. S) 

Cuando Za aondiai6n (4.5) se verifiaa. eZ aonjunto de soZuaiones 

del. probZema (4.1) viene dado pOl' 
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(4.6) 

siendo Uo solucion del sistema algebraico (4.4), y ~B(t,o), 

~c(t,o), las matrices de transicion de estados en 0 de (4.2) y 

(4.3) respectivamente. 

Demostracion. Es f&cil comprobar que para el problema (4.1) la matriz ~(t,o) 

del sistema (2.3) viene dada por 

<1>12 (t,o) = 0 , 

(4.7) 

~Z1(t,0) 
t • 

J ~B(t,s)A(s)~c(s,o)ds 
o 

~zz(t,o) ~B(t,O) 

Probaremos que (4.1) admite soluci6n si y s6lo si el sistema (4.4) 

es compatible; ahora bien, esto es consecuencia del corolario 1 de 
la pag.4. 

En nuestro caso, la expresi6n ~11(t,0)+~1Z(t,0)Uo = ~11(t,0) = 

= ~c(t,o) es invertible para todo t E [o,tzl, y por el teorema 2, 

las soluciones de (4.1) tienen la forma 

~B(t,O) Uo ~c(o,t) + Jt~B(t,S)A(S)~c(S,t) ds 
o 

GOROLARIO 2. Sea la ecuacion diferencial matricial 

d/dt U(t) = A(t) + B(t)U(t) - U(t)G(t) C 4.8) 

donde las matrices ACt), B(t), G(t) est&n definidas en (-00,+00) y 

son continuas T-peri6dicas, T > O. Entonces se verifica 

(i) Existen soluciones T-periodicas de (4.8) si y solo si las ma­

trices 

son semeJantes, donde 

N 

M 

P = ~c(T,o) 

JT ~B(T,s)A(s)~c(s,o) ds 
o 

C 4.9) 
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y ~B(t,oL ~C(t,o), son Zas matriaes de transiai6n de estados en 0 de 

(4.2) y (4.3) respeativamente.-

(ii) La aondiai6n neaesaria y sUfiaiente para que Za eauaoi6n tenga 

una aniaa soZuai6n T-peri6diaa es que Zos espeatros de las matri­

aes N y P dadas par (4.9) sean disjuntos. 

Demostraai6n. N6tese que si en el problema (4.1) consideramos E1=Ez=I, F1=Fz=I, 

G1 = Gz = 0, una soluci6n T-peri6dica de (4.8) queda determinada 
de forma finica a partir de una soluci6n del problema (4.1). Por el 
teorema 6, existe soluci6n T-peri6dica si y 5610 si existe solu­
cion de la ecuacion 

M + N U - U P = 0 (4.10)-

donde de acuerdo con (4.4) y (4.5), M, N y P vienen dadas por (4.9). 
Por [6], se concluye (i). Por (i) y por [7], se deduce (ii). 

NOTA. Utilizando [7], la unica soluci6n T-periodica del problema 
(4.8), dada por el apartado (ii) del corolario 2, tiene la forma dada 
por (4.6) donde Uo es 

n 
U 

o ( L 
k=o 

siendo peA) el polinomio caracter1stico de P. 
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