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ECUACIONES DIFERENCIALES MATRICIALES
CON DOS CONDICIONES DE CONTORNO

Lucas Joédar

1. INTRODUCCION.

El interés de la resolucién de un problema de condiciones iniciales
para una ecuacién diferencial matricial de Riccati

d/dt U(t) = A + B U(t) + U(t) BT + U(t)D U(t) ; U(a) = G

aparece en diferentes campos de las Matemdticas tales como control
6ptimo lineal,problemas duales de filtrado, control estocdstico,
etc, [11 , [41 , [5].

En un trabajo reciente [9], se muestra cémo la resolucidén de proble
mas con una condicién de contorno de la forma

d/dt U(t) = A + B U(t) + U(t) BT + U(t)D U(t) } L

U(b) - U(o) = G

permite estudiar la estabilizabilidad de sistemas lineales mediante reali
mentacién peribédica. En el estudio de problemas de estabilidad asin
tética de sistemas periédicos liheales, aparece la necesidad de que
existan soluciones perifédicas (obtenidas para el caso G=0) de este
tipo de ecuaciones, [31 , [2].

En este trabajo se estudia el problema mds general siguiente:

d/dt U(t) = A(t) + B(t)U(t) - U(t)C(t) - U(t)D(t)U(t)

E,U(t,) - U(0)F,
E,U(t,) - U(0)F, = G

G, (1.2)

2

N6tese que ademds de que los coeficientes del problema (1.2) son
variables, la matriz C(t) no tiene que ser necesariamente -B(t)T, y
que las dos condiciones de contorno son mds generales que las del
problema (1.1). En lo sucesivo, denotaremos por Cpxq al espacio de
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las matrices de dimensiones pxq, a valores en el cuerpo C de los
nGmeros complejos, el simbolo W' denota la matriz traspuesta de W.
En este trabajo estudiamos condiciones de existencia y expresidn
de las soluciones de (1.2), mediante una reduccidén al problema de
la resolucién de un sistema de dos ecuaciones algebraicas (tantas co-
mo condiciones de contorno). De este modo las condiciones de exis-
tencia y expresién de las soluciones del problema de contorno, se
generan a partir de las respectivas condiciones determinadas para
el problema algebraico.

2. REDUCCION DEL PROBLEMA DE CONTORNO A UN PROBLEMA ALGEBRAICO.

Sea el problema (1.2), donde A(t), B(t), C(t), D(t) son funciones

» C oo

continuas a valores en los espacios de matrices C , G
mXxXn nxn

mXm

Cnxm’ respectivamente, definidas en el intervalo I = [°’t2] , con

t, <t,, siendo Ei € mem, Fi € C

1 Gi € men’ 1<1i<2.

nxn’
TEOREMA 1. Una condicidn necesaria para la existencia de solucidn
del problema (1.2) es que exista solucidn del sistema de ecuacio-

nes cuadrdticas

M, +NU-UP, -UQU=0
1 1 1 1 } (2.1
M, + NJU - U P, - U QU =0
donde
1 = ), (t;,0) - G &y, (t;,0) 5 Py = Fp @y, (t;,0)
(2.2)

M, = E,

M, = B, ¢,,(t,,0) - G, #;,(ty,0) ; Py = F; &;,(t,,0)
Ny = By ¢,,(t;,0) - G @,,(t;,0) 5 Q = F; ¢;,(t;,0)
N, = By 0,,(t,,0) - G, ¢,,(t;,0) 5 Q, = F, 2;,(t;,0)

siendo ®(t,0) la matriz de transicidén de estados en o del sistema

[Y(t)} [C(t) D(t)] [Y(t)} [Y(o)] [I ]
d/dt = = , U=1U(0) (2.3)
Z(t) A(t)  B(t)] [Z(t). ] :

Z(0) U0
descompuesta en bloques de la forma

Qll(t,o) le(t,o)
o(t,o0) = (2.4)
8,,(t,0) %,,(t,0)

Demostracidén. Sea U(t) solucidn de (1.2) y sea U(o) = U,. Si Y(t) es
solucién del problema de condiciones iniciales
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d/dt Y(t) = (C(t)+D(t)U(t)) Y(t) ; Y(o) = I
es fdcil comprobar que‘la matriz Z(t) = U(t)Y(t) Verificé

d/dt Z(t) = (A(t)+B(t)Utt))Y(t) ; Z(o) = U

o
Y(t)

De este modo
Z(t)

], satisface el problema de condiciones inicia-

les (2.3). Se verifica entonces que la solucién de (2.3) viene da-
da por :

[Y(t)} éll(t,o) + ¢12(§,o) u, 2.5

2] o,,(t,0) + 9,,(t,0) U

Como U(t) satisface las condiciones de contorno de (1.2), de la ex-
presién_de Z(t) resulta que

E, U(t,)Y(t;) = (G, + U F)Y(t))

E, U(tZ)Y(t2)= (G2 + UOFZ)Y(tZ)

El Z(tl)
E2 Z(tz)

de donde, por (2.5), se obtiene

By (2, (6,0) + 8, (t,00U)) = (6,+UF,) (8, (t,,0) + 2, (t;,0)0) } 6
Ey (95, (t5,0) + 9,,(ty,00U) = (G, +U F,)(@y;(ty,0) + ¢,,(t,,0)U)

es decir que Uo es solucién de (2.1), donde los coeficientes estéan
dados por (2.2), porque de (2.6) se sigue que

(E1¢21(t1,0)-G1¢11(t1,0))+(El¢22(t1,0)-Gl@lz(tl,0))U°-U0F1¢11(t1.0) -
- UF,0,,(t 00U = 0
(12, (t5,0)-G,2, (£,,0))+(Ey2,, (t,,0) -6, (£,,0))U, U Fy2,, (t,,0) -

- U°F2¢12(t2,o)Uo =0

El resultadd siguiente permite obtener soluciones del problema al-
gebraico bajo ciertas condiciones.

TEOREMA 2. 5S¢ U_ es solucidn de (2.1), y se verifica que
<I>ll(t,o) + @12(t,o)Uo, es invertible para todo t € [o,t2] ‘(2-7)
entonces existe solucidén de (1.2) y viene dada por
= -1
U(E) = (9, (t,0)+0,,(t,0)U_ ) (8, (t,0)+0 ,(t,0)U ) (2.8)

Demostracidén. Sea Y(t) = Qll(t,o)+¢12(t,o)Uo, y Z(t) = @21(t,o)+¢22(t,o)UO,

donde Uo es solucién de (1.2). Por hip6tesis (2.7), Y(t) es inver-
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tible para t € [o,t;]. De la expresifén (2.5), es fédcil comprobar
que la matriz col(Y(t),Z(t)) satisface el problema de condiciones

iniciales (2.3), de donde se sigue que U(t) = Z(t)Y(t)_1 verifica

d/dt U(t) = A(t)+B(t)U(t)-U(t)C(t)-U(t)D(t)U(t) ; U(o) = U

o

Como U, es splucién de (2.1), satisface (2.6). Postmultiplicando
por la inversa de Qll(tl,o)wlz(tl,o)uo en la primera ecuacién de

(2.6), y postmultiplicando por la inversa de ¢11(t2,0)+<1>12(t2,o)Uo

la segunda ecuacién de (2.6), se concluye que

E1 U(tl) - U(o) F1

6

6,

- E, U(tz) - U(o) F,

COROLARIO 1. El problema de contorno (1.2) admite solucidn si y sé-
lo si existe una solucidn U, del problema (2.1), con coeficientes
dados por (2.2), tal que se verifique la condicidn (2.7), siendo
®(t,0) la matriz de transicidn de estados en o del sistema (2.3). En es-
te caso el conjunto de soluciones de (1.2) viene dado por (2.8), donde
U, varto en el conjunto de soluciones de (2.1).

Demostracién. La demostracifén es una consecuencia de los teoremas 1y 2.

3. SOLUCION DEL PROBLEMA ALGEBRAICO ASOCIADO AL PROBLEMA DE CONTORNO.

En la seccifn anterior hemos caracterizado la condicién de existen-
cia de solucién.del ‘problema de contorno inicial en términos de la
existencia de solucioneé de un sistema cuadritico algebraico, obser
vando que la expresién de las soluciones del problema de contorno
viene dada explicitamente en términos de las soluciones del corres-
pondiente problema algebraico. A continuacién estudiaremos condicio
nes para la existencia de soluciones del problema algebraico, y pa-
ra obtener expresiones de las mismas, lo mds explicitas posible en
términos de los datos del problema. '

Empezamos estudiando la resolucién del problema algebraico (2.1)

en el caso en que el problema inicial (1.2) posee una Gnica condi-
cidén de contorno, o lo que es igual, en el caso en que t;=t,, E1 =
= E,, F, = F,, G =G,.

TEOREMA 3. Consideremos el problema de contorno (1.2) con E1 = Ez,

Fi =Fp G =Gy ty =t

sean las matrices V, W tales que

. Sean Ml’ Nl’ Pl, Ql’ dadas por (2.2), y
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J, = (3.1
V3 V4 1 1 0 J2

donde Jy es la forma canénica de Jordan de W. Si %(t,0) es la ma-
triz de transicidn de estados en 0 del sistema (2.3), y definimos

V(t) = @(t,0)V  descompuesta en bloques de la forma

v, (1) V,(t)
V(it) = (3.2)
V,(t) v, ()

con Vl(t) invertible para todo t € [o,tll, entonces la matriz

U0 = V3VI1 .es*solucidn de la ecuacidn algebraica

M1 + NIU -U P1 - U Q1 Uu=0 (3.3)

y U(t) definida por (2.8) es solucidn del problema (1.2).

Demostracidn. Por la invertibilidad de Vi, y por I[8], la matriz U_ = V3'VII,

‘es solucién de la ecuacién (3.3). De la expresién V(t) = &(t,o0)V,
y de (3.2) resulta que

Vl(t) = ¢11(t,o)V1 + <I>12(t,o)V3

luego para todo t € [o,tI] se verifica que la matriz Vl(t)VI1 =
= ¢11(t,o) + le(t,o)Uo es invertible. Del teorema 2 se concluye

el resultado.

Vamos a probar a continuacién que las soluciones de un sistema cua
dritico de la forma (2.1) se encuentran entre las soluciones de
un sistema lineal mds sencillo construido a partir de é1l.

TEQREMA 4. Sean Ai € men’ Bi €C , Ci € C , Di €C , i=1,2.

nxn nxn nxm

St U es solucidn del sistema

1

A2 + BZU + U C2 +UD,U = 0

A, +BU+UC, +UDU =0
1 1 ) } (3.4)

- -]
aij ,q(0) = I b

o k=0

k . . :
A" , son polinomios anuladores

[ Lo

y p(A) = k

3
de las matrices B1+UD1, C2+D2U, respectivamente, entonces U es so-
lucidn del sistema lineal

A+UB-=0 }

3.5
C+DU=0 ( )
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donde r r
= .U, B = LV,
A (jzo aJUJ)CZ , (jzo aJvJ)c2
' (3.6)
S S
C= BI(kZ b, Y,) »D=B,( b Zy)
=0 k=0
con las matrices Uj, Vj, Yy> Zy definidas por
-Uj B, -A, UJ._1 u, 0
» 1 <j<r, = (3.7)
vj D, -C, vj_l_ Vo_ I
Cy D, '
Pk zd = qu zk_ﬂ NERE 1<k<s, [y, z]=[0 1] (3.8)
2 2

Demostracién. Si U es solucién del sistema (3.4), entonces U es solucién del sis-

tema
} (3.9)

A partir de la segunda ecuacidén de (3.9) se sigue que

A1 + ElU + UC1

A2 + E2U + UC2

] ]
o o

donde E, = B +UD, , E, = B,+UD,.

A2 + E2U + UC2 =0

EjA, + E\E,U + EUC, =0 (3.10)

Ef A, + Ef E, U + E] UC, = 0

De la primera ecuacién de (3.9) resulta, ElU = «Al-Ucl = U1+UV1 ,
U1 = -A1 , V1 = -C1 , ¥ postmultiplicando sucesivamente por El* se
sigue que

BHBu=vu.+u0v., , o<j<r (3.11)
Las matrices Uj, Vj pueden calcularse recurrentemente. En efecto

=gy = i-ly - = =
U, 4OV, = By U = EJE{TU = B (U, | + UV, ) = BjU, , + B UV,

(B1+UD1)UJ._1 + (-Al-UCI)Vj_1 = (BIUj_14A1Vj_1) +

+

U, U, - GV )

luego Uj, Vj satisfacen las ecuaciones recurrentes (3.7).

Multiplicando la j-&sima ecuacién de (3.10) por aj v efectuando
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las sustituciones (3.11), se obtiene que ajEJiA2 + ajE{EZU +
+ aj(Uj+UVj)C2 =0, para j = 0,1,...,r, y. sumando miembro a miem-
bro, resulta

: r r

P(E|)A, + P(E|)E,U + (‘Z aJ.UJ.)Cz + U(.Z ajvj)c2 =0
j=o j=o

Como p(El) = 0, se concluye que U es solucién de la ecuacién
A+UB = 0, con las matrices A y B dadas por (2.3).

Por otra parte si U es solucién de (3.4) entonces U también satis-
face el sistema

A1 + BIU + UF1

i 1]
o o
[ —

A, + BZU + UF2

2

donde Fl = Cl+D1U, F, = C2+D2U. Mediante un razonamiento andlogo al

anterior se prueba que si q(\) es un polinomio anulador de F, en-
tonces U es solucidén de C+DU = 0, con C y D .dadas por (3.6).

El resultado siguiente es un reciproco del teorema 4.

TEOREMA 5. Sean Ai € me , Bi € C s Ci € C , Di € C , i=1,2.

n mXxXm nxn nxm
r . s K
st p(A) = ) ajAJ , q() = ¥ b A" , son polinomios tales que
j=o k=0

las matrices

B, -A M A C, D P Q
pc[ ! 1]) - [ ] ; qc[ 2 2}) - [ J (3.12)
D1 -Cl N B -Az -B2 C D

satisfacen las condiciones:
-1 ‘s . . - ‘as
(i) B Znvertible, M= AB N; (ii) D <nvertible, P = QD 1C; (iii) DA = CB

se verifica entonces que la Unica solucidn del sistema lineal

(3.13)

} (3.14)

Demostracién. Bajo las hipStesis de que B y D son invertibles y que DA = CB

A+UB =0
C+DU=0

es solucidn del sistema cuadrdtico’

A1 + BIU + UC1 + UDIU

A2 + B2U + UC2 + UDZU

n L]
(=] [

se verifica que el sistema (3.13) admite solucidn Gnica dada por

U = -AB"! = -p"Ic. Probaremos a continuacién que dicha solu-
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cidén Gnica satisface el sistema cuadritico (3.14). Postmultiplican-
do la primera ecuacién de (3.13) por BN y aplicando la hipétesis

M = AB"IN resulta que

M+UN-=0 (3.15)
By A By A
‘Como las matrices y p(] ) conmutan entre si, se
D, -G b, -G
B -A M A] M A B -A
cumple 1 ! [ J = [ ] 1 !
D1 -Cl AN B N B D1 -C1

de donde se deduce
B.A - A.B = -MA, - AC }
D.A - CIB = -NAl - BC

1 1
luego
AC, = -MA, - B,A + A.B
1 1 1 1 } (3.16)
BC1 = -NA1 - DlA + ClB

Teniendo en cuenta que, segln hemos probado, la finica solucién de
la ecuacién A+UB = 0 también satisface la ecuacién (3.15), resulta

que
A= -UB
(3.17)
= -UN

Postmultiplicando la ecuacién A+UB = 0 por G vy sustituyendo a con-
tinuacién las expresiones (3.16) y (3.17) se obtiene

ACl + UBC1 =0

(—MA1 - BlA + AIB) + U(-NA1 - DIA + ClB) =0
UNA1 + BlUB + AlB - UNA1 + UDIUB + UCIB =0
(A1 + B1U + UC1 + UDlU)B =0

Postmultiplicando la Gltima ecuacién por B~ se concluye que
A1+B1U+UC1+UD1U=0. Por otro lado, premultiplicando la segunda ecua

cién de (3.13) por Q_D_l y aplicando la hipétesis P = QD_IC se obtie
ne P + QU = 0.

C2 D2 C2 D2
Como las matrices y q( ) conmutan entre si, un

A, -B, 2 B

razonamiento anflogo al anterior muestra que A2 + BZU + UC2 + UDZU =

= 0. Esto concluye la demostraci6én del teorema, y n6tese que las ma-
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trices A, B, C y D que han aparecido pueden ser calculadas median
te expresiones anfdlogas a (3.6)-(3.8) del teorema 4.

4. APLICACIONES.

En esta secci6én aplicaremos los resultados anteriores al caso par-
ticular de ecuaciones diferenciales matriciales del tipo Lyapunov,
es decir con D(t) = 0. Veremos que en este caso hay una correspon-
dencia biunivoca entre el conjunto de soluciones del problema de
contorno inicial y el del problema algebraico asociado. Estudiaremos
en particular el problema de la determinacién de soluciones perid-
dicas para dichas ecuaciones.

Sea el problema de contorno

d/dt U(t) = A(t) + B(t)U(t) - U(t)C(t)

G, 4.1)

EIU(tl) - U(O)F1

E,U(t,) - U()F, = G,

donde tirtys Y los coeficientes de las condiciones de contorno y de

la ecuacibn diferencial vienen dados como en las secciones anterio-
res. Asociado al problema de contorno (4.1) sean los sistemas dife-
renciales vectoriales lineales

d/dt x(t) = B(t)x(t) (4.2)
d/dt y(t) = C(t)y(t) (4.3)

TEOREMA 6. El problema de contorno (4.1) admite solucidn st y sdblo
st existe solucidn del sistema algebraico

1

M, + NIU -U P1 =0
(4.4)

M2 + N2U - U P2 =0

donde los coeficientes vienen dados por
N1 = E1¢B(t1,o) , P1 = F1°c(t1’°) y Ny = E2<I>B(t2,o) , P2 = FZQC(tZ,o)
t1

M1 = -GIQC(tl,o) + E1 Io @B(tl,s)A(s)QC(s,o) ds (4.5)

=
I
+

t2
5 = -G2¢C(t2,o) Ez Io @B(tz,s)A(s)QC(s,o) ds

Cuando la condicidn (4.5) se verifica, el conjunto de solueciones

del problema (4.1) viene dado por
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t
u(t) = ¢B(t,o)Uo¢c(o,t) + IOQB(t,s)A(s)QC(s,t) ds (4.6)

stendo Uo solucidén del sistema algebraico (4.4), y @B(t,o),
®c(t,o), las matrices de transicidén de estados en o de (4.2) y

(4.3) respectivamente.

Demostracién. Es fdecil comprobar que para el problema (4,1) la matriz &(t,o)

del sistema (2.3) viene dada por

q)ll(t’o) = ‘bc(t,O) s ‘1’12(12,0) =0 ,
(4.7)

t
¢21(t,o) = Ioén(t,s)A(s)Qc(s,o)ds , ¢22(t,o) = @B(t,o)

Probaremos que (4.1) admite solucién si y s6lo si el sistema (4.4)
es compatible; ahora bien, esto es consecuencia del corolario 1 de
la pag.4. _

En nuestro caso, la expresidn ®11(t,o)+¢12(t,o)U° = @11(t,o) =

= @C(t,o) es invertible para todo t € [o,t2], y por el teorema 2,

las soluciones de (4.1) tienen la forma

U(t)

(0,,(t,0)+8,,(t,0)U_ ) (8, (t,0)+8,,(t,0)U )" =

"

t
@B(t,o) Uo @C(o,t) + IOQB(t’S)A(S)¢C(S’t) ds

COROLARIO 2. Sea la ecuacidn diferencial matrictal
d/dt U(t) = A(t) + B(t)U(t) - U(t)C(t) (4.8)

donde las matrices A(t), B(t), C(t) estdn definidas en (-®,+e) y

son continuas T-periddicas, T > 0. Entonces se verifica

(i) Existen soluciones T-periddicas de (4.8) si y sblo st las ma-

AN

son semejantes, donde
@B(T,o) , P = @C(T,o)

trices

N

(4.9)
M

[}

T
Io ¢B(T,5)A(s)®c(s,o) ds
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y @B(t,o), @C(t,o),son las matrices de transicidn de estados en o de
(4.2) y (4.3) respectivamente.

(ii) La condicidn necesaria y suficiente para que la ecuacidn tenga
una unica solucidn T-periddica es que los espectros de las matri-
ces N y P dadas por (4.9) sean disjuntos.

Demostracidn. N6tese que si en el problema (4.1) consideramos E1=E2=I, F1=F2=I,

G; = G, = 0, una solucién T-periédica de (4.8) queda determinada
de forma Ginica a partir de una solucién del problema (4.1). Por el
teorema 6, existe solucién T-perifdica si y s6lo si existe solu-
cién de la ecuacién

M+NU-UP=20 - (4.10) -

donde de acuerdo con (4.4) y (4.5), M, Ny P vienen dadas por (4.9).
Por [6], se concluye (i). Por (i) y por [7], se deduce (ii).

NOTA. Utilizando [7], 1a Gnica solucién T-periédica del problema
(4.8), dada por el apartado (ii) del corolario 2, tiene la forma dada
por (4.6) donde Uo es -

ey

"n n k . .
U = (I p M- ] 1 pNITD M opRTd)
k=0 k=1 j=1 "7
b k
siendo p(A) =} pkx el polinomio caracteristico de P.
k=o
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