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SUMMARY. Let J be a closed Jordan curve. We call D its interior do

main and Dr := {x; dist(x,D) ..; r}, Sr := Dr\D. A theorem of Jakob Stei-

ner implies that if J has finite length then the area of Sr is OCr). 

In Thm.l we show some examples of ·Jordan curves with null area but 

infinite length such that if r ... 0 then S 
_ r S for a given r 

S E (0,1), or S ~ MIlln rl Y for Y E (0,1) and some M > o. We give r 
also a proof of the theorem of Steiner (Thm.2) that states that 

area Sr ..; r.length J + nr2 in case that the contour curve J is 

rectifiable, using an approximation of J by polygonals satisfying 
certain special properties. 

1. INTRODUCCION. 

Llamaremos curva de Jordan a cualquier imagen homeom6rfica de la 
circunferencia sobre el plano mientras que arco de Jordan designa
ra a toda imagen homeom6rfica de un segmento cerrado finito. Una 
curva de Jordan es un continuo nunca denso que puede ser rectifica
ble 0 no. Y solamente en el ultimo caso puede ocurrir que posea 
area no nula, ([H), p.374). 

Dada la curva de Jordan J designaremos con D 
interior. Sean 

D(J) a su recinto 

SE {xE R2\D: dis~(x,J) ..; E}, 

IE {x E IT: dist(x,J) ..; E}. 

Un teorema de J.Steiner (1796-1863) implica que si J es rectifica

ble la medida de SE es del orden de E: ISEI = O(E), ([G), p.81). 

Una inversi6n con centro un punto de D muestra que en este caso 
tambien IIEI = O(E). Si la curva J tuviera area positiva c entonces 

II I ~ c, c > 0, y el teorema resuTta optimo en cierto sentido. A 
E 

continuaci6n mostramos que aun cuando el area de J sea nula el re-
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suI tado no puede mej orarse. 

Diremos que IIEI es como EB, IIEI ~ EB, si existen dos constantes 

positivas my M tales que: m EB < IIEI < M EB para todo E E (O,E o)' 

TEOREMA 1. i) Sea B E (0,1). Existe una curva de Jordan de area nu-

let tal que 

ii) Sea y E (0,1) . Existen una curva de Jordan de area nula y una 

constante m > 0 tales que 

La seccion siguiente esta dedicada a la demostraqionde estas propo
siciones. El resto de la presente nota se ocupa con una demostra
cion del teorema de Steiner arriba citado, (cf.T.Z, §3). 

2. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1. 

En las piginas 326 y 374 del libro de Hausdorff citado en las refe

rencias se puede hallar la construccion de un arco de Jordan H que 
utilizaremos como la parte fundamental de la curva de Jordan J a 

definir. Ese area une los v~rtiees a y B de un cuadrado de lade l 

y pas a por todos los puntos de un conjunto Q que es perfecto, aco
tado y totalmente desconexo. 

En la fig. 1 apareeen los segmentos B2 , B4 , B6 , .. , ,B32 , B34 , B36 , ... 

que forman parte deH obtenidos en los pasos n=O y n=l dela cons

truccion. Un punta del cuadrado a8By perteneee a Q si y solo si pe~ 

tenece a infinitos cuadrados B.. k 
1.J ••• 

Suponemos el area H comple-

tado por un arco de circunferencia de centro y y radio l de manera 
que juntos determinen una curva J de interior D, el cual contiene 

las regiones rayadas de la figura. F: [0,11 --+ H es una parametriza
cion de H cuya definicion utiliza el sistema heptidico de numera

cion. 

En la cons truce ion de H llamaremos li la.longitud del lade de un cua

drado en el paso i, i = O,l,Z, ... , a i designarA la longitud del la

do de los cuatro nuevos cuadrados obtenidos en la subdivision de 

uno de lado li' Entonces, a i = li+1' li = Za i + c i . 

Supondremos que 0 < lo < 1 y que ·Zkak = 8k con .l/Z > 80 > 81 > 02 > 

La union de las cruces tiene area igual a 

(1) l2 - 4 lim 8~. 
o 1. 
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En consecuencia, I Q I = 4 • lim IS~ •. Supondremos en 10 que sigue que 

IS.~O. De esta forma: IQI = IHI = IJI = 0, 
l. 

Demostracion de i). Designaremos con i, a y c a i o , aD y Co respec

tivamente y supondremos que Za > c> O. Luego 4a/i > 1. Tambien su
pondremos en este caso que el cociente ai/i i es constante. 0 sea, 

ak = (a/i)ka, IS k = (2a/i)ka ~ O. 

La longitud de la suma de las diagonales B2 , B4 , B6 , ••• , hasta el 

paso n-esimo incluido es mayor que 

-(Z) (i + Za) ~ (4ali)j = [i(i + Za)/(Za - c)l.[ (4ali)n+l - 1]. 
j=O 

Observemos que la suma de las longitudes de las diagonales hasta el 
paso n-esimo incluido es menor que 

(3) [.e + c + Z(a+c)] (4ali)n+l • 
4ali - "I 

pues .e + c + Z(a + c) < Zi + 4a. 

'" Z [i(i + Za)] . [(4ali)n+l -1], 
Za c 

. / n+l Dado £ > 0, definamos n = h(£) por cn+1 = c(a i) < £ '" cn = 

, 

ci / n+l = a (a.t) . Luego nt'" para £'to. Designem6s con I~ al conjunto de 
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puntos de Ie contenidos en el cuadrado aoSy. Entonces, el area de 

I~ es mayor que: (1/2) .suma de las areas de las cruces en los pasos 

n+1, n+2, ... + (e/2).10ngitud de la suma de las diagonales hasta 

el paso n. Por 10 tanto 

(4 ) 11;1 >-21 4n+l (~)2(n+1).t2 + ~2 .t(.t + 2a)[(4a)n+l - 11. 
~ .(. 2a - c .t 

Por otra parte la medida de I~ es menor que: (1/2) .la suma de las 

areas de las cruces en los pasos n+1; n+2, .. , + e.longitud de la 

suma de las diagonales hasta el paso n. Es decir, 

Luego, de (4) y (5) 

2a 2(n+l) .t2 .t(i.. 2) .t n+l 
(Y) [2 + c 2(2a : c~{1 - (4a) }] < II~I < 

< 2a 2(n+l) .t 2 + 2 c ,,2(i.. + 2a)]. 
(Y) [2 a(2a - c) 

.t n+l i.. 
Como (4a) ~ 4a < 1, resulta entonces, 

(6) (2a/.t)2(n+l).K1 < II~I < (2a/l)2~n+l) .K2 , donde 

i.. 2 cl (.t + 2a) 
2" + 2 4a 

.t 2 + 2 cl2 (i.. + 2 a) 
2 a(2a - c) 

I s (y2a)2(n+l) Entonces II' - e si y s610 si e 
(~)(n+l).S Esto vale 
l 

exactamente cuando 

(7) 

Sea S = S(a/.t) el numero en (0,1) para e1 cual se da la igualdad 

(7). Si a/i..t1/2 entonces S~O, y esto implica la tesis i). 

Demostraci6n de ii). Sea 0 < e < 00 - 0 1 , Definimos n = nee) por 

medio de las siguientes desigualdades: 

2- n (" ") <.;;: un - un+1 = cn+1 e '" cn Zl-n (0 - 0 ). 
n-l n 

La medida de I' es seguramente mayor que: (1/Z).suma de las areas 
£ 

de las cruces que aparecen en los pasos n+1,n+2, .... Es decir, 

(8) 
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Elijamos ahora los 0h' h = 0.1.2 .... : 

(9) 

Entonces tenemos: 0n_l - on = y/4(n + e)I+Y/2. 0 < e < 1; y por 10 

tanto: e < y2-n/2n l +Y/ 2 • 

En consecuencia. n.ln.2 < In lie, y de (8) sigue que 

11'1> 2.0 2 = 1/2(n + 1)Y > [(In 2)YI 2y+l)/Iln elY. QED. e n 

3. POLIGONALES. 

Sea J una curva de Jordan, D D(J) su interior y p un numero no 
negativo. Definimos: 

D 
p {x: dist(x,D) < p} D = {x: dist(x,D) < pl. p-

Es f§cil demostrar las siguientes relaciones 

(i) Do = IT = D U J , 

(ii) D CD C D(p+e)_ si e > 0 p- p 

(iii) D {x: dist(x,D) < p} D {x.: dist(x.i'i) < p} p p-

(iv) D D U {x ~ D : dist (x ,J) <p}. p o 0 

, 

Sea {SO) , •.• ,S(m)} una colecci()n de segmentos cerrados finitos de 
extremos a(i),b(i), i • 1, .•. ,m. Si para todb i = 1,2, ...• m-l, 

b(i) = a(i+l), entonces diremos del conjunto T = 5 SCi) que es 
i-I 

una poZigonaZ. Y si adem§s b(m) = a(l), diremos que T es una p~Zi
gonaZ aeppada. Si la poligonal cerrada T tiene la propiedad que la 
intersecci6n de dos lados cualesquiera es a 10 sumo un vert ice de 
ambos, diremos que T es una poZigonaZ aeppada en sentido estpiato. 

Una poligonal cerrada en sentido estr~cto se dira simpZe si coin
cide con una curva de Jordan. Llamaremos aonve.:l:a a aquel1.a pol igo
nal simple que defina junto con su recinto interior un polIgono 
convexo. 

Sea Luna poligonal aonve:l:a y ~ = D(L); IDI la medida plana de D y 

[L) la longitud de L. Para todo r positivoes Ucil ver que vale 

(10) ID I r 

En particular tenemos 
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( 11) In I ~ Inl + [L]r + r-
2 'lTr r > O. 

Si en 1ugar del recinto n tuvi~ramos un segmento cerrado finito 2 
tambien podriamos definir 2r_ segan (iii) y obtendria~os 

(12) 

PROPOSlcrOK 1. (11) vaZe adn papa poligonaZes simpZes. 

Demostraci6n. Sea Luna po1igona1 simple cua1quiera. nemostraremos 
por inducci6n sobre n, e1 namero de 1ados (vertices) de L. La pro
posici6n vale, por 10 dicho arriba, para n=3. Sea n > 3,. Existe un 
segmento 2 interior a D cuyos vertices coinciden con vertices de L 
(cf. [B), p. 22) " Sean n i y D2 los dos recintos poligona1~s en que 2 

divide a D. Entonces, IDI = IDII + ID21 y DI,r_ n D2,r_ ~ 2r_' 

(cf.Fig.2). Luego, 

IDrJ ,. IDI,rJ + ID2,rJ - IDI,r_ n D2 ,r J ~ 

~ IDII + ~l]r + 'lTr2 + ID21 + ~2]r + 'lTr2 ~ (2~]r + 'lTr2) 

Inl + [L] r + 'lTr2 

/.,..- ..................... 
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Figura 2 

" 

E1 teorema de Steiner qQe queremos demostrar dice asi: 

' .... , 
' ..... 

QED. 

'", .... , 
I 

I 
---------, 

TEOREMA 2. Sea J una curva de Jordan pectificabZe y n = D(J). En

tonees si r > 0, 

(13) ID I ~ IDI + [J]r + 
r 

2 'lTr . 
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4. PLURIPOLIGONALES. 

A un continuo P se Ie llamar( pluripoligonal si P 

Li es una poligonal simple de interior Di tal que 

i) 

ii) 

D. n L. = 0 para todo i,j, 
]. J 

L. n L. es vaclo 0 un vertice de ambas, 
1 J 

n 
U L.;, doude 

i=1 • 

n _ n 
E:= n C(D.) = C( u IT.) es un dominio, (ver Fig.3). 

j=1 J j-l J 
iii) 

Figura 3 

Las siguientes proposiciones aclaran los alcances de esta defini
ci6n. 

n 
PROPOSICION 2. j) Si P es una pluripoligonal, P = U L.;, entonaes 

i-I • 
Zos dominios residuales de C(P) son: D1 , ..• ,Du,E. 

jj) Todo aontinuo subaonjunto de P de Za forma P = u L. es una 
isI J i 

pluripoZigonal. 

Demostraai6n. j) sigue inmediatamente, y jj) quedar( demostrada si 
probamos que ~ = C( U IT. ) es conexo. Si no fuera aSl existirlan 

iEI Ji 
dos abiertos, 131 , 132 , no vaclos, disjuntos, tales que E - E1 U E2 . 

El dominic residual E estara contenido en El 0 en 132 , Supongamos 

L. rt. P. Como 
J 

Lj C IT resulta Lj C 13~ y par 10 tanto: E C El Y 

1. nEe 
J E 1 • Entonces no puede ocurrir que Dj C E2 . Luego Dj nEe 

C El Y sigue que E2 0. QED. 

n 
Al conjunto abierto U D1. 10 llamaremos el interior de Pya E el 

i-I 
exterior. De la pluripoligonal P diremos que es una subplurigonal 

de P. Otra idea que queremos introducir es la de engrosamiento de 
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una pluripoligonal. Dada la pluripoligonal P, sean A1, ... ,Ak los 

vertices de P que pertenecen a mas de una poligonal·L .. A vertices 
1. 

de esta naturaleza los llamaremos mu"ltivertiaes. Sean C1"",Ck 

cuadrados abiertos de diametros menores qued(P), donde d(P) es la 
menor distancia entre un vertice de P y los lad6s que no concurren 

a. el. Los centrosde· C1 , ... ,Ck seran AI' ... ,Ak respectivamente. El 

engrosamiento de Pes, por definicion, el contorno de la region 
n k 
U D. U U CJ .• Lo denotaremos con ~. 

i=l 1. j=l 

.. 
PROPOSICION 3. P es una po"ligona"l simple. 

Para demostrarlo basta ver que P es una curva de Jordan. Esto 10 
veremos junto con otros detalles enseguida. La proposicion implica 
que P es una po"ligona"l aerrada en sentido estriato. 

n 
PROPOSICION 4. Sea P i~l Li una p"luripoligona"l aon mu"ltivertiaes 

A1,A2, ... ,Ak , k ~ 1. Existen dos subpluripoZigona"les PI y PII taZes 

DEMOSTRACION DE LAS PROPOSICIONES 3 Y 4: Podemos suponer sin perdi

da de generalidad que la poligonal simple L1 contiene al vertice 

Al y que L'+ l n (L 1 U ... ·U Lj ) " 0 , 1 .,;;; j < n. Entonces los con-
J • 

1. 
tinuos Pi j~l Lj , i = 1,2, ... ,n, son pluripoligonales y Pn = P , 

(Prop.2). 
4 4 

Sean P1 , ... ,Pn , engrosamientos de los mismos con cuadrados de igual 
4 • 

diametro y menor que d(P). Supongamos que P1 , ... ,Pe , 1 .,;;; e < n, 

sean poligonales simples. Para que esto mismo ocurra con Pe+1 bas

tara ver que: 

*) el poZlgono Le+1 se adhiere a "la poZigonaZ Pe en un s6Zo verti-

ae. 

" Si esto no fuera asi el'continuo P e 
.. 

U (L e+1 n exterior de Pe) ten-

dria un dominic residual acotado cuya frontera (poligonal) tiene 
segmentos contenidos en Pe y segmentos en Le+1. Este dominic acota

n 
do no esta incluido en i~l Di . Por 10 tanto posee puntos de E. Lue-

go, E no puede ser conexo e infinito. Contradiccion. 

" De *) sigue que Pe+1 es una poligonal simple. En consecuencia, tam-

" bien P 
n 

= P es una poligonal simple, y ·queda probada asi la propo-
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sici6n 3. 

Si quitamos Ll a P, la union de los L j restantes se descompone en 

componentes conexas que son pluripoligonales. Denominaremos Pr a 

aquella que contiene al vertice AI· Sea Prr 

nentes conexas. 

L1 U restantes compo-

n 
PROPOSICION 5. Sea P = U L. una pl.uripoligonaL Si [Pl 

i=1 1 

n 
IDI= L ID·I 

i=1 1 
entonaes para todo r > 0 val.e 

(14 ) I D I '" I D I + [Pl r + H2. r-

n 
L [1.1 

i=l 1 

Demostraai6n. La proposicion 1 implica 

gamos que vale para todo n < h y sea P 

la descomposici6n de la proposicion 4, 

que (14) vale si n=1. Supon
h 

= U L .. Entonces, usando 
i=1 1 

resulta (ver Fig.4): 

I D I '" I D I + I D I - 7f r2 '" r- r,r- rr,r-

'" (IDrl + [Prlr + 7fr2) + (IDIlI + [PIIlr + 7fr2) 
2 - 7fr 

... -- - -- ---
/ 

I 

( 

I 
I 

-1" l' 

\ , 
' ...... _------_ ... 

IDI + [Plr + ~r2. 

,-- ... 
\ 

I 
I 

I 
',I 

'/ 
I 

\ I 

- .. _----'::>_ ... "'/ 

I 
_1" 

I 
I 

Figura 4 

QED . 
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5. VAINA POLIGONAL. 

m-l 
Sea T = U [a{,a{+I] una poligonal eerrada en sentido estricto. 

i=O ~ ~ 

Como T es un continuo, C (T) tiene sus dominios residuales simplemente 

conexos, ([N], p. 144). Sea E lacomponente de C (T) no acotada. Lla

maremos vaina poZigonaZ de T, ~(T), a la frontera de E. Entonces V 
es un continuo, ([N], p.144). En realidad es el continuo que "mejor 

cifie" a T, (cf.Fig.S). 

Figura 5 

TEOREMA 3. V es una pZuY'ipoZig6naZ. 

v 
DemostY'aci6n. V est( formada con lados de T~ V = U 

i=l 

Cada uno de estos 1-simplices es limite, por uno de sus lados al 

menos, de puntos de E. C(V) consta de un numero finito de dominios 

residuales acotados: D1 , ..• ,Dn , y de uno no acotado que coincide 

con E. 

Di es un abierto simplemente conexo cuya front era es una poligonal 

simple, Li' formada por lados de T que pertenecen a la frontera de E. 

Por 10 tanto dos dominios residuales de contornos Li,Lj' no pueden 

tener un lade comun. Y en caso de poseer v~rtices en comun s6lo po

dr(n tener uno pues en caso contrario D. U D. desconectaria al con-
l. J 

junto E. 

Por otra parte si D 
n 
U Dl..' E C C(l)). Para demostrar que V es una 

i=1 

pluripoligonal s6lo resta ver que E :) C(l)). Y para ello es suficiente 

mostrar que ningun 1-simplice [a. ,a. +1] es limite por ambos lados 
J i J i 

de puntos de E. Sea Qo un 1-simplice de V, que podemos suponer sin 

p~rdida de generalidad que es lao ,a l ] . La poligonal T es parametri

zable con un par(~etro t variando en [0,1] y de manera que t crezca 

estrictamente al pasar de un punto a otro de Ten elsentido impuesto 
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por los vertices: ao ,aI' ... ,am_I' Esto puede lograrse pues T es cerr~' 

da en sentido estricto. Dado un punto x E T, designaremos con 

t(x)al menor valor del parametro en ese punto y con T(X) al mayor. 
Obviamente, t(x) = T(X) excepto para los vertices a los cuales con

curren mas de dos lados y para ao (T(a o) = 1, t(ao) = 0). 
o 

Sea £1 = [ar,a r +l ] ellado de T tal que T(a l ) = inf{t(x): x E £1}' 

Entonces: £0 n £1 = {all , T(a r + l ) > T(a l )· 

Si a r + l # a o podemos repetir el proceso, y asi llegamos finalmente 

a ao con un segmento £m = [as ,as +1] , a s +l = a o ' Entonces 

J = {£o""'£m} describe una curva de Jordan. 

Como JeT, el interior de J no tiene puntos en E. Por 10 tanto es

ta contenido en C(E) = D U V. 

Como V es nunca denso, £0 es limite de puntos de D. QED. 

6. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2. 

Dado E > 0, existe un abierto acotado 0 tal que: 0 ~ D, IO\DI < E 

Y la distancia de cualquier punto de J a C(O) es menor que E. Reti
culando el plano con cuadrados de lado suficientemente pequeno me

nor que E, cubriendo D con aquellos que 10 intersecan y conectando 

las poligonales que en mlm.ero finito forman la frontera de la uni6n 

de esos cuadrados puede demostrarse que existe un tal 0 que ademas 

es simplemente conexo con frontera poligonal, (cf. [N], Cap.V,VI) 

Supongamos dada una parametrizaci6n de J de manera que cuando t 

crezca de 0 a 1, x(t) recorra J, x(O) = x(1). 

Dada una particion P = {to' t I' ... , t N } de [0,1], a ella corresponde 

una poligonal cerrada: 
N-I 

T(P) = U [a.,a.+ I ] donde a. = x(t.) E J. 
j=O J J J J 

Tomando esa particion bastante fina podemos suponer que To T(P) 

verifica: 

i) To c 0 

ii) ITo] > ~] - E 

iii) cualquiera sea i, el arco que une a i con a i +l tiene longitud 

menor que inf(d,E/Z), siendo d la distancia de J a CeO). 

Es facil ver que i) es consecuencia de iii). 

Diremos que TI es un refinamiento de To sobre J si TI = T(P I ) con 

PI ~ P. Como todo refinamiento de To veri fica ii) e iii) vale: 

iv) para todo refinamiento de To vale i). 
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Mostraremos a continuaci6n que hay un refinamiento de To' TI ; tal 
M-I 

que TI = i~O [c i ,c i +1] y todo lade de TI satisface la siguiente 

propiedad: 

v) si [ci,c i +l ] no est~ contenido en J entonces no es paralelo a 

n~ngan otro lade de TI • 

Ehtonces TI satisfar~ i)-v). Con 10 que en pa~ticular quedar§ pro

bade que J es ap!'o:x:imabte po!' poUgona~e8que sat,isfaaen esas ain

ao p!'opiedades. 

Admitamos la existencia de una tal poligonal .T I por un momento. Si 

do.s lades de T I se intersecaran en m§s de un punto serian paralelos 

por 10 que necesariamente estarian,contenidos en J. Pero entonces 
podr§n tener en coman a 10 sumo un,punto. Es decir, si agregamos a 
TI como vertices todas las intersecciones entre lados, obtenemos 

una poZigonaZ T ae!'!'ada en sentido est!'iato que puede pensarse como 
un refinamiento de TI sobre si misma. 

Para demostrar la existencia de TI , y por 10 tanto la de T, basta 

demostrar la siguiente proposici6n: 

**) dado el lade 11 = [am,am+l ] de To' no contenido enteramente en 

J, es posible encontrar puntos si E (tm,tm+l ), tm < 51 < 52 .•. < 

< sk < t m+ l , tales que todo lado de 

o est§ contenido en J, 0 no es paralelo a ningan segmento contenido 
en J ni a ningan segmento [ao,a l ] , ... , [am_l'am]., 

Demost!'aai6n de **): si 11 n J es un segmento con extrema am 0 am+l ' 

el resultado sigue inmediatamente, (cf.Fig.6). Si el arco X de J de 

finido pOT los puntos {x(t); t'm < t < t m+l } contiene un segmento i!!. 

terior, digamos [b l ,b 2] = {x(t); tm <wl.so;; t .so;;w2 < t m}, el resulta 

do se reduce a los ya tratados. 

Figura 6 
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Supongamos ahora que ese arco no contenga ningun segmento incluido 
en J. Sea a (t) la pendiente del segmento [am ,x (t)] , y 6 (t) la del 

segmento [am+1 ,x(t)], x(t) E X. aCt) y 6(t) son funciones continuas 

de t E (tm,tm+1). Hay un numero a 10 sumo numerable de valores: 

a 1 '(:(2"" ,6 1 ,6 2 " .. , que cQl:responden a pendientes indeseables. Si 

el conjunto a- 1 (a j ) (0 el conjunto 6-1 (6 i )) contuviera un segmento 

esto implicarfa que X contendrfa un segmento, contradiccion. En co~ 

secuencia, H = U a- 1 (a.) U U 6- 1 (6.) es un conjunto de primera ca-
J l. 

tegorfa. Luego, existe t E (tm,tm+1 )\H tal que 6(t) y aCt) corres-

ponden ados segmentos, [am,x(t)] y [x(t) ,am+1], que satisfacen los 

requerimientos de la proposicion **), QED. 

Sea V la vaina poligonal de T y P > O. Entonces V C O. Si F es la 
union de los dominios interiores de la pluripoligonal V, tenemos 
(cf.T.3 y (14)): 

(15 ) 2 2 I F I..;; I F I + [V] p + 1Tp ..;; I 0 I + [T] p + 1Tp , p-

y por 10 tanto que: 

(16 ) 

pues 

IFpJ ..;; (IDI + e) + [J]p + 1Tp2, 

IJI = lIT \ DI = O. 

Sea q = p - 3e, 0 < e < p/4. Supongamos por un momenta la siguiente 
relacion que demostraremos enseguida: 

(17) 

En ese caso, 

(18) 

D C F 
q- p-

I D I..;; I D I + [J] p + 1Tp 2 + e. 
q-

Haciendo e~O se obtiene de (18) la siguiente desigualdad: 

(19) ID I..;; IDI + [J]p + 1Tp2. p-

Sea finalmente r = lim~Pn' Entonces D~ 
(19) • 

lim~D y (13) sigue de 
Pn-

Veamos ahora una demostracion de (17). Sea 

D' = {x ED: .dist(x,J) > 3e}. 

Si xED', el fndice de x respecto de J es no nulo: WJ(x) ~ O. De 

la construcci6n de T sigue entonces que si recorremos esta poligo

nal segun la direcci6n impuesta por J a los vertices de T obtenemos: 
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WJ(X) ~ O. Pero si x E E, la eomponente infinita de C(T), 

O. Esto prueba que D' n E = 0. Por otra parte: D' n T = 0, 

.y sigue que: 

(20) D' C F. 

Si Dq_ ~ Fp_ existirfa y ~ Fp_ pero tal que y E Dq_\D" En este ea

so: dist(y,F) ~ p. Sea j E J. Entonees existe mET tal que 

dist(j,m) < E/2. Como T C F entonees mE F y tenemos: 

dist(y,j) ~ dist(y,m) - dist(j,m) ~ p - E/2. 

Luego, 

(21 ) dist(y,J) > p - E. 

Si Y ~ D, dist(y,J) dist(y,D) < p - 3E, eontradieei6n. Si y E D, 

dist(y,J) < 3E. De esto sigue: p < 4E, 10 eual es imposible y por 

10 tanto (17) queda demostrada. QED. 

REFERENCIAS 

[B] BING,R.H., The Geometlt-i.c. Topology 06 3-MaYl-i.601d-6, A.M.S., ColI. 
Pub., vo1.40, (1983). 

[G] GUGGENHEIMER,H.W., V-i.66elteYl.t-i.al Geometlty, Mc Graw-Hill nook 
Company inc., (1963). 

[H] HAUSDORFF,F., GltuYldzuge delt MeYlgeYllehlte, Chelsea Publishing 
Co., (1949). 

[N] NEWMAN,M.H.A., flemeYl.t-6 06 .the Topology 06 .the PlaYle Se.th 06 
Po-i.vtth, Cambridge Univ. Press, (1954). 

Reeibido en julio de 1985. 

Instituto de Matematica 
Universidad Nacional del Sur 
8000 Bah1a Blanca, Argentina. 


