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COMENTARIO A UN TEOREMA DE JAKOB STEINER

A.I.Benedek y R.Panzone

SUMMARY. Let J be a closed Jordan curve. We call D its interior do-
main and Dr = {x; dist(x,D) <r}, Sr 1= Dr\D. A theorem of Jakob Stei-
ner implies that if J has finite length then the area of St is O(r).
In Thm.1 we show some examples of -Jordan curveé with null area but
infinite length such that if r + 0 then Sr ~ B for a given

B € (0,1), or S, > M/|1n r|Y for y € (0,1) and some M > 0. We give
also a proof of the theorem of Steiner (Thm.2) that states that

area S_ < r.length J + mr? in case that the contour curve J is

rectifiable, using an approximation of J by polygonals satisfying
certain special properties.

1. INTRODUCCION.

Llamaremos curva de Jordan a cualquier imagen homeomérfica de la
circunferencia sobre el plano mientras que arco de Jordan designa-
rd a toda imagen homeomérfica de un segmento cerrado finito. Una
curva de Jordan es un continuo nunca denso que puede ser rectifica-
ble o no."Y solamente en el Gltimo caso puede ocurrir que posea
drea no nula, ([H], p.374).

Dada la curva de Jordan J designaremos con D = D(J) a su recinto
interior. Sean

{x € RAD: dist(x,J) < e},

wn
[}

-
]

{x € D: dist(x,J) <e}.

Un teorema de J.Steiner (1796-1863) implica que si J es rectifica-
ble 1la medida de Se es del orden de ¢: |S€| = 0(e), ([G], p.81).

Una inversidn con centro un punto de D muestra que en este caso
también |I€| = 0(e). Si la curva J tuviera 4rea positiva ¢ entonces

|I€| =c, ¢c >0, y el teorema resulta éptimo en cierto sentido. A

continuacién mostramos que alin cuando el drea de J sea nula el re-
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sultado no puede mejorarse.
B

Diremos que |I€| es como €", |I€| ~ ¢B, si existen dos constantes

positivas m y M tales que: m ef < |I€| <M eB para todo € € (O,so).

TEOREMA 1. i) Sea B € (0,1). Existe una curva de Jordan de drea nu-

la tal que |I€| ~ e,

ii) Sea y € (0,1). Existen una curva de Jordan de drea nula y una
constante m > 0 tales que

lIs’ >m/|1n e|¥ s e < €,
La seccién siguiente estd dedicada a la demostracién de estas propo-
siciones. El resto de la presente nota se ocupa con una demostra-
cién del teorema de Steiner arriba citado, (cf.T.2, §3).

2. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.

En las paginas 326 y 374 del 1libro de Hausdorff citado en las refe-
rencias se puede hallar la ‘construccién de un arco de Jordan H que
utilizaremos como la parte fundamental de la curva de Jordan J a
definir. Ese arco une los vértices o y B de un cuadrado de lado £

y pasa por todos los puntos de un conjunto Q que es perfecto, aco-
tado y totalmente desconexo.

En la fig.1 aparecen los segmentos BZ’ Bh? B6’ e ,B32,B34, 367 °*

que forman parte de H obténidos en los pasos n=0 y n=1 de-la cons-

B

truccién. Un punto del cuadrado adBy pertenece a Q si 'y sélo si per
tenece a infinitos cuadrados Bij K * Suponemos el arco H comple-

tado por un arco de circunferencia de centro y y radio £ de manera
que juntos determinen una curva J de interior D, el cual contiene
las regiones rayadas de la figura. F: [0,1] — H es una parametriza-
cién de H cuya definicién utiliza el sistema heptéddico de numera-
‘cién.

En la construccién de H 1lamaremos £i la.longitud del lado de un cua-

drado en el paso i, 1 = 0,1,2,... , a; designard la longitud del la-

do de los cuatro nuevos cuadrados obtenidos en la subdivisidn de

uno de lado Ki. Entonces, a; = £i+1’ Li = 2ai +tcy.

Supondremos que 0 < Zo <1y que Zkak =4

=

con£0/2>60>61>62>... .

[

La unién de las cruces tiene &4rea igual

u

2 2 2 2 2 . 2
(1) (KO - 4a0) + 4(1’_1 —4a1) + e 20 - 4 1lim di.
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Figura 1
‘En consecuencia, |Q| = 4.1lim éi. Supondremos en lo que sigue que
§,40. De esta forma: [Q| = [H| = |J] = 0.

Demostracién de i). Designaremos con £, a y c a KO, a  y c, respec-

tivamente y supondremos que 2a > c¢ > 0., Luego 4a/£ > 1. También su-
pondremos en este caso que el cociente ai/I.i es constante. O sea,

_ k _ \k
a, = (a/k) "a, Gk = (2a/)a ¢+ 0.

B hasta el

La longitud de la suma de las diagonales B2, B 67 vt 0

42

paso n-&simo incluido es mayor que

(2) &+ 2a) ) (4a/@) = [L(L + 2a)/(2a - o). (4ase)™F! - 1.
=0

Observemos que la suma de las longitudes de las diagonales hasta el

paso n-ésimo incluido es menor que

(4a/)™* - 4 L(L + 2a) n+l
(3) & + c + 2(a+c)] 12/ <2 2a - c ].[(4a/2) 1,

pues £ + c + 2(a +. c) <22 + 4a.

Dado € > 0, definamos n = n(e) por Co1 = ca/)™! <e < c =

= %f (a/ﬂ)n+1. Luego nt« para e+0. Designemos con Il al conjunto de
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puntos de I_ contenidos en el cuadrado adBy. Entonces, el 4drea de
Il es mayor que: (1/2).suma de las 4reas de las cruces en los pasos

n+1, n+2, ... + (€/2).longitud de.la suma de las diagonales hasta
el paso n. Por lo tanto

' i 1
(4) . el > % 4+l (%92(“+1)£2 + £ ££§a+—232[(%%)n+ .

Por otra parte la medida de Ié es menor qﬁe: (1/2).1a suma de las

dreas de las cruces en los pasos n+l, n+2, ... + g.longitud de 1la

suma de las diagonales‘hasta el paso n. Es decir,

-2. 1 j +1
() Inl < LIt L g 2 s B

Luego, de (4) y (5)

2a,2(n+1) 42 ¢ p(p + 2a). g+l "oe
(T) [‘2—"' ‘—2—('2—3—'_—(:)1 {1 - (4_3) 1< lIEI <

2 2
< (-zzé.)Z(n'l'l)[% + 2 C L°(L + Za!]

a(2a - c)
g  n+l z
Como (TE < Ta < 1, resulta entonces,
(6) (2a/£)2 D k< |11 < (2a/)2*D) ,,  donde
2 . 2 2
_ 2 ct (£ + 2a) A cL” (L + 2a)
K, =5+ 4a K 7t ? a(2a - c¢) °
2 1).
Entonces IIéI ~ eB si y s6lo si (%?) (n+l) (%—)(n+ ) B. Esto vale
exactamente cuando
(7) (2a/£)? = (a/0)®.

Sea B = B(a/L) el nfimero en (0,1) para el cual se da la igualdad
(7). Si a/£+1/2 entonces B+0, y esto implica la tesis i).

Demostracién de ii). Sea 0 < e < 60 - 8 Definimos n = n(e) por

1
medio de las siguientes desigualdades:

=2 - 6.

-n _
2 6, - 6n+1) a cn+1 <e <Cn n-1 n

n

La medida de Ié es seguramente mayor que: (1/2).suma de las 4reas
de las cruces que aparecen en los pasos n+l1,n+2,... . Es decir,

2

' n+l_2 _
(8) 101 > (1/2) .47 al = 2 67,
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Elijamos ahora 1los Gh, h=20,1,2,...:
(9) s, = 1/2(h + 1)Y/2,

Entonces tenemos: Gn—l - Gn = y/4(n + 6)1+Y/2, 0 <6 <1; y por lo

tanto: e < YZ_n/2n1+Y/2.

En consecuencia, n.1n.2 <1n 1/e, y de (8) sigue que

|12] > 2.62 = 172 + DY > [(An 2)7/ 2™ /|;m ¢|". qED.

3. POLIGONALES.

Sea J una curva de Jordan, D = D(J) su interior y p un nGmero no
negativo. Definimos:

Dp = {x: dist(x,D) < p} , Dp_ = {x: dist(x,D) < p}.

Es fdcil demostrar las siguientes relaciones

(i) D, _=9 , D,=D=DuUJ,

(ii) Dp_ - Dp C D(p+e)— si >0,

(iii) Dp = {x: dist(x,D) < p} , Dp_ = {x: dist(x,D) <pl} ,
(iv) Dp =D, U {x & D, : dist(x,J) < p}.

Sea {S(l),...,S(m)} una coleccibén de segmentos cerrados finitos de

extremos a(i),b(i), i = 1,...,m. Si para todo i = 1,2,...,m-1,
b(i) = a(i+1), entonces diremos del conjunto T = ,31 s que es
i=

una poligonal. Y si ademds b(m) = a(1), diremos que T es una poli-
gonal cerrada. Si la poligonal cerrada T tiene la propiedad que 1la
interseccién de dos lados cualesquiera es a lo sumo un vértice de
ambos; diremos que T es una poligonal cerrada en sentido estricto.
Una poligonal cerrada en sentido estricto se dird simple si coin-
cide con una curva de Jordan. Llamaremos convexa a aquella poligo-
nal simple que defina junto con su recinto interior un poligono
convexo.

Sea L una poligonal convexa y D = D(L); |D| la medida plana de D y
[L] 1a longitud de L. Para todo r positivo es fdcil ver que vale

(10) ' ID_| = |D| + [LIT + =r2.

r

En particular tenemos
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(n Ip__| <ID| + WIr +wr? , r>o0.
Si en lugar del recinto D tuviéramos un segmento cerrado finito %
también podriamos definir Qr_ seglin (iii) y obtendriamos

=2[2) r + nrz.

(12) el

PROPOSICION 1. (11) vale aun para poligonales simples.

Demostracidn. Sea L una poligonal simple cualquiera. Demostraremos
pof induccién sobre n, el nfimero de lados (vértices) de L. La pro-
posicidén vale, por lo dicho arriba, para n=3. Sea n > 3. Existe un
segmento ¢ interior a D cuyos vértices coinciden con vértices de L
(cf.[Bl, p.22). Sean D; y D, los dos recintos poligonales en que %
divide a D. Entonces, [D| = |D,| + |D,]| y Dy oo N Dy r- 2% s

r—
(cf.Fig.2). Luego,

DI = D

r- l,r—l lDZ,r-' IDl,r— n‘D2,r-| <

< [Dy] + [L,Ir + mr? o+ [D,| + [Lydr + mr? - (21t + nr?) =

= |p| + (L] © + mr?, QED.

Figura 2

El teorema de Steiner que queremos demostrar dice asi:

TEOREMA 2. Sea J una curva de Jordan rectificable y D = D(J). En-

tonces sz r > 0,

(13) Ip_| < |p| + [Ir + mr’.
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L. PLURIPOLIGONALES.

A un continuo P se le llamari pluripoligonal si P = L, donde

"
Nl
—

Li es una poligonal simple de interior Di tal que

i) D, n Lj = @ para todo i,j,
ii) Li N Lj es vacio o un vértice de ambas,

n —_— —_
iii) E:=_ﬂ1 C(Dj) = C(‘ﬁ1 Dj) es un dominio, (ver Fig.3).
= J=

ﬂ?

Figura 3

Las siguientes proposiciones aclaran los alcances de esta defini-
ciodn.

n
PROPOSICION 2. j) S%Z P es una pluripoligonal, P = 'Ul Li’ entonces
v i=
los dominios residuales de C(P) son: D.,...,D ,E.
1 n
ji) Todo continuo subconjunto de P de la forma P = 'gI Lj es una
ie i

pluripoligonal.

Demostracidn. j) sigue inmediatamente, y jj) quedari demostrada si

iel
dos abiertos, El’ EZ’ no vacios, disjuntos, tales que E = E1 V] Ez'

probamos que E = C( U ﬁs.) es conexo. Si no fuera asi existirian
. 1

El dominio residual E estard contenido en E& o en Eé. Supongamos
E C El y Lj ¢ P. Como Lj C E resulta Lj C‘Ei y por lo tanto:
L; N E c El' Entonces no puede ocurrir que Dy C Eé. Luego ﬁj NEc

~

C El y sigue que E, = 0. QED.

n
Al conjunto abierto 'Ul Di lo 1llamaremos el Znterior de P y a E el
1=

exterior. De la pluripoligonal P diremos que es una subplurigonal
de P. Otra idea que queremos introducir es la de engrosamiento de
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una pluripoligonal. Dada la pluripoligonal P, sean Al""’Ak los
vértices de P que pertenecen a mis de una poligonal-Li. A vértices

de esta naturaleza los llamaremos multivértices. Sean Cl""’ck

cuadrados abiertos de difdmetros menores que d(P), donde d(P) es 1la
menor distancia entre un vértice de P y los lados que no concurren
a. €1. Los centros de"Cl,...,Ck serin Al”"’Ak respectivamente. El

engrosamiento de P es, por definicién, el contorno de la regién

n k a
Y Di U U ¢ Lo denotaremos con P.

i=1 j=1 3’

PROPOSICION 3. ﬁ_es una poligonal simple.

-~

Para demostrarlo basta ver que P es una curva de Jordan. Esto lo
veremos junto con otros detalles enseguida. La proposicifén implica
que P es una poligonal cerrada en sentido estricto.

n

PROPOSICION 4. Sea P = 191 Li una pluripoligonal con multivértices
AI’AZ""’Ak' k > 1. Existen dos subpluripoligonales PI y PII.taZes
que: P, UP,. =P, P, NP = {A}.

DEMOSTRACION DE LAS PROPOSICIONES 3 Y 4: Podemos suponer sin pérdi-
da de generalidad que la poligonal simple.L1 contiene al vértice
A, y que Lj+1.n (L1 U...U Lj) # 0, 1<j<n. Entonces los con-
1
tinuos Pi = _U1 Lj, i=1,2,...,n, son pluripoligonales y Pn =P,
j=
(Prop.2).

-~

Sean Pl""’Pn’ engrosamientos de los mismos con cuadrados de igual

-~

didmetro y menor que d(P)., Supongamos que Pi,...,Pe, 1 <e <n,
sean poligonales simples. Para que esto mismo ocurra con 5e+1 bas -
tard ver que:

*) el poltgono Le ge adhiere a la poligonal Pe en un sélo vérti-

+1

ce.
»

. . b
Si esto no fuera asi el:continuo Pe u (L N exterior de Pe) ten”

e+l
dria un dominio residual acotado cuya frontera (poligonal) tiene

segmentos contenidos en Pe y segmentos en L Este dominio acota-

e+l’

n
do no esti incluido en ‘Ul Di' Por lo tanto posee puntos de E. Lue-
i=

go, E no puede ser conexo e infinito. Contradiccién.

~ .
De *) sigue que P es una poligonal simple. En consecuencia, tam-

e+l
bién ﬁn = P es una poligonal simple, y -queda probada asi la propo-
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sicién 3.

Si quitamos L1 a P, la unién de los Lj restantes se descompone en
componentes conexas que son'pluripoligonales. Denominaremos PI a
aquélla que contiene al vértice Al' Sea PII = Li U restantes compo-
nentes conexas. .

Entonces PN (PII\LI) =0,y P, N P..= P. N L, = {Al};mr *), QED.

n
L; una pluripoligonal. Si [Pl = § [L,]

PROPOSICION 5. Sea P = .6
i= i=1

n
D] = } ID;| entonces para todo r > 0 vale
i=1

1

(14) [D_ | < |D| + [Plr + =r2.

r-

Demostracidn. La proposicién 1 implica que (14) vale si n=1. Supon-
h .

gamos que vale para todo n < h y sea P = 191 Li‘ Entonces, usando

la descompbsicién de la proposicién 4, resulta (ver Fig.4):

2

ID,_ I <Dy I+ 1Dy ] -7 <

< (IDg] + [P lr + mr?) + (D1 + [Prdr + mr?) - nr? =

= |D| + [Plr + mr2. QED.
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5. VAINA POLIGONAL.

m-1
Sea T = U [a,,
i=0 1

ai+1] una poligonal cerrada en sentido estricto.

Como T es un continuo, C(T) tiene sus dominios residuales simplemente
conexos, (IN], p.144). Sea E la componente de C(T) no acotada. Lla-
maremos vaina poligonal de T, V(T), a la frontera de E. Entonces V
es un continuo, ([N], p.144). En realidad es el continuo que '"mejor
cifie" a T, (cf.Fig.5).

\\
[ ettt |

>

Commmm———

Figu;a 5
TEOREMA 3. V es una pluripoligonal.

1.

. v
Demostracidén. V estd formada con lados de T: V = U [a. ,a,
i=1 Ji Ji+1
Cada uno de estos 1-simplices es 1imite, por uno de sus lados al
menos, de puntos de E. C(V) consta de un nGmero finito de dominios

residuales acotados: Dl,...,D y de uno no acotado que coincide

n’
con E.

Di es un abierto simplemente conexo cuya frontera es una poligonal
simple, Li’ formada por lados de T que pertenecen a la frontera de E.
Por lo tanto dos dominios residuales de contornos Li’Lj’ no pueden

tener un lado comfin. Y en caso de poseer vértices en comin s6lo po-
dridn tener uno pues en caso contrario ﬁi U ﬁj desconectaria al con-

junto E.

n —
Por otra parte si D = 'Ul Di’ E C C(D). Para demostrar que V es una
1= . .
pluripoligonal sélo resta ver que E D C(D). Y para ello es suficiente
mostrar que ningdn 1-simplice [aj )85 +1] es limite por ambos lados
i i

de puntos de E. Sea Qo un 1-simplice de V, que podemos suponer sin

pérdida de generalidad que es [ao,all. La poligonal T es parametri-

zable con un pardmetro t variando en [0,1] y de manera que t crezca

estrictamente al pasar de un punto a otrode T en elsentido impuesto



103

por los vértices: Y L R Esto puede lograrse pues T es cerra:
da en sentido estricto. Dado un punto x € T, designaremos con
t(x) ‘al menor valor del pardmetro en ese punto y con t(x) al mayor.
Obviamente, t(x) = T(x) excepto para los vértices a los cuales con-
curren mds de dos lados y para a, (T(ao) =1, t(ao) =0).

Sea 21 = [ar,ar+1] el lado de T tal que T(al) = inf{t(x): x € 21}.

Entonces: Qo n 21 = {al} , T(ar+1) > r(al).

Si a1 # a podemos repetir el proceso, y asi llegamos finalmente
S,as+1] » a,,, = a,. Entonces

J = {Qo,...,Qm} describe una curva de Jordan.

a a, con un segmento £ = [a

Como J C T, el interior de J no tiene puntos en E. Por lo tanto es-
td contenido en C(E) = DU V.

Como V es nunca denso, QO es limite de puntos de D. QED.

6. DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.

Dado € > 0, existe un abierto acotado O tal que: 0 D> D, |JO\D| <«

y la distancia de cualquier punto de J a C(0) es menor que €. Reti-
culando el plano con cuadrados de lado suficientemente pequefio me-
nor que e, cubriendo D con aquellos que lo intersecan y conectando
las poligonales que en nidmero finito forman lu frontera de la unidn
de esos cuadrados puede demostrarse que existe un tal O que ademds
es simplemente conexo con frontera poligonal, (cf.[N], Cap.V,VI)

Supongamos dada una parametrizacién de J de manera que cuando t
crezca de 0 a 1, x(t) recorra J, x(0) = x(1).

Dada una particién P = {to,tl,...,tN} de [0,1], a ella corresponde

N-1
una poligonal cerrada: T(P) = jgo [aj,aj+1] donde aj = x(tj) € J.

Tomando esa particidén bastante fina podemos suponer que T, = T(P)
verifica:

i) T, cko
ii) [T,] > ] - ¢

iii) cualquiera sea i, el arco que une a; con a tiene longitud

i+l
menor que inf(d,e/2), siendo d la distancia de J a C(0).

Es fdcil ver que i) es consecuencia de iii).

Diremos que T1 es un refinamiento de T° sobre J si T1 = T(Pl) con

Pl D P. Como todo refinamiento de To verifica ii) e iii) vale:

iv) para todo refinamiento de TO vale i).
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Mostraremos a continuacién que hay un refinamiento de To, Tl: tal

que T, = igo [c;:C441] ¥ todo lado de T, satisface la siguiente
propiedad:

v) si [Ci’c 1 no estd contenido en J entonces no es paralelo a

i+l
ningln otro lado de Tl'
Entonces T1 satisfard i)-v). Con lo que en particular quedari pro-

bado que J es aproximable por poligonales que satisfacen esas cin-
co propiedades.

Admitamos la existencia de una tal poligonal T, por un momento. Si
dos lados de T1 se intersecaran en mids de un punto serian paralelos

por lo que necesariamente estarian contenidos en J. Pero entonces
podrdn tener en comlGn a lo sumo un punto. Es decir, si agregamos a
Tl como vértices todas las intersecciones entre lados, obtenemos

una poligonal T cerrada en sentido estricto que puede pensarse COmo
un refinamiento de T1 sobre si misma.

Para demostrar la existencia de Tl’ y por lo tanto la de T, basta

demostrar la siguiente proposicién:

*%) dado el lado 2 = [am,am+1] de To, no contenido enteramente en
J, es posible encontrar puntos s; € (tm,tm+1), t, <s; < Sy e- <
tales que todo lado de

< s <t

[am,x(sl)] U [x(sl),x(sz)] Q oo U [x(sk),ém+1],

o estd contenido en J, o no es paralelo a ningilin segmento contenido
en J ni a ningdn segmento [ao,all,...,[am_l,am].

Demostracidn de **): si £ N J es un segmento con extremo a oa .,

el resultado sigue inmediatamente, (cf.Fig.6). Si el arco X de J de
finido por los puntos {x(t); t, <t< tm+1} contiene un segmento in

terior, digamos [bl,bzl = {x(t); t, <w, <t<w, < tm}, el resulta

do se reduce a los ya tratados.

’ Figura 6
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Supongamos ahora que ese arco no contenga ningln segmento incluido
en J. Sea a(t) la pendiente del segmento [am,x(t)], y B(t) 1la del

segmento [am+1,x(t)], x(t) € X. a(t) y B(t) son funciones continuas

de t € (tm,t Hay un nlimero a lo sumo numerable de valores:

m+1)'
ul,az,...,sl,sz,... , que corresponden a pendientes indeseables. Si
él conjunto u'l(aj)'(o el conjunto B'I(Bi)) contuviera un segmento
esto implicaria que X contendria un segmento, contradiccién. En con
secuencia, H = U a'l(aj) U v B'I(Bi) es un conjunto de primera ca-
tegoria. Luego, existe t € (tm,tm+1)\H tal que B(t) y a(t) corres-
ponden a dos segmentos, [am,x(t)] y [x(t),am+1], que satisfacen los

requerimientos de la proposicidn **), QED.

Sea V la vaina poligonal de Ty p > 0. Entonces V C 0. Si F es la
unién de los dominios interiores de la pluripoligonal V, tenemos
(cf£.T.3 y (14)):

(15) |F,_| < IF| + Ip + mp® < [o| + [T]p + mp?,
y por lo tanto que:
(16) |F__| < (D] + &) + Wlp + mp?,

pues |J| = |D\ D| = 0.

Sea q = p - 3¢, 0 < e <p/4. Supongamos por un momento la siguiente
relacién que demostraremos enseguida:

17 c .
(n D CF,_
En ese caso,
(18) Dl <Dl + 3Ip + m? + €.
Haciendo €40 se obtiene de (18) la siguiente desigualdad:

(19) Ip,_| <Ip] + wlp + m?.

Sea finalmente r = lim+pn. Entonces Di = lim+Dp _y (13) sigue de
(19). "

Veamos ahora una demostracién de (17). Sea
D' = {x € D: dist(x,J) > 3¢}.
Si x € D', el indice de x respecto de J es no nulo: WJ(x) # 0. De

la construccién de T sigue entonces que si recorremos esta poligo-

nal segn la direccién impuesta por J a los vértices de T obtenemos:
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WT(x) = WJ(x) # 0. Pero si x € E, la componente infinita de C(T),
W (x)

'y sigue que:

0. Esto prueba que D' N E = @. Por otra parte: D' N T = @,

(20) -+ D' CF.

q

SiD ¢ Fp_ existiria y ¢ FP- pero tal que y € Dq_\D'. En este ca-
So0: digp(y,?) > p. Sea j € J. Entonces existe m € T tal que

dist(j:ﬁ) <e/2. Como T C F entonces m € F y tenemos:
dist(y,j) > dist(y,m) - dist(j,m) >p - /2.

Luego,

(21) dist(y,J) >p - €.

Si y ¢ D, dist(y,J) = dist(y,D) <p - 3e, contradiccién. Si y €D,
dist(y,J) < 3ec. De esto sigue: p < 4e, lo cual es imposible y por
lo tanto (17) queda demostrada. QED.
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