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CONVERGENCIA DE POLINOMIOS DE MEJOR 1P-APROXIMACION
SOBRE UN CONJUNTO FINITO DE PUNTOS REALES

Miguel Marano y Héctor Cuenya

1. Sea A = {xij}, 1<1i<s, 1< § m,, ; m, = k, un conjunto de

k puntos de R y sea f(x) una funcidén real definida en A.

Para 0 < p < o consideremos un polinomio PA(x) = PA(f,p,x) que me-

jor aproxima a f(x) entre todos los polinomios Q(x) de grado a lo
sumo r-1 (r < k) con respecto a la métrica ‘

= - P )
d, (£,Q) gg Wijlf(xij) Q(Xij)| 0 <p <1
) 1/ .
d (£,Q) = (zz Wil £ -0 DI P 1 <p <
d (£,Q = Mf)J( {w, 1f(xij)'Q(Xij)|} p=-
donde w, . = wij(A) > 0 para todo i,j ¥y Eg = 1.

En este trabajo estudiaremos el comportamiento de PA(x) cuando 1los
k puntos xij se aproximan a s puntos fijos uy de R (k es fijo).
Llamemos Yy T ¥é§ Ixij-uil' Mis brecisamente, encontraremos condi-
ciones sobre 1a,funci6n f(x), los pesos wij y la forma de aproxima-
cién de 105‘punto‘sxij que aseguren la convergencia de PA(x) a un
polinomio Po(x) cuando Ya tiende a cero. En todo este trabajo la

convergencia de polinomios se entenderd como sigue: Cada vez que
para todo conjunto A tengamos definida una familia de polinomios
QA(x), diremos que QA(x) converge cuando Y, * 0 a Qo(x) si dado

£ > 0, arbitrario, existe 6§(e) > 0 tal que si Y, < & entonces
IQ(R)(O) - Q(z)(O)I <e para todo £ = 0 y todo Q, en la fam111a

Nuestro andlisis se basarid en la condicién alternante de f(x)-P (x)

DEFINICION. Se dice que una familia g(x) oscila en los puntos

Zyseees2y de su dominio de definicidén si

g(zi) = (-1)i|g(zi)[ para todo 1 <is<m
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o bien g(zi) = (—1)i+1|g(zi)| para todo 1 <1 <m.

La oscilacién se dice estricta si ademis g(zi) # 0 para todo i.

Motzkin y Walsh [1], y posteriormente Rice [2] con mds generalidad,
han probado la oscilaci6én en r+1 puntos de f(x)-P,(x) para las mé -
tricas aqui consideradas. Mds atdn, la oscilacidn resulta estricta
para 1 < p <« mientras que para 0 <p < 1 se asegura la existencia
de r ceros de f(x)-P,(x) en A. En todos los casos, si Dp(x) es el
. polinomio interpolante (de grado k-1).de f(x) en A, la oscilacién
de f(x)-P,(x) implica la existencia de T ceros (no necesariamente
en A) de DA(x)-PA(x).
En todo este trabajo haremos las siguientes suposiciones:
a) Tt =sq+7r'" donde 0<7r'<s y 0<gq <mi para todo i.
2 . ‘
b;) para v, > 0 Dg )(ui) > bl,i 1<i<s , 0<28<q-1.
bz) para Y, > 0 Dil)(ui) estd acotado, 1 <i<s , &=0.
bl) y bz) equivalen a
s

€) 510,00 = I Geup Q0 * Ry(x) = 6,00 + RGO

grado (RA(x)) < qs, entonces cuando Yy 0 RA(x) -> Ro(x) y

QA(x) estd uniformemente acotado sobre compactos, donde Ro(x)

estd determinado por las qs condiciones

1) - : _
R0 (ui) = bz,i 1<i<x<s 0 <2 <q-1.

NOTA. Si q=0, en todos aquellos casos en que el rango de los indi-
ces sea vacio, debe cancelarse la correspdndiente expresién o con-
dicién. Asimismo, los polinomios que resulten de grado menor que
cero deben considerarse polinomios nulos.

Conviene observar en este momento que en virtud de la invariancia
por traslaciones de la métrica dp, es

(M P,(£,p,x) = R, (x) + P,(G,,p,X)

2. CASO s =1,
TEOREMA 1. Para 0 <p <=, es 1lim PA(f,p,x)'= Rd(x) cuando Y, > 0.

Dem. Sea PA(x) = PA([x-uI]rQA,p,x). Por (1) basta probar que
1im PA(x) = 0 cuando YA‘» 0. PA(x) es un polinomio interpolante de
GA(x) en r puntos del intervalo [ul-yA,u1+YA]. Llamemos IA(GA) a

este polinomio interpolante. Luego
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k-r-1 () . j+r
IA(GA) = J'ZO (QA (ul)/Jl)IA((x'»ul) )'

Un resultado cldsico afirma que IA((x—ul)j+r) + 0 cuando Yy 0

para 0 < j < k-r-1. De aqui y de la hip6tesis sobre Q4 (x) queda de-
mostrado el teorema. :

3. CASO s > 1.

Sean y.. 1 <i<s , 1<j<m puntos fijos de R, tales que
ij J i

y # yij‘ si j#j'. Agregaremos en este caso las siguientes supo-

ij |
siciones:

d) x.,. =u., + n,y

ij i 1<ic<s, (1 <j <m;, donde

ij

n, = YA/(bféJstijl)- )
sJ . - ,

e) wij estd acotado inferiormente cuando Yy 0 para 1 <i<s ,

1<j < m, ,
Ahora PA(x) = PA(GA,p,x) es un polinomio interpolante de GA(x) en

r puntos de un compacto fijo de la recta. Nuevamente como consecuen
cia de resultados cldsicos sobre polinomios .de interpolacién y la
hip6tesis c) referente a QA(x) sigue que PA(x) estd uniformemente

acotado sobre compactos cuando Yy > 0.

Tenemos que
dp(PA’O) < dp(PA’GA) + dp(GA’O) < ZdPCGA,O).

Como dP(GA,O) para 0 <p <1, o bien dg(GA,O) para 1 < p < » son

ambos O(yiq) sigue por suposici6én e) que para todo 1 < i <s es

= q . N
PA(xij)— O(YA) en q puntos arblgrarlos xij'
Desarrollando PA(x) en u, por la f6rmula de Taylor se deduce que
q-1
L q
220 3piNaYij = 00vy).

Resolviendo este sistema lineal no singular en las q incégnitas
% R ‘
ag;N, sigue que

(2) Cay; =008 o<e<ql, 1<iss.
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3a. CASO r' = 0.
TEOREMA 2. Para 0 <p <, lim PA(f,p,x) = Ro(x) ceuando Yp 0.

Dem. Si PA(x) = PA(GA,p,x), otra vez por (1) es sufiéiente probar

que 1fm P,(x) = 0 cuando vy, + 0. Esto Gltimo es asi porque P,(x)
tiene grado a lo sumo gqs-1; luego esti determinado por las.qs con-
diciones (2), por lo cual queda demostrado el teorema.

3b. CASO r' > 0.

Agregaremos en este caso, de solucibén mis dificil, las siguientes
suposiciones:

f) 1lim QA(x) = Qo(x) cuando Yy * 0.

g) 1lim Wij(A) = wg. # 0 cuando vy, > 0 para todo i,j.

J
Escribamos s
P,(x) = P,(G,,p,Xx) = iEI(X‘“i)qQX(X) *RE(X) 5
- r'-1 h
donde grado(R}(x)) <qs vy QF(x) = ¥ A, (A)x7
) h=0

Por (2) ‘Rz(x) + 0 cuando Yy 0.
= q q
Es GA(xij) ai(nAyij) +o(yy) ¥
it L q q
donde para 1 <i<s , 0 <2 <gq-1 es ag; = ali(A).=

- @R P @ rg, oy = (/e Qg f e Py -

Q) T (ugug )% y by = by (A) = (1/ab) (@) K Gxouh) Py =

Qjluy) |1 (ug-u; )9
i'#i

' s
TEOREMA 3. Para 1 <p < , 1im P,(f,p,x) = Ry (x) + Q§(x) = x-uy)?
i=1
cuando Yy > 0, donde Qg(x) es el polinomio determinado por la con-
dicién de hacer minima la expresidn
DBy 1 Jugoug [PQpuy) - L) |P 1 <p <

i i'#i

) Mix {B; T |ui—ui,|q|Q0(ui) - L)l p=-
i iv#i : :
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entre todos los polinomios L(x) de grado-a lo sumo r'-1, y donde

para todo 1 < i <s B, es el valor minimo de la expresidn

mj 0 |
qQ _ 7 P . ©
321 Wij|}’ij T(yij)l 1<p<
0 q - =
o M?x {wij]yij T(yij)l} p=-

alcanzado entre los polinomios T(x) de grado a lo sumo q-1.

Demostracidn. Supongamos 1 < p <. Si p== todos los siguientes re-
sultados valen igualmente mutatis mutandis.

Tenemos que s
1
d,(6,,P)/nf = (1 A /P 4 o(1)., donde

i=1
my q-1
= = 0 q q 2P
Ay = A Ogh0g5) Z wiglogyss bi¥ij Z % iYijl y
j=1 2=0
= £-q
“pi T BNy -

Obviamente, los r pardmetros {Xh,azi} estidn determinados por PA(x).

No obstante , supongamos ahora que ellos varian libremente. Sea A0 el

valor minimo de EAi alcanzado en, digamos, {Ag,agi}
i

que podemos construir un polinomio PX(x) de grado r-1 tal que

Estd claro

%) /09 = ALl/P
dp(GA,PA)/nA A0 +0(1).
Luego tenemos que
q a _ Al/p 0a \
dp(GA,PA)/nA < dp(GA,PX)/nA = A0 + 0o(1) < dp(GA,PA)/nA + 0(1).

q L/p
Por lo tanto dp(GA,PA)/nA > A0 cuando Yy 0.

Daremos ahora una estimacidén mis precisa de AO. Fijados valores ar-

bitrarios Xh, 0 <h<r'-1, el valor minimo de § Ai(xh’azi) en
i

los pardmetros a,; es la suma de los valores minimos de Ai(X£,a2_)
. 1

para cada i, alcanzado en, digamos, azi

Tenemos que para cada i

- - - i - _ P
Ai(lh,azi) {ai bi(kh,...,xr,_l) Bi'

(Observar que la dependencia de Ezi es - a través de Bi).

Ahora bien, si tomamos X£ = Ag » 0 <h <r'-1, sigue como consecuen

cia de que Bi no depende de A, que A0 debe ser el valor minimo so-

bre los parédmetros Ay de la expresidn
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3y §Bi|ai by (Aghee o IP =
- E B, A nju,-ug, [PYQy(uy) - Lu)|?

dlcanzado entre todos los polinomios L(x) de grado a lo sumo r'-1.
Luego {Ag,...,kg,_l} debe ser un minimo de (3). Si 1 <p <« este
minimo es dnico (también si p=«). Por consiguiente {Ah,azl} es tam-
bién minimo ‘dnico de ; Ai(Ah,azi); En este caso afirmamos que Qz(x)

converge a Q%(x) = Y Agxh cuando y, > 0.
h

En efecto, si asi no fuera, como los coeficientes Ah(AJ, uli(A) es-

tdn acotados, existiria una sucesién 'yA + 0 con n > «» tal que
n
1 1 P
Ah(An) > Ah y aZi(An) > 0g. con n >, donde para algun h es

'A; # g. Luego, por la continuidad de d (G PA)/nz én los pardme-
tros A Oy resultaria A0 = g Ai(kh,azi), imposible.

El teorema queda asi demostrado.
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