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1. Sea A = {x~J'}' 1 ~ i ~ s, 1 ~j ~m., L m. = k, un conjunto de . ~. ~ 
, ~ 

k puntos de R y sea f(x) una funci6n real definida en A. 

Para 0 < p ~ ~ consideremos un polinomio PA(x) = PACf,p,x) que me

jor aproxima a f(x) ent're todos los polinomios Q(x) de grado a 10 

sumo r-l (r < k) con respecto a la metrica 

d (f,Q) 
P 

d (f,Q) 
P 

d (f,Q) 
P 

H w .. lf(x .. )-Q(x .. )I P 
ij ~J ~J ~J 

en w .. lfex .. )-Q(x .. )I P)I/ p 
ij ~J ~J" ~J 

Max {wijlf(xij)-Q(xij)l} 
i,j 

o < p < 1 

p = '" 

donde wiJ' = wiJ.(A) > 0 para todo i,j Y LL w .. = 1. 
ij ~J 

En este trabajo estudiaremos el comportamiento de PA(x) cuando los 

k puntos x .. se aproximan a s puntos fijos u; de R (k es fijo). 
~J • 

Llamemos YA = M4x Ix .. -u.l. Mas precisamente, encontraremos condi-
i, j ~J ~ 

ciones sobre la funci6n f(x), los pesos w .. Y la forma de aproxima
~J 

ci6n de los' puntos' x .. que aseguren la convergencia de PA(x) a un 
• ~J 

polinomio Po(x) cuando YA tiende a cero. En todo este tr*bajo la 

convergencia de polinomios se entendera como sigue: Cada vez que 
para todo conjunto A tengamos definida una familia de polinomios 

QA(x), diremos que QA(x) converge cuando YA ~ 0 a Qo(x) si dado 

E > 0, arbitrario, exist~ 6(£) > 0 tal que si YA < 6 entonces 

I QlR,) (0) - QciR,) (0) I < £ para todo R, ;;> 0 y todo QA en la familia. 
, 

Nuestro analisis se basara en la condici6n alternante de f(x)-PA(x). 

DEFINICION. Se dice que una familia g(x) oscila en los puntos 

zl' ... ,zm de su dominio de definici6n si 

g(z.) = e-1)i1g(z.)1 
~ ~ 

-
flara todo 1 ~ i ~ m 
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o bien para todo 1 ~ i ~ m. 

La oscilacion se dice estricta si ademas g(zi) f 0 para todo i. 

Motzkin y Walsh [1], y posteriormente Rice [2] con mas generalidad, 

han probado la oscilaci6n en r+l puntos de f(x)-PA(x) para las me
tricas aqui consideradas. Mas aun, la oscilacion resulta estricta 

para 1 < p ~ 00 mientras que para 0 < p < 1 se asegura la existencia 

de r ceros de f(x)-PA(x) en A. En todos los casos, si DA(x) es el 

polinomio interpolante (de grado k-l) de f(x) en A, la oscilacion 
de f(x)-PA(x) implica la existencia de r ceros (no necesariamente 

en A) de DA(x)-PA(x). 

En to do este trabajo haremos las siguientes suposiciones: 

a) 

b l ) 

b 2 ) 

r = 

para 

para 

sq + r' 

YA .... 0 

YA .... 0 

donde o ~ r' <s y 0 

DY)(U i ) .... b R, . 1 ~ i 
, J. 

D~R,)(ui) esta acotado, 

~q <m. para todo i. 
J. 

~ s 0 ~ R, ~ q-1. 

~ i ~s R, ;;.. o. 

b l ) y b 2) equivalen a 

c) 
s 

si DA(x) = 11 (x-u·)qQA(x) + RA(x) = GA(x) + RA(x) , 
i=l J. 

grado (RA(x)) < qs, entonces cuando YA .... 0 RA(x) .... Ro(x) y 

QA(x) esta uniformemente acotado sobre compactos, donde Ro(x) 

esta determinado por las qs condiciones 

(R,) _ 
Ro (u.) - b n • 

1. )(",l. 

NOTA. Si q=O, en todos aquellos casos en que el rango de lo~ indi
ces sea vacio, debe cancelarse la correspondiente expresion 0 con

dicion. Asimismo, los polinomios que resulten de grado menor que 
cero deben considerarse polinomios nulos. 

Conviene observar en este momenta que en virtud de la invariancia 

por traslaciones de la metrica d p ' es 

2. CASO 5 = 1. 

TEOREMA 1. Para 0 < p .~ 00, es lim PA(f,p,x) = RO(x) auando YA .... O. 

Dem. Sea PA(x) = PA([x-u1]rQA,p,x). Por (1) basta probar que 

lim PA(x) = 0 cuando YA .... O. PA(x) es un polinomio interpolante de 

GA(x) en r puntos d,el intervalo [u1-yA,uI+YA] . Llamemos IA(GA) a 

este polinomio interpolante. Luego 
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.+ 
Un resultado cHisico afirma que IA ((x -u 1) J r) .... 0 cuando Y A .... 0 

para 0 ..; j ..; k-r-1. De aquf y de la hip6tesis sobre QA(x) quedade
mostradoel teorema. 

3. CASO s > 1 • 

Sean y ij .s;;; i ..; s , 1 .s;;; j"; mi puntos fijos de R, tales que 

y .. ; y .. , si j;j'. Agregaremos en este caso las siguientes supo-
1J 1J 

siciones: 

d) X ij = u i + TJAYij .s;;; i ..; s , /1 ..; j ..; mi , donde 

TJA = yA/(M'xly .. I). 
e) 

i,j . 1J /' 

w .. est' acotado inferiormente cuando YA .... o para 1 ..; i ..; s , 
1J 

..; j ..; mi ' 

Ahora PA(x) = PA(GA,P,x) es un polinomio interpol ante de GA(x) en 

r puntos de un compacto fijo de la recta. Nuevamente como consecue~ 
cia de resultados cl'sicos sobre polinomiosde interpolaci6n y la 
hip6tesis c) referente a QA(x) sigue que PA(x) esta uniformemente 

acotado sobre compactos cuando YA .... O. 

Tenemos que 

Como dp(GA,O) para 0 <p<l, 0 bien d~(GA'O) para 

ambos O(yrq ) sigue por suposici6n ~) que para todo 

Desarrollando P A ex) en u. por la £6rmula de Taylor 
1 

q-1R. R. 
L an.TJAY .. = o(yAq )· 

R.=O ",1 1J 

..; p ..; 00 son 

..; i ..; s es 

se deduce que 

Resolviendo este sistema lineal no singular en las q inc6gnitas 
~ aR,iTJA sigue que 

(2) o ..; R, ..; q-l , 
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3a. CASO r' • O. 

TEOREMA 2. Papa 0 < p < =, lim PA(f,p,x) = Ro(x) auando YA ~ o. 

Dem. 5i PA(x) = PA(GA,P,x), otra vez por (1) es suficiente pr6bar 

que 11m PA(x) • 0 cuando YA ~ O. Esto ultimo es as! porque PA(x) 
tiene grado a 10 sumo qs-l; luego est§. deterininado por las., qs con
diciones (2), por 10 cual queda demostrado el teorema. 

3b. CASO r' > o. 

Agregaremos en este-caso, de soluci6n m§.s dificil, lassiguientes 
suposiciones: 

g) Hm wij (A) W? '" 0 cuando YA ~ 0 para todo i,j. 
1J 

Escribamos s 
PA(x) • PACGA,P,x) = n (x-u.)qQ*(x) + RA*(x) { 

i-I 1 A 

donde grado(R!(x)) < qs y 

Por (2)R!Cx) ~ 0 cuando YA ~ o. 

Es 

PACXij ) 

donde para < i < s , 0 < ~ < q-l es a~i = a~i(A) 

(RA*)(~)(U.)/~i' Q. = (l/qi)(Q A (x-u.)q)(q)(u.) = 
• 1 • 1 0 i= 1 1 1 

QO(U.) ,II (u.-u.,)q y b. = b.(A) = (l/qi)(Q! IT (x-u.)q)(q)(u.) = 
1 i' fi 1 1 1 1 i=I 1 1 

s 
TEOREMA 3. PaZ'G! 1 < p < "" , lim PA(f,p,x) = R.oCx) + Q*oCx) IT (x-u.)q 

i=I 1 

auando Y A ~ 0, donde Q~ (x) es eL po Linomio deteZ'minado pop La aO.n-

diaion de haaeZ' m!nima La expZ'esion 

I B •. IT lu.-u.,lpqIQo(u.) - L(u.lI P 
i 1 i' fi 1 1 1 1 

1 <p <"" 

o p "" 
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entre todos Zos p6Zinomios L(x) de grado·a Zo sumo r'-l, y donde 

para todo 1 ~ i ~ s Bi es eZ va~or m!nimo de Za expresion 

m· 
l. 0 q , 1 p L w··1 y.. - T (y iJ') j=l l.J l.J 

, 
l<p<"" 

o Max {w?1 y~. - T(y .. ) I} 
j l.J l.J l.J 

p,=,"" 

aZcanzado entre Zos poZinomios T(x) de grado a Zo sumo q-l. 

Demostracion. Supongamos 1 < p < '''''. Si p="" todos los siguientes re
sultados valen igualmente mutatis mutandis. 

Tenemos que 

Ai = Ai (Ah,<xR,i) y 

_ 2-q 
<X2i - a 2i TJ A . 

Obviamente, los r parametros {A h ,<x 2i } estan determinados por PA(x). 

No obstante, supongamos ahora que ellos varian libremente. Sea Ao el 

valor minimo de ?Ai alcanzado en, digamos, {A~'<X~i} . Esta claro 
l. 

que podemos construir un polinomio P~(x) de grado r-l tal que 

dp(GA,p~)/TJl = A~/p +0(1). 

Luego tenemos que 

dp(GA,PA)/TJl ~ dp(GA,P1)lnl = A~/P + 0(1) ~ d p (GA,PA) lTJl + 0(1). 

Por 10 tanto dp(GA,PA)/TJl ~ A~/P cuando YA ~ O. 

Daremos ahora una estimaci6n mas precisa de Ao' Fijados valores ar

bitrarios I h , 0 ~h ~r'-l, el valor minimo de L A.(Ih ,<x 2 .) en 
i l. l. 

los paramet:os <X2i es la suma de los valores minimos de Ai (Ih ,<x 2i ) 

para cada i, alcanzado en, digamos, <X 2i . 

Tenemos que para cada i 

(Observar que la dependencia de <X2i es' a traves de Bi ). 

Ahora bien, si tomamos Ih = A~ , 0 ~ h ~ r'-l, sigue como consecuen 

cia de que Bi no depende de Ah que Ao debe ser el valor minimo so

bre los parametros Ah de la expresi6n 
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(3) 

alcanzado entre todos lospolinomios L(x) de grado a 10 sumo r'-l. 

Luego {Ag, ... ,A~'_I} debe ser un minima de (3). Si 1 < p < ~ este 
o 0 minimo es unico (tambien si p=~). Por consiguiente {A h ,a1i} es tam-

bien minimo 'unico de ~ Ai (Ah,a1i) ~ En este caso afirmamos que Q1(x) 

converge a,QS(x) = L A~xh cuando YA + O. 
h 

En efecto, si aSl no fuera, como los coeficientes Ah(A), a1i (A) es-

tin acotados, existi~la una sucesi6n + 0 con n + ~ tal que 

Ah(An) + A! Y a1i (An) + a~i con n + ~ , donde para algun h es 

A! y. A~. Luego, por la continuidad de dp(GA'PA)/nl en los 'parlme

tros Ah ,a1i , resultaria Ao = I Ai(A!,a~i)' imposible. 

El teorema queda asi demostrado. 
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