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1 .  C A S O  DE BANAC H .  

16 

Una aplicación T: X + X de un espacio métrico (X,d) en sí mis

mo, es llamada una contracción de X si d (Tx, Ty) � d (x,y) para 

cada x e y en X. 

El principio de Banach-Picard afirma: "Una contracción estric

ta de un espacio métrico completo deja un dnico punto fijo", o 

sea si para un k E [0, 1I, d (Tx, Ty) � kd (x,y) 'rJ x,y en (X,d) 

completo, entonces existe un dnico Xo E X tal que Tx
o = xo' 

Las contracciones pueden verse como un caso límite de contrac

ciones estrictas. Contraejemplos simples muestran que hipóte

sis restrictivas sobre (X, d) deben hacerse para asegurar puntos 

fijos, aproximarlos, etc. 

Dentro del cuadro de los espacios normados, una teoría sobre 

este tema se desarrolló en las décadas del 60 y 70 . Un resul

tado clásico es el teorema de Browder-Gohde-Kirk. 

(B-G-K) Una contracción de un convexo, cerrado y acotado de 

un espacio de Banach uniformemente convexo deja un punto fijo. 

Si observamos que todo espacio de Banach uniformemente convexo, 

tal LP (0 , 1 ) ó lP para 1 < p < +00, es reflexivo, el problema de 

extender (B-G-K) al caso de un Banach reflexivo está siempre 

abierto. 

Por otro lado una contracción de un convexo débilmente compacto 
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de un e spac io  d e  B anach no s iempr e  de j a  un punto f i j o . E s to 
ocurre  en LI ( 0 , 1) ,  donde Al spach ( [A] ) cons truye un e j emplo . 

E l  teorema ( B - G - K) e s  un caso  part icul ar de l  teor ema de  Kirk 

( [K ] ) : 

(K )  Una contracc i6n d e  un convexo déb ilmente  compac to con e s 
truc tur a norma l de  un e spac io de  Banach de ja un punto f i j o . 

porque. 

( i )  cuando un convexo aco ·tado y c err ado e e X con  (X, U . U ) de  
Banach t iene l a  prop iedad que  cada  subc onvexo c errado C 
d e  e admite  un x E C tal que sup Il x - y U < d iáme tro de  C ,  

y e:t 
s e  d i c e  que e t i ene e s truc tura norma l . 

( i i ) s i  eX, u • U) e s  uniformemente conv exo y C e X e s  convexo 
c errado y aco tado , la func ional H ( x) = sup U x - y U admi te  

ye:c 
un único  mínimo c en C ,  l l amado c e n t r o  de  C .  

S in embargo n i  l a  e s truc tura norma l , n i  l a  déb il  compac idad del 
dominio  son nec es ar ia s como ló mue s tra  e l  s i gu iente coro l ar io 
de  un teorema d e  Kar lov i t z . 

( Ka ) Una contracc i6n de · l a  bo l a  unidad c er r ada  de  tI de j a un 
punto f i j o . · 

E s tos  r e sul tado s mue s tr an que l a  pro p i edad d e  d e j ar punto s f i 
j o s  para l a s  co ntracc ione s e s tá l igada a l a  topo l o g í a  del  do 
m inio y a l a  mé trica  d e l  mi smo . Ademá s , en l o s  e spac ios  cl á 
s ic o s  L P ( 0 , 1) 6 tP < p < � s e  dan r e s pue s tas  po s it ivas y 
negat ivas  al  pro b l ema d e  tener e s ta  pro p i edad . 

2. CASO DE O RL I CZ. 

En un traba j o r ec ient e , ob tuv imo s r esul tado s s im ilar e s  al c a 

s o  de l o s  espac i o s  c l§ s icosde Lebes gue en e l  cuadro más ge 

neral d e  los espaci o s  d e  Or l i c z  ( [L - T] ) . 

Una fun c i 6 n  de Or Z i cz es  una · func i6n � : R+ � R+ crec iente , 
continua , e s tr ic tamente po s i· t iva en ( O  J�) ' nul a  y cont inua 
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en O .  

En un  e spac io  n con  una tr ibu A y una med ida �: A + R+ , e l  mo
du lar a s oc i ado  a � e s  la  func ional 

d e f inida par a x A -med ible  a valor e s  c omp l e j o s .  

El  "gra�" e sp ae i o  de Or l i e z  

e s  u n  e spac io  vec tor ial . L a  topol ogía def in ida tomando 
{x +r B� ( r ) ; T7 O }  como base  de  entorno s d e  l a  func ión x ,  donde 
B� ( r )  = {x; P� (X) .;;; r } , hac e de L� un e spac io vec tor ial  topo 
l óg ico . 

E l  "p e queño" e spae i o  de Or l i e z  

L� = { x ; p� ( tx)  < +00 , p a r a  todo t > O }  

e s  un  sub e spac io vec tor ial  c errado d e  L� . 

La  fun e i onal de  Min kow s k i v� (x)  = iní{A > O ;  p� (X/A)  .;;; 1 }  d ef i 

ne una norma e n  L� cuando � e s  c onvexa . E n  part i cular , par a 
n = {0 , 1 )  con  l a  �ed ida d e  Leb e s gue (ó n = N con l a  med ida que 
cuenta l o s  punto s )  y s i  � ( t) = tP , 1 .;;; p < +00 , el e spac io d e  

� P 
Orl ic z L P ( O , l ) ( ó  I�P (N) ) e s  el c l á s ico  LP ( O , 1 )  (ó IP ) .  

Supondr emo s s iempre  n = ( 0 , 1 ) ó n = N ó n = R .  

Traba j amo s con  do s noc ione s d e  c ontr ac c ión : T :  B e L� + B e s  
una p� - c ontr ac c ión s i  para x , y  en  B ,  p� ( Tx - Ty) .;;; p� ( x - y) , T e s  

v� - c ontrac c ión s i  v� ( Tx -Ty) .;;; v� ( x - y) . 

El  domin io B será  e s tre l lado con  r e sp ec to a un c entro u en  B ,  
o sea  ( l -A) u+Ax E B s i  x E B Y O .;;; A .;;; l . ' Además B s erá  T - com
pac to para l a  topología  T de  l a  convergenc ia en med ida . Una 

bo l a  B� ( r )  en l� e s  T -c ompac ta , a s í  extendemo s (Ka). Un sub 

conj unto T - c ompacto  d e  LP( O , l ) , 1 < p < 00 e s  déb ilmente  compa� 
to pero no l a  inver sa , l o  que hace  e s ta hipó te s is topo ló g i c a  
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más restrictiva que en (B- G - K) pero el dominio B es s 6 1 0  e s trell.!  
do , no  nec esar iament e c onvexo . Fina1m.ente un T-compac to , débil 

mente compac to de  L1 (O , 1) e s  compacto para l a  norma , as!  evita 

mo s e l  e j emplo  de  A1 spach. 

El re sul tado 'más s impl e e s  e l  

TEOREMA 1. Sea B u n  s ub c onjun to T-comp acto y e s tpe l l ado d e  L� 

que v e p�fi ca sup {p� (x) ; x E B} < +�. Sup ongamo s � s ubaditiva  y 
e s tp i c tame n te cpe c i e n t e  e n  R+. En tonc e s  una p�-aon tpa c c ión de 
B deja un  punto  fijo . 

Para e l  r e su1 tado s i gu iente introduc imo s modo s de crec imien 

to de � ,  diciendo qUe � tiene exponen tes de cpecimiento no nulos �i � es 

estrictamente creciente, no acotada en R+ y verifica para cada A E (0,1) 

1 imt sup � < 1 
� ( t) 

donde  t + +� s i  n = ( 0 , 1) ,  t + ° s i  n 

(1) 

N Y t + O Y +� s i  n = R. 

Además , e s  c l á s ica  l a  noc ión � v e ri fica l a  c ondi a ión �2 s i  en 
(1 ) el  l ími te super ior e s  finito para A = 2. 

TEOREMA 2. Se a B ·un s u b co njun to T-compaato y e s tpe l Z a do de L� 
que v e p i fica  sup{p� (x -y )  < +� , x , y E B }  < +�. Sup ongamo s que � 

ti ene  expo n e n t e s  de cpecimiento no nu lo s y que v e pifi c a  l a  a o ndi 

ción �2' En ton c e s  una p�-aon tpaaaión de B deja un pun to fijo . 

Introduc imo s ahora una condic ión s obre � insp irada d e  [B - L ] , 

� v e pifi ca BLk s i  

donde t converge como en (1) . 

TEOREMA 3. Se a B un  subconjun to T-compac to  y e s tp e lZado de L: . 

Supongamo s que � t i e n e  expo n e n t e s  de cpec imi e n to no nu l o s� que 

v e pi fi c a  la  oondi ción  BLk y papa el  mi smo k; 

sup{p� ( k (x -y) ) ; x , y  en B} < +�. En tonc e s  una p�-con t pa cción de 

B deja un pun to fijo . 
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Para v.p':contracc iones tenemo s el 

TEOREMA 4. Se a B c omo e n  eZ te o 1'ema 2 que adem4s v e 1'ifique pa-

1'a todo K E R+ 
sUp{p.p( K ( x - y); x , y  en B} < +00 

Y sup{V.p(x-y ) ; x , y en B} < +00 
Supongam o s  que  .p ve 1'ifia a  BLk pa1'a un k >  1. En to n a e s'una v.p

c on t1'aaci6n de B deja un  pun to fijo . 

Ej emplos t íp ic o s  de  func ione s .p para e s to s  re sul tados  son  
.pp ( t)  = tP , O < P � 1, �(t)  = �( tP) con � convexa y O < P < 1 .  

Contrar iamente  al  c a so d e  Banach , no e s  obvio d e  ver una con 

tracc i6n como l ímite  de  contracc iones e s tr ic ta s  en e s t o s  e spa 

cio s de  Orl ic z.  Por e j emplo  si  Rf e s  
'
l ocalmente  no aco tado , 

(.p ( t) = -l/l o g  t , O < t � l/e , .p ( t ) = te , t > l/e como un caso ) , 

entonc es  tocj.a p.p - contracci6n e s tr i c ta de una "bo l a" B.p(r )  e s  

cons tante. 

Finalmente  o tro probl ema abierto es encontrar un convexo c erra

do y acotado C de i2 tal que para cada renormamiento equivalen 

te de  i2 , cad a  contr�cc i6n de  C para el  renormamiento de j e  un 

punto f i j o .  
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