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CONTRACCIONES EN ESPACIOS DE ORLICZ
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Conferencia en honor del Dr. Mischa Cotlar

1. CASO DE BANACH.

Una aplicacién T: X » X de un espacio métrico (X,d) en si mis-
mo, es llamada una contraccidén de X si d(Tx,Ty) < d(x,y) para
cada x e y en X.

El principio de Banach-Picard afirma: "Una contraccién estric-
ta de un espacio métrico completo deja un dnico punto fijo'", o
"sea si para un k € [0,1], d(Tx,Ty) < kd(x,y) ¥ X,y en (X,d)

completo, entonces existe un Gnico x, € X tal que Tx, = x,.

Las contracciones pueden verse como un caso limite de contrac-
ciones estrictas. Contraejemplos simples muestran que hipdte-
sis restrictivas sobre (X,d) deben hacerse para asegurar puntos
fijos, aproximarlos, etc.

Dentro del cuadro de los espacios normados, una teoria sobre
este tema se desarrolldé en las décadas del 60 y 70. Un resul-
tado cldsico es el teorema de Browder-Gohde-Kirk.

(B-G-K) Una contraccién de un convexo, cerrado y acotado de
un espacio de Banach uniformemente convexo deja un punto fijo.

Si observamos que todo espacio de Banach uniformemente convexo,
tal LP(0,1) 6 &P para 1 < p < +=, es reflexivo, el problema de
extender (B-G-K) al caso de un Banach reflexivo estd siempre
abierto.

Por otro lado una contraccién de un convexo débilmente compacto
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de un espacio de Banach no siempre deja un punto fijo. Esto
ocurre en L1(0,1), donde Alspach ([A]) construye un ejemplo.

El teorema (B-G-K) es un caso particular del teorema de Kirk

([K]):

(K) Una contraccién de un convexo débilmente compacto con es-
tructura normal de un espacio de Banach deja un punto fijo.

porque .

(i) cuando un convexo acotado y cerrado C c X con (X,I.1) de

Banach tiene la propiedad que cada subconvexo cerrado C

de C admite un x € C tal que sup [x-yl < didmetro de C,
yeC

se dice que C tiene estructura normal.

(ii) si (X,l0.0) es uniformemente convexo y C C X es convexo
cerrado y acotado, la funcional H(x) = sup lx-yl admite
yeC

un Gnico minimo c en C, llamado centro de C.

Sin embargo ni la estructura normal, ni la débil compacidad del
dominio son necesarias como lo muestra el siguiente corolario
de un teorema de Karlovitz.

(Ka) Una contraccién de la bola unidad cerrada de et deja un
punto fijo.

Estos resultados muestran que la propiedad de dejar puntos fi-
jos para las contracciones estd ligada a la topologia del do-
minio y a la métrica del mismo. Ademds, en los espacios cli-
sicos LP(0,1) 6 2P 1 < p < » se dan respuestas positivas y
negativas al problema de tener esta propiedad.

2. CASO DE ORLICZ.

En un trabajo reciente, obtuvimos resultados similares al ca-
so de los espacios cldsicos de Lebesgue en el cuadro mds ge-
neral de los espacios de Orlicz ([L-T]).

Una funcidén de Orlicz es una funcién v: R, = R, creciente,
continua, estrictamente positiva en (0,®), nula y continua
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en 0.
En un espacio Q con una tribu A y una medida u: A -+ R,, el mo-
dular asociado a ¢ es la funcional

= d
P00 = [ wClx(@) Daucw

definida para x A-medible a valores complejos.

El "gran" espacio de Orlicz
¥ =1%(Q,A,0) = {x;pw(tx) < +®» para un t > 0}

es un espacio vectorial. La topologia definida tomando
{x+rB¢(r), T > 0} como base de entornos de la funcidén x, donde
BY(r) = {&; Py (X) <r}, hace de LY un espacio vectorial topo-
1l6gico. ;

El "peque#io" espacio de Orlicz
oo (x; pw(tx) < +», para todo t > 0}

es un subespacio vectorial cerfado de LY.
La funcional de Minkowski vy(x) = inf{}x > 0; p¢(x/k) < 1} defi-

ne una norma en L¥ cuando ¢ es convexa. En particular, para
Q = (0,1) con la medida de Lebesgue (6 © = N con la medida que
cuenta los puntos) y si ¢ (t) = tP , 1 <p < +=, el espacio de

Orlicz L p(0 1) (6 2% P(N)) es el cldsico LP(0O, 1) (6 2P).
Supondremos siempre Q = (0,1) 6 @ = N6 @ = R.

Trabajamos con dos nociones de contraccidén: T: B C LY » B es
una p¢-contracc16n si para x,y en B, p¢(Tx-Ty) < pw(x-y), T es

v¢—contracciép si vp(Tx-Ty) < vy(x-y).

El dominio B serd estrellado con respecto a un centro u en B,
o sea (1-A)u+Ax € B si x € By 0 <A < 1. Ademds B serd 7-com-
pacto para la topologia 7 de la convergencia en medida. Una

bola Bw(r) en £¥ es T-compacta, asi extendemos (Ka). Un sub-
conjunto 7-compacto de LP(0,1), 1 < p <« es débilmente compac-
to pero no la inversa, lo que hace esta hipdtesis topoldgica
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md's restrictiva que en (B-G-K) pero el dominio B es s6lo estrella
do, no necesariamente convexo. Finalmente un 7-compacto, débil-
mente compacto de L1(0,1) es compacto para la norma, asi evita-
mos el ejemplo de Alspach.

El resultado mis simple es el

TEOREMA 1. Sea B un subconjunto T-compacto y estrellado de LY
que verifica Sup{pw(x); X € B} < +», Supongamos ¢ subaditiva y
estrictamente creciente en R+. Entonces una P¢-contraccién de

B deja un punto figjo.

Para el resultado siguiente introducimos modos de crecimien-
to de ¢, diciendo que ¢ tiene exponentes de crecimiento no nulos si ¢ es
estrictamente creciente, no acotada en R, y verifica para cada A € 0,1

limt sup p(At) <1 (n
p(t)

donde t + +o si @ = (0,1), t >0 si Q@ =Ny t>0Y +o si @ =R.

Ademds, es cldsica la nocién ¢ verifica la condicidn Az si en
(1) el 1imite superior es finito para A = 2.

TEOREMA 2. Sea B un subconjunto T-compacto y estrellado de Lf
que verifica sup{py(x-y) < +=, X,y € B} < +=. Supongamos que ¢
tiene exponentes de crecimiento no nulos y que verifica la condi

eidn AZ' Entonces una p¢—contracci6n de B deja un punto figjo.

Introducimos ahora una condicién sobre ¢ inspirada de [B-L],
¢ verifica BLk si

lim 1im_ sup(e(t) -¢(At))/e(kt) = 0
At1 t

donde t converge como en (1).

TEOREMA 3. Sea B un subconjunto T-compacto y estrellado de Lf.
Supongamos que ¢ tiene exponentes de crecimiento no nulos, que
verifica la condicién BLy y para el mismo Kk,
sup{py(k(x-y)); x,y en B} < +=. Entonces una P
B deja un punto figjo.

w-contraccién de
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Para v¢¥contracciones tenemos el

TEOREMA 4. Sea B como en el teorema 2 que‘ademds verifique pa-

ra todo K € R, . . ,
’ sup{pw(K(x-y); X,y en B} < +o

y sup{vw(x-y); X,y en B} < +=

Supongamos que ¢ verifica BLy para un k > 1. Entonces' una Vo~

contraceién de B deja un punto figo.

Ejemplos tipicos de funciones ¢ para estos resultados son
ppo(t) = tP, 0 <p <1, ¥(t) = ¥(tP) con ¥ convexa y 0 <p < 1.

Contrariamente al caso de Banach, no es obvio de ver una éon-
tracci6én como limite de contracciones estrictas en estos espa-
cios de Orlicz. Por ejemplo si £? es localmente no acotado,
(p(t) = -1/1logt , 0 <t < 1/e, ¢(t) = te, t > 1/e como un caso),
entonces toda py-contraccién estricta de una '"bola" BY(r) es
constante.

Finalmente otro problema abierto es encontrar un convexo cerra-
do y acotado C de 2% tal que para cada renormamiento equivalen-
te de 22, cada contraccién de C para el renormamiento deje un
punto fijo. -
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